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2 Osiagniecie naukowe.

Wskazanie osiggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia
14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

2.1 Tytul rozprawy habilitacyjnej: Modele uporzadkowan
zmiennych losowych w charakteryzacjach rozkladéw praw-
dopodobienstwa, estymacji i miarach zalezno$ci.
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Uwaga. W bibliografii autoreferatu stosuje oznaczenie [-], a w bibliografii prac
cytujacych wyniki rozprawy habilitacyjnej i dorobku naukowego oznaczenie {-}.

2.2 Rozwazania wstepne.

Zagadnienia dotyczace uporzadkowan zmiennych losowych stanowia obszerny
dzial teorii prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej. Nastepujace stowa
kluczowe okreslaja typy znanych z literatury uporzadkowan: statystyki porzad-
kowe, sekwencyjne statystyki porzadkowe, gorne i dolne wartosci rekordowe, k-te
gorne i k-te dolne wartosci rekordowe, rekordy Pfeifera oraz gorne i dolne uogol-
nione statystyki porzadkowe.

Rozprawa habilitacyjna zawiera probabilistyczne i statystyczne zastosowania
modeli uporzadkowan zmiennych losowych; w szczegdlnosci statystyk porzadko-
wych, k-tych gérnych i dolnych wartosci rekordowych oraz gérnych i dolnych uogol-
nionych statystyk porzadkowych. Pierwsza czes¢ rozprawy (|A1]-[A2]) wykorzy-
stuje wspomniane pojecia do charakteryzacji rozktadéw prawdopodobieristwa. W
drugiej czesci rozprawy (|B1]-|B2]) podaje sie estymatory parametrow rozktadow
Gumbela i Burra w terminach k-tych wartosci rekordowych i uogélnionych staty-
styk porzadkowych. Trzecia czes¢ rozprawy (|C1]-|C4]) poswiecona jest nowemu
typowi zalezno$ci zmiennych losowych i jego zastosowaniom, w szczegdlnosci w
charakteryzacji rozktadéw prawdopodobieristwa.

2.3 Modele uporzadkowan zmiennych losowych.

Tradycyjny obiekt statystyczny stanowi zbioér niezaleznych zmiennych losowych
X1, Xo, ..., X, o0 jednakowym rozktadzie danym przez dystrybuante F'. Istnieje jed-
nak wiele sytuacji, w ktérych specyfika badanego problemu wymaga zastosowania
zaleznych obserwacji X1, X», ..., X,,. Taki przypadek wystepuje w modelach upo-
rzadkowanych zmiennych losowych. Najprostsze sposoby uporzadkowania zmien-
nych losowych prowadza do statystyk porzadkowych i wartosci rekordowych.

Przyktad 2.1. Rozwazmy cigg Xy, ..., X,, Srednich dziennych temperatur. Wtedy
k—ta pod wzgledem wielkosci temperatura reprezentuje statystyke porzgdkowq Xj., .

Przyktad 2.2. Rozwazmy cigg niezaleznych zmiennych losowych X1, Xo, ..., gdzie
X, reprezentuje $redniq cene akcji pewnej spotki na gietdzie w danym okresie czasu.



W momencie t wystepuje wartos¢ rekordowa Yy, jezeli cena X; przekracza wszystkie
poprzednie ceny.

Konsekwencja uporzadkowania obserwacji jest utworzenie nowego zbioru zmien-
nych losowych, najczesciej statystyk porzadkowych lub wartosci rekordowych. De-
finicje tych zmiennych losowych podamy w dalszej czesci pracy. Tutaj zauwazmy
jedynie, ze badanie uporzadkowanych obserwacji wynika z potrzeby konstrukcji
modeli teoretycznych dla wielu zagadnient praktycznych. Na przyklad w zada-
niach wyznaczania sktadek ubezpieczeniowych dla zdarzen katastroficznych, two-
rzenia systemoéw zabezpieczeni przeciwpowodziowych i antylawinowych, poréwny-
wania ryzyk, itp.

Zagadnienia zwiazane z teoria uporzadkowanych modeli zmiennych losowych
znajduja zastosowanie w takich dziedzinach nauki, jak teoria wytrzymaltos$ci mate-
riatow [88], teoria globalnego ocieplenia [93], modelowanie stochastyczne w finan-
sach [94], czy biologii ewolucyjnej [55].

W pracy rozwazamy zagadnienia probabilistyczne i statystyczne bazujace na
statystykach porzadkowych, k-tych gérnych i dolnych wartosciach rekordowych
oraz gornych i dolnych uogélnionych statystykach porzadkowych.

2.3a. Statystyki porzadkowe.

Niech (X7, ..., X,) bedzie wektorem losowym zlozonym z niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie danym przez dystrybuante F i funk-
cje gestodci f. Ustawmy kazdy mozliwy zespoét wartosci xi,xs, ..., z, wektora
(X1, ..., X,) wedlug wielkosci w porzadku niemalejacym. Jezeli dwie wspotrzedne
x; 1 xj s rowne, to ich wzajemna kolejnos¢ moze by¢ dowolna.

Statystyka porzadkowa Xi.,, dla k& = 1,2,...,n, nazywamy zmienna losowsa,
bedaca funkcja wektora losowego (X1, ..., X, ), ktora przybiera k—ta co do wiel-
kosci wartos$é kazdego z mozliwych zespotéw wartosci x1, zo, . . ., x,. Dla danego n
mozemy utworzy¢ n takich statystyk porzadkowych, a mianowicie

Xl:n S X2:n S S Xnn

Zmienne Xi., oraz X,,.,, nazywamy odpowiednio minimalng i maksymalna sta-
tystyka porzadkows.

Laczna gestosé wektora losowego (X, - .., Xpy) Wyraza sie wzorem:
nf(xy) ... f(z,), dla z;<...<ux,,
fxlzn:-“,Xn:n (l‘l, AR 71777») = { f< 1) f( ) !
0, poza,



a rozktad prawdopodobienstwa statystyki porzadkowej Xj., ma postacé

n!

P = G =R

() (1= F ()" f(2).

Laczny rozktad statystyk porzadkowych X;.,, oraz Xj., dany jest wzorem

(i = Dk — 7— i @ @) (F) = F@) ™

A=Fy)" " fly), i<k z<uy.

in:'ruXk::n (3:7 y) =

Statystyki porzadkowe byly przedmiotem badan matematykéw juz na poczatku
dwudziestego wieku. Pojecie statystyki porzadkowej zostato uzyte po raz pierwszy
przez Galtona w 1902 w [38] (Moldovanu, Sela [65]). Warto roéwniez wspomnie¢
prace [81] z 1902 roku, w ktorej Pearson odnosi sie do problemu odpowiedniego
podziatu stawki badanego przez Galtona. Pierwszy obszerny wyktad teorii staty-
styk porzadkowych znajduje sie w ksiazce Davida 28] z 1970 roku. Drugie wyda-
nie ukazalto si¢ w 1981 roku ([29]), a trzecie w 2003 roku (|30]). Wsrod pozycji
monograficznych, poswieconych statystykom porzadkowym, cytowane sa ksiazki:
Galambos [37|, Arnold, Balakrishnan i Nagaraja [11]|, David i Nagaraja [30]. W
2013 roku ukazala si¢ monografia Ahsanullaha, Nevzorova i Shakila [9],{3}.

Wsrod charakteryzacji rozktadow prawdopodobienistwa w terminach statystyk
porzadkowych, oddzielng klase stanowia wyniki dotyczace oszacowania wspotczyn-
nika korelacji lub kowariancji statystyk porzadkowych.

Bartoszynski i Terrell rozwazali w 1980 r. problem wielkosci wspotczynnika
korelacji dla statystyk porzadkowych, pojawiajacy sie w zagadnieniach podziatu
komorki. Terrell (|92]) wykazat w 1983 roku, ze rozwiazanie tego problemu prowa-
dzi do charakteryzacji rozktadu prostokatnego. Mianowicie, dla proby (X, X»),
statystyki porzadkowe X.5, Xo.9 s dodatnio skorelowane o wspotczynniku korela-
cji < 1/2, przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy proba pochodzi z
populacji o rozktadzie prostokatnym.

Wynik Terrella zostal uogélniony w 1985 roku przez Székeli and Mori ([90])
na przypadek dwoch dowolnych statystyk porzadkowych pochodzacych z proby
o liczebnosci n. Arnold i Brockett [13] w 1988 roku podali oszacowanie dla
Cov(X1.2, Xo.o) charakteryzujace rozktad jednostajny, ktore uproscit Papathana-
siou [70] w 1990 roku.



Wyniki pracy habilitacyjnej dotyczace statystyk porzadkowych stanowia kon-
tynuacje wspomnianych rozwazan o oszacowaniu wspotczynnika korelacji lub ko-
wariancji zmiennych losowych, ktore wykorzystano w charakteryzacji rozktadow
prawdopodobienstwa. Szczegdélowe rozwiazania podano w rozdziale 2.6, gdzie
wprowadzono nowa miare zaleznosci zmiennych losowych; PD-kowariancje, ktora
wykorzystano rowniez w badaniu miary zaleznosci nieskorelowanych zmiennych lo-
sowych.

2.3b. K-te wartosci rekordowe.

Poczatek rozwoju matematycznej teorii wartosci rekordowych zwigzany jest z
pracami Chandlera [26] oraz Fostera i Stuarta [35]. Chandler w 1952 roku zdefinio-
wal dolne czasy rekordowe i zwiazane z nimi dolne wartosci rekordowe. Ponadto
wyprowadzit wzory na rozktady prawdopodobienstwa tych zmiennych zmiennych
losowych. W 1954 roku Foster i Stuart po raz pierwszy wykorzystali wartosci
rekordowe do konstrukeji testow statystycznych dotyczacych losowosci ciggu ob-
serwacji. Feller (|34]) w 1966 roku podal kilka przyktadow wartosci rekordowych
w kontekscie probleméw hazardowych. Resnick ([85]) w 1973 roku badal asymp-
totyczne wlasnosci wartosci rekordowych.

Pojecie wartosci rekordowych Chandlera stanowito inspiracje do wprowadzenia
nowych pojeé i rozwiazan probleméw probabilistycznych i statystycznych (Galam-
bos [37]).

Dziubdziela i Kopocinski wprowadzili pojecie k-tych goérnych wartosci rekor-
dowych w pracy [32] z 1976 roku. Definicje k-tych dolnych czaséw rekordowych i
k-tych dolnych wartosci rekordowych podano w pracy [71| (Pawlas, Szynal).

Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie danym przez dystrybuante I oraz funkcje gestosci f. Przez Xj., ozna-
czamy j-ta statystyke porzadkowa z proby (Xi,...,X,). Dla dowolnego natural-
nego k > 1 definiujemy ciag (Ug(n)) k-tych gérnych czasow rekordowych:

U(1) =1, Ug(n+1) =min {j > Uk(n) : Xjjr—1 > XUk(n);Uk(n)Jrkq} , n>1.

Ciag (Vi"), gdzie Yi") = X, a1, () = Xip = min(X3, ..., Xp.)), nazy-
wamy ciagiem k—tych gornych wartosci rekordowych ciagu (X,,).



Gestos¢ wektora losowego (Yl(k), . ,Yn(k)) wyraza sie wzorem:

Vo f()
Y,W@lv"'vxn): —1 1 — F(x;)
) poza.

n

—

(1= F(x,) f(z,), dla o1 <...<my,

I
—_

O

Gestosci zmiennej losowej Yn(k) oraz wektora losowego (Yn(Lk), Yn(k)) dla m < n maja

postac:
k’l’b
(n—1)!

fy (@) = (=In(l = F(2)" (1 = F(2))* ' f(z), n>1,

kn

n—1)(n—m—1) (In(1 = F(z)) = In(1 = F(y)" """

fYrﬁf),Yé’“) (I’, y) = (

(It = ) S P )z 20 <

Wiadomo, ze istnieja pewne klasy rozkladow, ktore wygodniej jest badaé za
pomoca k-tych dolnych wartosci rekordowych (Pawlas, Szynal [71]).

Niech (X)) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie danym przez dystrybuante F' oraz funkcje gestosci f. Przez X, ozna-
czamy j-ta statystyke porzadkowa z proby (Xi,...,X,). Dla dowolnego natural-
nego k > 1 definiujemy ciag (Lx(n)) dolnych k-tych czaséw rekordowych

Ly(1) =1, Lg(n+1) =min{j > Lg(n) : Xpr, (ns1)sh-1 > Xnjaho1}, n>1

Wrtedy ciag (Zr(zk)), gdzie Zv(zk) = Xk:Ly(n)+k—1, (ka) = Xp = max(Xy, ..., X)),
nazywamy ciagiem k—tych dolnych wartosci rekordowych ciagu (X,,).

Gestos¢ wektora losowego (ka), cee Zﬁjk)) wyraza sie nastepujacym wzorem:

faw @ (215 m) = ¢ o1 Fz)
0, poza.

(F(z)f 1 f(2n), dla 20 > ... > 2,

Gestosci zmiennej losowe;j 2 oraz wektora losowego (Z,(,f) , Z,gk)) dla m < n maja
postac:




kn
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T2t 20 (@ 9) = 1 (In(F(z)) — In(F(y))"~™"

Pojecie k-tych dolnych wartosci rekordowych zostato wykorzystane w charak-
teryzacji rozkladow prawdopodobieristwa (rozktad Gumbela) oraz w konstrukeji
estymatorow parametréow skali i przesuniecia (rozktad Burra, rozktad Gumbela).

Wymniki dotyczace charakteryzacji rozktadéw prawdopodobienstwa, wykorzy-
stujace k-te dolne wartosci rekordowe podano w rozdziale 2.4, natomiast wyniki
dotyczace estymacji parametrow w rozdziale 2.5.

Zauwazmy, ze pojecie k-tych dolnych wartosci rekordowych z [71] byto badane,
miedzy innymi, w pracach [21],{26} (wyznaczanie rozktadéw granicznych ciagow
roznic i ilorazoéw k-tych dolnych wartosci rekordowych), [22],{28}, [40], [62],{59}
(charakteryzacja rozkladow prawdopodobienstwa), a takze w [56],{46} i [58],{51}
(momenty i wzory rekurencyjne na momenty k-tych dolnych wartosci rekordo-
wych).

2.3c. Uogoblnione statystyki porzadkowe.

Kamps ([44]) w 1995 roku wprowadzil pojecie uogolnionych , jednostajnych”
statystyk porzadkowych U(r,n,m, k).

Niech n,k € N, my,....m,_; € R, M, = Z?:—Tl mj,r = 1,..,n — 1, beda
parametrami, dla ktorych v, = k+ (n —r) + M, > 1 i niech m = (my,...,m,,_1),
n > 2.

Jezeli taczna funkcja gestosci wektora (U(1,n,m, k),...,U(n,n,m,k)) wyraza

sie wzorem

n—1

n—1
i=1

i=1

dla 0 <wu <...<wu, <1, tozmienne U(r,n,m,k), r = 1,...,n, nazywamy
uogdlnionymi statystykami porzadkowymi z rozktadu jednostajnego.

Uogolnione statystyki porzadkowe okreslamy na podstawie uogélnionych ,,jed-
nostajnych” statystyk porzadkowych.



Dla rozkladu danego przez dystrybuante typu absolutnie ciagtego F' definiu-
jemy zmienne X (r,n,m,k) = F~YU(r,n,m,k)), r = 1,...,n. Elementy ciggu
(X (r,n,m, k)) nazywamy uogdlnionymi statystykami porzadkowymi. Na mocy
wzoru (1) mamy:

n—1 n—1
PRI XORTE ) = k (H %) (H(l - F<xi>>mif<xi>>

=1

(1= F(zn)*  f(2,), dla F7H0) <z <... <2, < F7H(1).

Powyzszy model zawiera, jako szczegolne przypadki, rézne klasy uporzadko-
wanych zmiennych losowych. Wyboér parametrow k i n prowadzi do statystyk
porzadkowych, k-tych gornych wartosci rekordowych, statystyk Stiglera, Lewlessa
oraz rekordow Pfeiffera. W analizie rozktadéw odwrotnych owocne okazato sie po-
jecie dolnych uogdlnionych statystyk porzadkowych, ktére wprowadzono w pracy
[72] (Pawlas, Szynal).

Niech n,k € N, my,....m,_; € R, M, = Z;::mj,r =1,...,n — 1, bedy

parametrami, dla ktorych v, = k+ (n —r) + M, > 1 i niech m = (mq,...,m,,_1),
n > 2.

Definicja 2.1. (Pawlas, Szynal [72|). Zmienne losowe Z(1,n,m, k), ..., Z(n,n,m,k)
nazywamy dolnymi uvogdlnionymsi statystykami porzedkowyma, jezeli ich tgczna funk-
cja gestoSct wyraza sie wzorem

JARTR LT g 3) = b (H %) (f[(m»)mif(xi)) (Fa)) S ).

(2)
dla F7*(1) > 2y > ... >z, > F1(0).

Zauwazmy, ze dla my = ... = m,_1 = —1, 7 = k, laczna funkcja gestosci

k-tych dolnych wartosci rekordowych ma postac

1
fZ(l,n,—l,k),,..,Z(n,n,—l,k)(xl T ) _ 12 %(F(xn»k*lf(xn)’ Ty > ... 2 Ty,

0, poza.
Rozprawa habilitacyjna zawiera wyniki dotyczace gornych i dolnych statystyk

porzadkowych w kontekscie charakteryzacji rozktadow prawdopodobienstwa (od-

10



wrotny rozktad Pareto, odwrotny rozktad Weibulla) oraz w konstrukcji estymato-
row parametrow skali i przesuniecia (rozklad Burra).

Wymniki dotyczace charakteryzacji rozktadow prawdopodobieristwa w terminach
dolnych i gornych uogélnionych statystyk porzadkowych zawiera rozdziat 2.4, nato-
miast wyniki dotyczace estymacji parametréow skali i przesuniecia wykorzystujace
gorne uogdlnione statystyki porzadkowe podano w rozdziale 2.5.

Nalezy zauwazy¢, ze w 2003 roku Kamps ([45|) wprowadzil pojecie dualnych
uogolnionych statystyk porzadkowych, ktore jest analogonem wprowadzonego w
2001 roku (Pawlas, Szynal [72]) pojecia dolnych uogoélnionych statystyk porzad-
kowych. Jednakze w literaturze czasopismienniczej i monograficznej zostato zaak-
ceptowane wyzej okreslone pojecie dolnych uogélnionych statystyk porzadkowych.
Na przyktad w pracach [8],{22}, [14],{25}, [46],{39}, [47],{40}, [48],{41}, [49],{56},
[50],{44}, [57],{48}, [59],{55}, 1 ksiazce [86],{5}.

2.4 K-te wartosci rekordowe i uogélnione statystyki porzad-
kowe w charakteryzacjach rozktadéw prawdopodobieii-
stwa.

[A1]. Celem pracy [Al] sa charakteryzacje rozkladu Gumbela i odwrotnych
rozktadow typu Weibulla oraz Pareto, wykorzystujace odpowiednio k-te dolne war-
tosci rekordowe i uogodlnione statystyki porzadkowe. Te twierdzenia mozna trak-
towa¢ jako odpowiedniki twierdzen charakteryzujacych rozktad wyktadniczy (|2],
31, [4], [36], [83]).

W problemie charakteryzacyjnym wykorzystuje si¢ pojecie ciagu zupelego
funkcji (Lin [60], [23]).

Definicja 2.2. Niech L(a,b) oznacza przestrzen funkcji catkowalnych na (a,b).
Cigg (fn) C L(a,b),n > 1, nazywamy zupetnym na L(a,b), jezeli dla dowolnej
funkcji g € L(a,b) réownosé

b

/g(a:)fn(:v)d:v =0,neN,

a

implikuge, ze g(z) = 0 p.w. (prawie wszedzie) na (a,b).
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Nastepujacy lemat podaje przyktad ciagu zupelnego funkcji, ktory wykorzy-
stano w [Al].

Lemat 2.1. [60]. Dia dowolnej, ustalonej liczby naturalnej ng i nieujemneyj, ciggtej
funkcji h(x), majgcej nieujemne pochodne na (a,b), cigg

{(h(x))"e @ n > o}

funkcji jest ciggiem zupetnym w L(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja h(x) jest
§cisle monotoniczna na (a,b).

W [A1] dowiedziono twierdzenia charakteryzujace rozklad Gumbela.

Rozwazmy rozktad Gumbela postaci
Flx)=e*“", z€R. (3)

Twierdzenie 2.1. [Al]. Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych o absolutnie ciggte) 1 $cisle rosngcej dystrybuancie F'. Zmienna losowa
X ma rozktad (3) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego m > 1 zmienna losowa

D,, =m (Zr(,f) — Zq(j:il> ma rozktad wyktadniczy z parametrem A = 1.

Twierdzenie 2.2. [Al]|. Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o absolutnie ciggtej dystrybuancie F. Niech ponadto —In F(0) = 1. Naste-
pujgce warunki sa rownowazne:

i) X, ma rozktad Gumbela.

i7) Zf:j_l, A Zf,];)rl sq niezalezne.

Druga czesé pracy [Al] podaje charakteryzacje rozktadow prawdopodobieristwa
w terminach dolnych uogdlnionych statystyk porzadkowych. W literaturze rozwia-
zania podobnego typu, wykorzystujace oszacowania momentéw uporzadkowanych
zmiennych losowych, znajduja sie w pracach Plackett [82] i Moriguti [66], w kto-
rych wykorzystano dolne i gérne ograniczenia dla wartosci oczekiwanej i wariancji
maksymalnej statystyki porzadkowej z populacji o rozktadach symetrycznych. W
1954 roku Hartley i David ([41]) podali oszacowanie wartosci oczekiwanej maksy-
malnej statystyki porzadkowej:

n—1

EXpp < ———.
(2n — 1)

12



W 1978 roku Nagaraja (|68]), przy tych samych zalozeniach, otrzymal nastepujace
ograniczenie dla wartosci oczekiwanej wartosci rekordowej Xir(n):

9 3
EXym < ((:) — 1) ;

gdzie réwnoéé charakteryzuje rozktad Weibulla.
Rozwazmy odwrotny rozktad Weibulla o dystrybuancie

F(z)=e Y% 250 a>0,0>0, (4)

oraz odwrotny rozktad Pareto o dystrybuancie

F(z) = (%)9 2 €(0,6); 60, 0> 0. (5)

Na mocy wzoru (2) otrzymujemy:

fEmm (3) = r_i)' (F@)" ™ (gu(F (@) f(2),

gdzie

-
Crq1 = | |fyj, r=12,...,n,
j=1

—log z, m = —1.

iy ={ B 2

Twierdzenie 2.3. [Al]. Niech F oznacza dystrybuante cigglq takq, ze F~(t) # 0
dlat € (0,1). Jezeli

a0 €R, ar +ay =a, pi,pp € R\{0,1}, 1/p1 +1/py =1,
r,r1,Te, n,Ny, Ny € N, k ki, ko > 1,
r<mn, r1 <np, 19 <ng, meR,
to dlap; > 1

(r—1)!

Cr—1

1/101
—1)!
ME|Z(T1,”1,7TL, kl)‘a1p1>

E|\Z(r,n,m, k)| < <

Crl—l
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(7"2 — 1)' s
) —E|Z(T2an27m7k2)|02p2 )

Cro—1

gdzie rowno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ¢ > 0

RO = e (g 1) ©

pw. na (0,1), v, =k+(n—1i)(m+1) dla i =1,2. Dla p; <1 mamy nieréwnosé
PTrZeciung.

Mozna wykazaé, ze odwrotne rozktady typu Pareto i Weibulla moga by¢ zapi-
sane w postaci (6). Ponadto otrzymujemy nastepujace charakteryzacje tych roz-
ktadow:

Wnhniosek 2.1. Jezeli ro = r1, to rowno$é (6) wyznacza odwrotny rozktad Pareto

(5)-

Whniosek 2.2. Jezeli m = —1 i v = 79, to réwnosé (6) wyznacza odwrotny

rozktad Weibulla (4).

[A2]. Twierdzenia charakteryzujace rozktady prawdopodobieristwa znajduja
rowniez zastosowanie w konstrukeji testow zgodnosci ([89]). W pracy [A2] uogélnia
sie nastepujace twierdzenie charakteryzacyjne z [89].

Twierdzenie 2.4. (Swanepoel, Graan [89]). Niech X1, < Xo, < ... < Xy
oznaczajq statystyki porzgdkowe z proby o dystrybuancie F, a G bedzie pewng ciqglq
dystrybuantqg. F = G wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego n > 1 i dla kazdego k

takiego, ze 1 < k < n,
k

n+1

E(G( X)) = (7)

Na podstawie powyzszego twierdzenia autorzy pracy [89] konstruuja wazony
test Craméra-von Misesa i wazony test Kolmogorova-Smirnova. W pracy [A2]
podano uogdlnienie twierdzenia 2.4 . W sformutowaniu i dowodzie tego uogélnienia
wykorzystuje sie nastepujacy lemat.

Lemat 2.2. (por. [A2]). Niech
I = {(rp,n) : dla ustalonego p € N,n > p, 1 <r, <p, orazr, <1, <r,+n—p},
IL=A{(rp,n) :n>21<r, <n},
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I3 = {(rij,n;) :n; — 00, gdy j — 00, orazry =1, i =1,2,...,n;},
[3 = {(Tij7nj) Ly, T € N?H’j-i-l > n; Z Hj > ]7] = 1727"'7

o0 ’I”Lj 1 _ s .
Zj:l EV:Nj o—1 — 90, 0Taz iy =1, 1 = Wy, "'7nj}'

Wtedy dla dowolnego zbioru I;, j = 1,2,3,4, par indeksow (r,n), 1 <r <mn,
ciqg wielomiandw
{o" (1= 2)" e,

jest ciggiem zupetnym w L(0, 1).

Twierdzenie 2.5. [A2]|. Niech Z(r,n,m, k) oznacza dolng uogdlniong statystyke
porzqdkowq z proby o rozktadzie F' dla m > —1 1 niech Fy bedzie dowolng dystry-
buantq ciggtq. F = Fy wtedy @ tylko wtedy, gdy dla pewnego j=1,2,3,4 1 kazdej
pary (r,n) nalezqcej do zbioru I;, mamy

Er (Fo (Z(r,n,m, k) = (TCT_ll)! (m1+1)TB (;:r) (8)

gdzie ¢,y =[[;_, v, dlar=1,2,...,n, B(a,f)= fol 7 (1 — x)Pld.

Wnhniosek 2.3. Z réwnosci (8) otrzymujemy réwnosé (7), gdy m =0, k = 1.

Nastepujace twierdzenie podaje warunek charakteryzujacy rozktad prawdopodo-
bienistwa przy uzyciu wartosci oczekiwanej pewnej funkcji k-tych dolnych wartosci
rekordowych.

Twierdzenie 2.6. [A2]. F = Fy wtedy i tylko wtedy, gdy dla ustalonych liczb
naturalnych k i ng,

k n
En (Fr(Z®)) = ( 2
P (R20) = (557
dla n > ng.

Problem wykorzystania powyzszego twierdzenia do konstrukcji testow zgodno-
Sci bazujacych na obserwacjach k-tych dolnych wartosci rekordowych jest ciggle
otwarty.
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2.5 Estymatory parametréw rozktadu Gumbela i Burra w
terminach k-tych wartosci rekordowych i uogélnionych
statystyk porzadkowych.

Zagadnienia estymacji parametrycznej stanowia réwniez pole dla zastosowan
modeli uporzadkowanych zmiennych losowych. Za jedng z pionierskich prac na ten
temat uwaza si¢ prace Lloyda z 1952 roku (|61]). Dla rodziny rozkladow symetrycz-
nych zaleznych od parametru przesuniecia i skali autor otrzymal liniowe, nieob-
cigzone estymatory o minimalnej wariancji w terminach statystyk porzadkowych.
Podejscie Lloyda opierato sie na zalozeniu znajomosci zaréwno wektora wartosci
oczekiwanych jak i macierzy kowariancji statystyk porzadkowych. W praktyce
wyznaczenie macierzy kowariancji moze sie okaza¢ trudne. W 1952 roku Gupta
([39]) zaproponowal uproszczona metode estymacji, stosowana w przypadku, kiedy
znane sg tylko wartosci oczekiwane.

W przypadku innych modeli uporzadkowanych zmiennych losowych, Ahsanul-
lah w 1980 roku ([5]) otrzymal estymatory parametrow skali i przesuniecia dla
rozktadu wyktadniczego w terminach wartosci rekordowych. Przyktady estyma-
torow p i o dla szerokiej klasy rozktadow (Gumbel, potegowy, Weibull, Rayleigh,
logistyczny, Pareto) bazujacych na wartosciach rekordowych znajduja sie w ksiazce
Ahsanullaha [6]. Tematyka estymacji parametrycznej dla modeli uporzadkownych
zmiennych losowych rozwazana jest rowniez w monografiach: Arnold, Balakrish-
nan i Nagaraja ([11], [12]), Balakrishnan i Aggarwala ([17]), David i Nagaraja
([30])-

Wyniki prac |B1] i |[B2| dotycza estymacji parametréw rozktadu Gumbela i
Burra w terminach k-tych wartosci rekordowych i uogélnionych statystyk porzad-
kowych.

[B2], [B1]. Praca [B2| podaje, w terminach gérnych uogoélnionych statystyk
porzadkowych, estymatory parametréw skali i przesuniecia (¢ i o) z rozktadu
Burra: liniowy nieobciazony estymator o minimalnej wariancji (MVLUE) oraz
najlepszy estymator niezmienniczy (BLIE). Z rozwazan [B2| uzyskuje sie wyniki
Ahsanullaha z [7] dla rozktadu Lomaxa.

Rozwazmy rozktad Burra o dystrybuancie

€xr —

-\
F(x)zl—ﬁ)\(ﬁ—i- ”) ,x > >0, A>0, —co < pu<oo,o>0. (9)

g
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Rozktad Burra zawiera jako szczegdlne przypadki uogélniony rozktad Pareto
(A =B = a1, a takze rozklad Lomaxa (8 = 1).

Uogolnione statystyki porzadkowe w konstrukeji estymatorow dla klasy rozkta-
dow typu Pareto wykorzystywano w pracy [7]. Praca [B2| uogolnia te wyniki.

Niech (X)) bedzie ciagiem niezaleznych obserwacji z populacji o rozktadzie
danym przez dystrybuante F. Przez X(1,n,m,k), ..., X(n,n,m,k) oznaczamy
gorne uogolnione statystyki porzadkowe ciagu (X,). WprowadZzmy nastepujace
oznaczenia:

T T

Cr = nyj)‘v dr = H(Vj/\ - 1) and e, = H(’VJ‘)‘ - 2) (10)
j=1 j=1 j=1
Twierdzenie 2.7. |B2|. Niech X(1,n,m,k), ..., X(n,n,m, k) bedqa gornymi uogdl-
nionymai statystykamsi porzgdkowymi z rozktadu Burra. Liniowe, nieobcigzone es-
tymatory o minimalnej wariancji (MVLUE) parametrow p i o, gdy znane sq¢ pa-
rametry X and 3, majqg postac:

n

. ) . A—1 .
ham = ZwliX(Z7n7m7 k)a OGM = (%’% (X(17n7m’ k) - 'UGM) ’ (11)
i=1
gdzie
1 e?
Wi = D Toer(mA —1) = =(mA —7A+1) ¢,
0 1
1 €16;
Wy, = HO {— ;Z ()\’}/T — )\77,4»1 + 1)} , = 27 = 1,
1 en
n— N n)\ —1 )
w1 Doel (v ) cn
2 ¢
DO = 6161T0 — €4, T() = —.
C;
1=1
Ponadto
T T 2 T —
Var(figy) = 0252—0, Var(6gar) = J2u, Cov(figar, 6am) = 0B U

Twierdzenie 2.8. [B2|. Najlepsze estymatory niezmiennicze (BLIE) parametrow
skali i przesuniecia p i o dla rozktadu Burra (9) dane sq wzorami

T0—€1 DO

~ A — — 1, Onr =6y —ouoo 12
UBL = HGM GM {BTO—i—DO%—e%] BL GMTo—l—Do—l-e% ( )
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Btedy sredniokwadratowe estymatorow figr, i gy okreslajg wzory

T, Ty — e))? Ty + ¢
0 _p__To—c) MSE(61) = 02 ——0 1+ €

MSE( =o’p? | — , 0,
(MBL) 8 Dy DO(DO + Ty + 6%) Dy + 1Ty + 6%

gdzie Gan i fian sq estymatorami MVLUE dla o i p z (11).

Specyfikacja parametrow w powyzszych twierdzeniach prowadzi do nastepuja-
cych wnioskow.

Whniosek 2.4. Dia A = 3 = o™, otrzymujemy estymatory typu MVLUE oraz
BLIE dla uogdlnionego rozktadu Pareto.

Whiosek 2.5. Dia f = 1, otrzymujemy estymatory typu MVLUE oraz BLIE dla
rozktadu Lomaza (|7]).

Whniosek 2.6. Dia my = ... = m,,_1 = —1 otrzymujemy estymatory typu MVLUE
oraz BLIE dla rozktadu Burra wyrazone w terminach k-tych gornych warto$ci re-

kordowych (|B1]).

W pracy |B1] podano estymatory MVLUE, BLIE oraz MLE (maksymalnej wia-
rygodnosci) parametrow p i o dla rozktadu Gumbela w terminach k-tych dolnych
wartosci rekordowych i dla rozktadu Burra w terminach k—tych gérnych wartosci
rekordowych.

Rozwazmy rozkltad Gumbela o dystrybuancie

)

F(z)=e , r€ER;, —oco<pu<oo,0>0. (13)

Twierdzenie 2.9. [Bl]. Liniowe, nieobcigzone estymatory o minimalnej wariancyi
(MVLUE) parametrow p i o z rozktadu Gumbela (13), wyrazone w terminach

k—tych dolnych wartosci rekordowych zgk), zék), e zﬁ,’f), majq postac:

m—1 m—1
A% =20 — (u(m) + In k) [<m 1)y A - zé’;)] P (e e W
=1

i=1

(14)

Ponadto

)y o (wm)+ k) Sy _ O
var(p“G’M) ( (m _ 1) + Vm,m ) var(UGM) - m — 1’

2
~(K) Ak o*(v(m) +Ink)
COV(MG( J)\waé:z%ﬂ - m— 1

Y
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gdzie

¢ —Ink+v(i), i=1,2,...,m,

v(1) =, v(@)=v(i-1) - (-1 i>2
7T2
Vi = 6’ Vii=Vi— (- 72 i>2.

Twierdzenie 2.10. [B1|. Najlepsze estymatory niezmiennicze (BLIE) parametrow
skali i przesuniecia p i o dla rozktadu Gumbela (13) dane sq wzorami

(k ~(k ~(k (I/(m)—i-lnk:) - ~(k m—1
A AULIRLL R R R

Btedy sredniokwadratowe estymatorow [Lg% 7 Erg}{/[ maja postac

==

(v(m) +Ink)*

m

2
MSE(fisy) = o [ +Vim|s  MSE(o)) = .

gdzie &8?/[ i [/ch])w sq podane w (14).

Twierdzenie 2.11. |B1|. Estymatory maksymalnej wiarygodnosci (MLE) para-
metrow skali i przesuniecia p i o dla rozktadu Gumbela (13) dane sq wzorami

= ot () B - o), ol =3 -5,

gdzie 2% = 3" zi(k)/m.
i=1

Whniosek 2.7. Dia k = 1 otrzymujemy estymatory dla rozktadu Gumbela wyrazone
w terminach gornych wartosci rekordowych uzyskane w [10].

W przypadku rozktadu Burra otrzymano nastepujace estymatory wyrazone w
terminach k-tych gérnych wartosci rekordowych.

Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych obserwacji z populacji o rozkladzie X,
a Yl(k), Yz(k), YR oznaczaja k-te gorne wartosci rekordowe ciagu (X,,). Jezeli X
ma rozktad Burra (9), to wielkosci z (10) maja postac

ci =KX, di=(kX—1) oraz e; = (kA — 2)".
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Twierdzenie 2.12. [B1|. Liniowe, nieobcigzone estymatory o minimalnej wa-

riancji (MVLUE) parametrow p i o z rozk%adu Burra (9), wyrazone w terminach

k—tych gornych warto$ci rekordowych yl ,y(k) . .,y,(ff), dane sq wzorami

(K 1 k) ~(k
S B T L P

gdzie

1 e? 1 €it1
= Theid; — - i= =4 — ,t=2,...,.m—1,
w11 = Do { 0€1a1 o } , Wi Do { o 7 m

o 1 d €m+1
Wi = —7=-1
DO Cm

9 .
s DO = 6161T0 — €y, TO = —.

Wariancje @ kowariancja tych estymatorow majq postaé

Ty + €2 K .k To — e
0-2 D : ? COV(/’L(G'J)M’ Jé‘]@) = 0-2/6 D :
0 0

Twierdzenie 2.13. [Bl]. Najlepsze estymatory niezmiennicze (BLIE) parametrow

Var(:uGM) 252 Var(UGM)

skali i przesuniecia p i o dla rozktadu Burra (9) dane sq wzorami

) _ 09 s(h) {5 Ty — e }

_ (k) _ 50 Do 16
fpr = ey — To+ Do+ € (16)

& -0

BL = 7GM T() + D() + 61

Btedy sredniokwadratowe estymatorow [Lg% 7 58"‘ K/[ okreslajqg wzory
T (To — 61)2

~(k)y _ 2p2 |10 o2
MSE(fipy) = 07 {DO BDO(D0+T0+6§)]’ MSE(5%)) =

T()—I—e%
l)o—f—To—i-€%7

gdzie &8?4 i [L(Gk])w sq dane w (15).

Zauwazmy, ze estymatory (15) i (16) parametrow rozkladu Burra w terminach
k-tych gornych wartosci rekordowych mozna uzyskaé¢ jako szczegdlne przypadki
estymatorow (11) i (12) z pracy [B2|, ktadac m; = ... = m,,_; = —1. Wyniki z
pracy |B2| byly wykorzystywane w pracach ([1], {7}, [25], {12}, [27], {31},

[95], {19}).

2.6 Miary zaleznosci zmiennych losowych i ich zastosowa-
nia.

Pierwsze proby badania zaleznosci miedzy cechami danej populacji wywodza
si¢ z biologii oraz antropologii (|31]). Tablica Rodgersa i Nicewandera opubliko-
wana w 1988 roku (|87]) zawiera najwazniejsze fakty z historii rozwoju pojecia
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korelacji (zob. rowniez [31], str. 26). Pojecie to, ogdlniej miara zaleznosci miedzy
zmiennymi losowymi, ma bogata literature monograficzna ([18], [31], [69]) i cza-
sopismiennicza. Wérod wynikéw polskich autoréw nalezy przytoczy¢ opracowania
[19], [24], [51], [52], ktore reprezentuja nowe spojrzenie na zagadnienie zaleznosci
zmiennych losowych.

Najpowszechniej uzywana miara zaleznosci zmiennych losowych X i Y jest
kowariancja (Cov(X,Y)) okreslona wzorem

Cov(X,Y) = EXY — EYEY, (17)

dla X € L', Y € L', XY € L' (L'-przestrzeri catkowalnych zmiennych losowych).
Pojecie to przypisuje sie Pearsonowi, chociaz statystyczny odpowiednik (17) byt
wezesniej uzywany przez ekonomiste Edgewortha w [33].

Modyfikacja tego pojecia zostata podana przez Hoeffdinga ([42]):

0o 1) = [ [ B (a0 — o)

a jej uogodlnienie w pracy Mardia i Thomson ([63]):
Cov'P)(X",V*) = rs/ / 2"y T  Fixyy (@, y) — Fx(2) By (y)|dady, r,s > 1.

Krajka i Szynal (|53]), wzorujac si¢ na nowej koncepcji zaleznosci (|24], [51])
zwanej zaleznoscig kwadrantowa, wprowadzili kwantylowa miare zaleznosci, a na-
stepnie w [54] podali pojecie Q-kowariancji, ktore mozna wykorzystywaé¢ w ba-
daniu zaleznosci zmiennych losowych w przypadku, gdy kowariancja Pearsona i
F-kowariancja nie moga by¢ stosowane (Drouet-Mari i Kotz [31]). Pojecie to po-
zwolito wprowadzi¢ nowa miare zaleznosci (|C1]) zwang PD-kowariancja i podaé¢
jej zastosowania, w szczegblnosci do badania zalezno$ci nieskorelowanych zmien-
nych losowych.

[C1]. W pracy [C1] wprowadzono nowa miare zaleznosci zmiennych losowych
zwang pseudo-kowariancja (Cov™?)(X,Y)). Pozwala ona badaé zaleznosé zmien-
nych losowych X 1Y, gdy klasyczna kowariancja nie moze by¢ stosowana. Waznym
zastosowaniem tej miary jest badanie zaleznosci nieskorelowanych zmiennych lo-
sowych. Ponadto miara ta moze by¢ wykorzystana w charakteryzacji rozktadow
prawdopodobienstwa.
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Niech (€2, A, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Dla danego r > 0, L" ozna-
cza przestrzen zmiennych losowych X takich, ze E|X|" < oo. L° stanowi prze-
strzenn wszystkich zmiennych losowych, majacych ciagte rozktady. Dla p € (0,1),
y(p) jest kwantylem rzedu p zmiennej losowej Y tj. P[Y < y(p)] < p < P[Y <

y(p)]-

Dla zmiennych X € L' oraz Y € L° o rozkladach cigglych okreslamy wielkosci
Lxy(p) == E(X = EX)IY 2 y(p)], Lxy(p):=EX - EX)I[Y <y(p)],
gdzie I[-] oznacza funkcje indykatora. W dalszej czesci wykorzystujemy rownosci
LX—EX,Y—EY(]?) = LX,Y(p), zX—EX,Y—EY(]D) = ZX,Y(P)

oraz
EIX’Y(p) = E(X|Y =y(p)) — EX (cf. Krajka i Szynal [54]),

= -
gdzie Ly y(p) = dipnyy(p).

Definicja 2.3. (Krajka i Szynal [54]). Dla zmiennej losowej X € L' i dowolnej
zmiennej losowej Y € L°, Q-kowariancja Cov'@ (X,Y) jest zdefiniowana nastepu-

jaco:
1 1 _
Cov@(X,Y) =~ / y(p)dLxy(p) = / y(p)dLxy (p),
0 0
pod warunkiem, ze jedna z catek po prawej stronie jest skoriczona.

Ponizsze twierdzenie podaje zwiazek miedzy Cov(X,Y), Cov'¥)(X,Y) oraz
Cov @ (X,Y).

Twierdzenie 2.14. (Krajka i Szynal [54]). Niech X i Y bedg zmiennymi losowymi
o cigglych rozktadach takich, ze X € L', Y € L' and XY € L*. Wtedy

Cov(X,Y) = Cov'"(X,Y) = Cov'Q(X,Y) = Cov' D (Y, X).

Aby wprowadzi¢ pojecie nowej miary zalezno$ci, uzyjemy nastepujacego osza-
cowania Cov(@ (X,Y).

Twierdzenie 2.15. (Krajka i Szynal [54]). Niech (X,Y') oznacza wektor losowy,
ktorego sktadowe majq ciggle v Scisle monotoniczne rozktady brzeqowe. Zatozmy, zZe
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X € LYY € L", Lx.y(p) jest rézniczkowalna dla p € (0,1) fo |LXY p)|*dp < o0,
gdzie r,s >0 z’%—i-%: 1. Wtedy

co@0e < ([ wran) ([ B wra)” (18)

Whiosek 2.8. Jezelir =s =2, to

co@0e v < ([ woan) ([ ey =) - xra)”. )

Zauwazmy, ze klasyczne ograniczenie dla Cov(X,Y) ma w tym przypadku po-
stac:
|Cov(X,Y)| < oXoY, (20)
gdzie 02X = VarX, o?Y = VarY.
Ograniczenie dla Q-kowariancji we wzorze (19)

([ wra) ([ ey = o) - 27 a)

jest rowne 0 dla niezaleznych zmiennych losowych X i Y, podczas gdy ogranicze-
nie 0 XoY w (20) ma wartos¢ dodatnia. To sugeruje wprowadzenie nowej miary
zalezno$ci dla zmiennych losowych X i Y.

Definicja 2.4. [C1]. Niech (X,Y) oznacza wektor losowy, ktdrego sktadowe majg
ciggte rozktady brzegowe. Pseudokowariancjg (X,Y)
(Cov'PP)(X,Y)) nazywamy wielkosé

Con™ (XYY = ([ o) an) ([ (B = )~ BX) )"

0

pod warunkiem, zZe prawa strona rownosci jest skonczona.
Wzor (18) pozwala na wprowadzenie ogolniejszej miary zaleznosci X 1Y,

Definicja 2.5. [Cl]|. Niech (X,Y) oznacza wektor losowy, ktdrego sktadowe majq
ciggte rozktady brzegowe; (r, s)—pseudokowariancjg (X,Y) (Covﬁ,}:D) (X,Y)) nazy-
wamy wielko$é

OO'UPD)XY /|?/ )|"dp) 1/T /( (X|Y:y(p))—EX)Sdp)1/s,

pod warunkiem, ze prawa strona rownosci jest skonczona, dla r,s >0 1 % + % =1.
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Rényi w [84] postuluje, aby miara zaleznosci spelniata nastepujace warunki:
1. Miara przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1].

2. Jezeli X 1Y sa niezalezne, wartos¢ miary réwna sie 0.

3. Jezeli X jest funkcjg Y, to warto$é¢ miary wynosi 1.

4. Wzrost zaleznosci miedzy zmiennymi powoduje wzrost wartosci miary:.

5. Niezmienniczos¢ wzgledem transformacji liniowej zmiennych.

6. Symetria.

Zauwazmy, ze wprowadzona (nieunormowana) miara zaleznosci PD-kowariancja
(CovPP)(XY)) speia warunki 2, 4, 5.

Wprowadzmy naturalne pojecie PD — (r, s) nieskorelowania.
Definicja 2.6. [C1]. Mowimy, ze X 1Y sq PD — (r,s) nieskorelowane, jezeli
Covﬁi’D)(X, Y)=0,

gdzie r,s > 0 oraz % + % = 1. W przypadku, gdy r = s = 2 mowrmy, ze zmienne
losowe X 1Y sq PD-nieskorelowane.

Nastepujace przyktady rzucaja wiecej $wiatta na pojecie PD-kowariancji
(CovPP)(XY)) i mozliwosci jego zastosowan.
Przyktad 2.3. [C1l]. Niech tgczna funkcja gestosci fxy(x,y) wektora losowego
(X,Y) ma postaé:
3 el <1,

fX,Y(xvy) = 2
0; |x|+|y| > 1.

Zmienne losowe X i Y maja jednakowy rozktad dany przez funkcje gestosci

I EREE z € (—1,0],
fle) = {—:c—i— 1; ze€(0,1).

Stad EX = EFY = 01 EXY = 0. Zatem X i Y sa nieskorelowane. Ponadto
E(Y|X)=FE(X|Y) =0, skad

postaci

Cov(X,Y) = Cou'PP)(X,Y) = CovPP) (Y, X) = 0.
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Przyktad 2.4. [C1l]. Niech X ma rozktad jednostajny na (—1,1) i Y = |X|.
Wtedy Cov(X,Y) =0, ale X i Y sq zalezne. Ponadto

1 1
Co™/(X,Y) / ly(p) de / Iflx,y(p)l2dp)2 =0,
0
wiec X 1Y sq PD-nieskorelowane.

Przyktad 2.5. [C1l]. Niech taczna funkcja gestosci fxy(z,y) wektora losowego
(X,Y) ma postac:

4 ay(@* —y?)]; |z| <1Alyl <1,
0; lz| > 1V |yl > 1.

fX7Y($ay) = {

W tym przypadku zmienne losowe X i Y maja rozklady jednostajne na (—1,1).
Ponadto fxy(z,y) # fx(z) - fy(y), wiec X 1Y sa zalezne. Zauwazmy, ze X 1Y
sa nieskorelowane (Cov(X,Y) = 0). Obliczmy teraz Cov"P)(X|Y).

Poniewaz

/0 (y(p))2dp = o(Y) = V3/3

1 2
\// (B(X]Y = y,) — BX)*dr = =22

2\/_
315

to

Cov™P/(X,Y) = £0.

Przyktad 2.6. [C1|. Niech

0 rz <1 0 r <1
Fx (z) .= Fi(z) = ’ - Fyx (z) .= Fy(z) = ’ -
, (2) 1() {1_%27 . X, (1) 1= Fo() {1_%47 Lol
07 ySOa 07 yg_l’
Gyi(y) ==Gi(y) =qy, 0<y<l, Gy, (y) = Galy) =445, —1<y<2,
L, y>1, L y>2
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Okre$lmy
Fxy(z,y) = ali(x)Gi(y) + (1 — a) Fa(2)Ga(y).

Wtedy Cov(X,Y) = a(l —a)[EX; — EX5][EY] — EY,] i X oraz Y sa zalezne,
ale nieskorelowane bo EY; = EY; (Behboodian [20]).
Naszym celem jest wyznaczenie pseudokowariancji (X,Y) (Cov"P)(X,Y)). Niech
a=1/2.
Funkcja gestosci (X,Y) ma postac

0, (x<1lAyeR)V(x>1AN(y<-1Vy>2),
fxy(@y)=4Q 5+ z>1Ay€(0,1),
5 r>1A(ye(-10)Vye(L,2),

a rozktad brzegowy Y jest okreslony przez dystrybuante Gy (y), gdzie

Gy (y) = aGi(y) + (1 — a)Ga(y).

Stad dla o = 1/2 mamy

0, y<—-1vy>2
L % y € (—1,0],
P == 4 ye(0,1],
1oye (1,2,
co daje
0, y(p) <-1Vylp) >2,
BX|Y = y(p)) =45 VP ECLO (5 pe(0,1/6),
L y(p) € (0,1] (= p € (1/6,5/6),
1 ylp) e (1,2. (=pe(5/6,1)).

Ponadto



Zatem

CovPPI(X)Y) = ==

of$

Wiadomo, ze rownosé
Cov(X,Y) = Cov'9(X,Y) = Cov'PPN(X,Y) =0

jest spelniona, gdy X i Y sa niezalezne. Stad pojawia sie naturalne pytanie, czy
warunek

Cov' D (X,Y) = Cov' @ (X, V) = CouPP)(X°, V),
gdzie X° =X — EX,Y?=Y — EY, zachodzi takze dla pewnych zaleznych zmien-
nych losowych. Badania tego zagadnienia prowadza do charakteryzacji pewnych

rozkltadow prawdopodobienstwa w terminach statystyk porzadkowych oraz k-tych
wartosci rekordowych.

Twierdzenie 2.16. [C1]. Niech (X1, X32) bedzie probg z populacji o rozktadzie
absolutnie ciggtym danym przez dystrybuante F, a X1.9 © Xo.0 0znaczajg statystyki
porzqdkowe. Warunek

Oé2

(0 + 2a+2)7

gdzie X750 = X109 — EXq.0 1 X5 = Xoo— EXo9, zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy
X ma rozktad potegowy.

Cov'@ (X1, Xa2) = Cov PPN (X7, X3,5) =

a >0,

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy charakteryzacje rozktadu jednostaj-
nego, podane w pracach Terrell [92] i Papathanasiou [70]. Ich wyniki zawarte sa
w nastepujacym wniosku.

Whiosek 2.9. [C1]. Niech (X1, Xs) bedzie proba z populacji o rozktadzie absolutnie
ciggtym danym przez dystrybuante F' na (0,1), a Xq.0 @ Xoo oznaczajg statystyki
porzqdkowe. Warunek

1
OOU(XLQ, XQ:Q) = OOU(Q) (Xl;g, X2;2) = COU(PD)(XfQ, X§:2) = §U2X,

gdzie X7 = X1.0— EXy.9 1 X5 = Xoo— EXo.9, zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy
X ma rozktad jednostajny na (0, 1).
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[C2], [C3], [C4]. W pracy |C2] uogdlniono wynik charakteryzacyjny z [C1]
rozwazajac probe n-elementows.

Twierdzenie 2.17. [C2|. Niech (X, ..., X,) bedzie probg z populacji o rozkta-
dzie absolutnie cigglym danym przez dystrybuante F na (0,1) i X1, Xowm, ooy Xpm
oznaczajq statystyki porzgdkowe. Warunek

CO/U(XZ'”“ Xj:n) = COU(Q) (Xi:m Xj:n) = COU(PD)(X.O

©n X]('):n>7
zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy X ma rozktad potegowy.

Prace [C3] i [C4] podaja charakteryzacje rozktadéw prawdopodobieristwa w
terminach k-tych dolnych wartosci rekordowych (|C3]) oraz k-tych gornych warto-
sci rekordowych (|C4]).

W pracy [C3] podano charakteryzacje nastepujacych rozktadéw prawdopodo-
bieristwa:
i) ujemny rozktad wykladniczy

F(z) =" z<v; A\>0, vER. (21)

ii) ujemny rozktad Pareto

N
F(x):(g_Z), r<v; 08>0, v,0€ Rv<§. (22)

iii) odwrotny rozktad potegowy
r—

F(z) = (
@=(5—=
Twierdzenie 2.18. [C3|. Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozktadzie danym przez scisle rosngcq dystrybuante F' 1 funkcje

gestosci f. Niech Z8 5 78 dla m < n, oznaczajg k—te dolne wartosci rekordowe.
Oznaczmy przez Zr(,f’o) = Zr(,lf) — EZr(,Zf) l ZT(Lk’O) = Z,(lk) — EZflk). Warunek

0
), a<x<p;0>0 a,f€R a<f. (23)

COUQ(Z'r(L]ﬁO% Zr(ric’O)) = OOU(PD)(Z£k70)> qul:p)))

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy X ma:

i) ugemny rozktad wyktadniczy (21) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie),
it) ujemny rozktad Pareto (22) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie),

iii) odwrotny rozktad potegowy (23) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie) .
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W pracy [C4] podano charakteryzacje nastepujacych rozktadéw prawdopodo-
bienistwa:
i) rozklad wyktadniczy

Flz)=1—e?" 2>0; A>0, y€R. (24)

ii) rozktad Pareto

w0\
F($):1—( ) > 00, (1,0 € R+ 6> 0. (25)
x40
iii) rozktad potegowy
v—ux\°
F(x)zl—( ), p<zxr<v; >0, u,ve R u<w. (26)
v—p

Twierdzenie 2.19. [C4]. Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozktadzie danym przez scisle rosngcq dystrybuante F' 1 funkcje
gestosci f. Niech Vi v dlam < n, oznaczajq k—te wartosci rekordowe z (X,,).
Oznaczmy przez VO =y gy i v E0 = v — BY® . Warunek

Con (Y0, ¥E) = ConPP) (), Y150)

m

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy X ma:

i) rozktad wyktadniczy (24) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie),
it) rozktad Pareto (25) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie),

iii) rozktad potegowy (26) (zalezy od wartosci ¢ w dowodzie).
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[P1]. W pracy [P1] podano definicje k—tych dolnych czaséow rekordowych i
k—tych dolnych wartosci rekordowych. W terminach k—tych dolnych i k—tych
gérnych wartosci rekordowych wyprowadzono wzory na relacje rekurencyjne dla
momentéow brzegowych i tacznych rozktadu Gumbela i rozktadu wyktadniczego.

Otrzymane relacje pozwalaja wyrazi¢ momenty brzegowe k-tych wartosci re-
kordowych w terminach momentéw ekstremalnych statystyk porzadkowych.

Niech (X)) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym, a Y% oznacza k—ta goérna wartos¢ rekordowa ciagu

(Xn)-

Twierdzenie 3.1. Dian>1ir=0,1,...,

i1 r+1 (7" + 1)(1) n  p1 Pi—1
EYM™ =Bxii +) — SN N Exy,
=1 p1=2p2=2 p=2

gdzie (r + 1)U = (r+r(r—1) - ... (r =1+ 2).

Z wynikow podanych w [P1]| korzystano, miedzy innymi, w pracach [62],{59},
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[64],{60}, [91],{71}.

[P2]. Dla rozktadéw typu Pareto (rozklad Pareto, uogélniony rozktad Pareto i
rozktad Burra) podano wzory rekurencyjne na momenty brzegowe i taczne k—tych
gérnych wartosci rekordowych.

Ponadto praca zawiera twierdzenia charakteryzujace rozktady typu Pareto.

Rozwazmy rozktad Burra o funkcji gestosci
T—1

flz) = )\Tﬂ’\m,

x>0, >0, A>0,7>0. (27)
Twierdzenie 3.2. Zmienna losowa X ma rozktad Burra (27) wtedy i tylko wtedy,
gdy dlan > 2 i Nkt > 17+ 1,
T + 1) kT k T+1
pry®y = _B0HD pyw,  MT g (v5)
(¥27) Mer —(r+1)7 " +)\kT—(T—|—1) nt
Mohsin i Pilz (|67],{65}) wykorzystali wyniki pracy [P2| do charakteryzacji
rozktadu hipergeometrycznego.

[P3]. W pracy [P3| wyniki z pracy [P1], dotyczace rozktadu wyktadniczego, zo-
staly rozszerzone na przypadek rozktadu Weibulla. Otrzymano nastepujace twier-
dzenie charakteryzujace rozktad Weibulla.

Rozwazmy rozklad Weibulla o funkcji gestosci

flz) = ABz e x>0, B>0, A> 0. (28)

Twierdzenie 3.3. Zmienna losowa X ma rozktad Weibulla (28) wtedy i tylko

wtedy, gdy dlan > 1 s n

E(Y®) = —.

Wyniki pracy [P3| uogolniaja, miedzy innymi, rezultaty otrzymane przez Ba-
lakrishnana i Ahsanullaha w [16].

[P4]. W pracy [P4] podano twierdzenia charakteryzacyjne dla odwrotnego roz-
ktadu Weibulla oraz rozktadu uogoélnionych wartosci ekstremalnych w terminach
k-tych wartosci rekordowych.
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Rozwazmy odwrotny rozktad Weibulla o dystrybuancie
F(z) :e_(i)a, x>0; a>0,60>0. (29)

Twierdzenie 3.4. Zmienna losowa X ma odwrotny rozktad Weibulla (29) wtedy
i tylko wtedy, gdy dlan >2 i (n—1)a >r,

B (20 = <1 - (n—+)o¢) B(Z).

Modele zwiazane z rozkladem Weibulla wykorzystywane sa rowniez w mode-
lach fizycznych [43],{38}.

[P5]. W pracy [P5] podano wzory rekurencyjne na momenty brzegowe i taczne
k—tych dolnych wartosci rekordowych z odwrotnych rozktadéw typu Pareto (od-
wrotny rozktad Pareto, odwrotny uogélniony rozktad Pareto i odwrotny rozktad
Burra). Wzory te wykorzystano w twierdzeniach charakteryzujacych rozktady
prawdopodobienstwa.

Rozwazmy odwrotny rozktad Pareto o dystrybuancie

F(z) = (%) 2 €(0,8); a>0,6>0. (30)
Twierdzenie 3.5. Zmienna losowa X ma odwrotny rozktad Pareto (30) wtedy i

tylko wtedy, gdy dla n > 2,

r k r
E(z0) = -2 (2, .
( n ) ak +r n—1
[P6]. W pracy [P6] podano wzory rekurencyjne na momenty brzegowe i taczne
gornych uogoélnionych statystyk porzadkowych z rozktadéw typu Pareto.

Niech (X)) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie Burra (27), a X(r,n,m, k) oznacza gorng uogélniona statystyke po-
rzadkowa ciagu (X,,).

Twierdzenie 3.6. Dia kkn e NN me Z1<r<niij=0,12,.., takich, ze
AT > T+ 1,

BT +J)

Ay ,
. i ~EX7H(r—1,n,m, k).
AT = (T 4 )

EXT+j(7“,n,m,k) = m

EXI(r,n,m, k)+
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Wyniki tej pracy rozszerzaja twierdzenia Balakrishnana i Ahsanullaha (|15])
dla wartosci rekordowych na przypadek uogélnionych statystyk porzadkowych.

[P7]. W pracy [P7] wprowadzono model dolnych uogoélnionych statystyk po-
rzadkowych podany w czedci 2.3c. rozprawy habilitacyjnej. Powyzszy model zo-
stal nastepnie zastosowany do wyznaczenia relacji rekurencyjnych na momenty
brzegowe i taczne dolnych uogélnionych statystyk porzadkowych dla odwrotnego
rozktadu Weibulla.

Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o odwrotnym roz-
ktadzie Weibulla (29), a Z(r,n, m, k) oznacza dolna uogélniona statystyke porzad-
kowa ciagu (X,,).

Twierdzenie 3.7. Diak,ne NN me Z1<r<nij=0,12,...,

b,

EZj+a+1(r,n,m, k’) = —
Jj+1

[EXj+1(r —1,n,m, k) — EX7*(r,n,m, k)] )

[P8]. W pracy [P8|, korzystajac z danych dotyczacych ubezpieczenn zdro-
wotnych i samochodowych MACIF (towarzystwo ubezpieczeniowe), zastosowa-
tem uogoélnione modele liniowe do wyznaczenia prawdopodobienstwa wystapienia
szkody jako pewnej funkcji liniowej kombinacji zmiennych objasniajacych (wiek,
zawod, pleé, ...).

[P9]. Tematem pracy [P9] jest analiza szkoéd komunikacyjnych w SMACL
(towarzystwo ubezpieczeniowe). Zaprezentowane metody statystyczne pozwalaja
wyroznié gtowne sktadniki ryzyka i oszacowaé koszty ubezpieczenia.

4 Dzialalnos$é naukowa.

4.1 Spis publikacji naukowych.

[Al]. Pawlas, P., Szynal, D. (2003). On characterizations of distributions
in terms of lower generalized order statistics, Journal of Statistical Theory and
Applications, 2(3, 4), 215-222.

[A2]. Pawlas, P., Rychlik, T., Szynal, D. (2003). On a characterization of
distributions by expectations of transformed generalized order statistics, Demon-
stratio Math. 36(1), 239-245.
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[B1]. Pawlas, P., Malinowska, I., Szynal, D. (2005). Estimation of the parame-
ters of Gumbel and Burr distributions in terms of k-th record values, Applicationes
Mathematicae, 32(4), 375-393.

[B2|. Pawlas, P., Malinowska, 1., Szynal, D. (2006). Estimation of location and
scale parameters for the Burr XII distribution using generalized order statistics,
Linear Algebra and its Applications, 417, 150-162.

[C1]. Pawlas, P., Szynal, D. (2012). On a new measure of dependence and its
applications, Demonstratio Math. XLV(2), 243-256.

[C2]. Pawlas, P., Szynal, D. (2015). On a characterization of a power distribu-
tion, Demonstratio Math. XLVIII(1), 100-106.

[C3]. Pawlas, P. (2016). Characterization of distributions based on k-th lower
record values, Far East Journal of Theoretical Statistics, 52(2), 139-148.

[C4]. Pawlas, P., Szynal, D. (2016). Characterization of distributions via k-th
upper record values, Far East Journal of Theoretical Statistics, 52(3), 149-157.

[P1]. Pawlas, P., Szynal, D. (1998). Relations for single and product moments
of k-th record values from exponential and Gumbel distributions. J. Appl. Statist.
Sci., 7(1), 53-61.

[P2]. Pawlas, P., Szynal, D. (1999). Recurrence relations for single and pro-
duct moments of k-th record values from Pareto, generalized Pareto and Burr
distributions. Commun. Statist. - Theory Meth., 28(7), 1699-1709.

[P3]. Pawlas, P., Szynal, D. (2000). Recurrence relations for single and product
moments of k-th record values from Weibull distributions, and a characterization.
J. Appl. Statist. Sci., 10(1), 17-26.

[P4]. Pawlas, P., Szynal, D. (2000). Characterizations of the inverse Weibull
distribution and generalized extreme value distributions by moments of k-th record
values. Appl. Math., 27(2), 197-202.

[P5]. Pawlas, P., Szynal, D. (2000). Recurrence relations for single and product
moments of k-th lower record values from the inverse distributions of Pareto’s type
and characterizations. Discussiones Math., 20, 223-231.

|[P6]. Pawlas, P., Szynal, D. (2001). Recurrence relations for single and product
moments of generalized order statistics from Pareto, generalized Pareto and Burr
distributions. Commun. Statist. - Theory Meth., 30(4), 739-746.

[P7]. Pawlas, P., Szynal, D. (2001). Recurrence relations for single and product
moments of lower generalized order statistics from the inverse Weibull distribution.
Demonstratio Math. 34(2), 353-358.

[P8]. Pawlas, P. (2006). Etude de la sinistralité Auto, MVP et RPFA &
la MACIF IDF. L’Institut des Risques Industriels, Assurantiels et Financiers de
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I"Université de Poitiers.

[P9]. Pawlas, P. (2007). Modelisation statistique appliqué a la prévention des

risques. L’Institut des Risques Industriels, Assurantiels et Financiers de I’'Université

de Poitiers.

4.2

1.

2.

4.3

Recenzje publikacji czasopiSmienniczych.
Applicationes Mathematicae (3 artykuty).

Communication in Statistics - Theory and Methods (1 artykut).

. Demonstratio Mathematica (1 artykut).

Extreme (1 artykut).

Journal of Statistical Research of Iran (1 artykut).

. Metrika (1 artykul).

Metron (2 artykuty).

Udzial w konferencjach naukowych.

Referaty i uczestnictwo w krajowych i zagranicznych konferencjach naukowych

dotyczacych zastosowan probabilistyki w tym:

1.

XXVI Ogolnopolska Konferencja Naukowo-Szkoleniowa Zastosowari Mate-
matyki w Zakopanem—Koscielisku (1997). Temat referatu: O momentach
gérnych i dolnych k-tych warto$ci rekordowych rozktadu wyktadniczego i
Gumbela.

. XXIII Krajowa Konferencja ,Statystyka Matematyczna- Wista 977 (1997).

Temat referatu: O momentach k-tych gérnych wartosci rekordowych z roz-
ktadow typu Pareto.

.V Konferencja z probabilistyki w Poraju (1998). Temat referatu: O momen-

tach k-tych gérnych wartosci rekordowych z rozktadow ciaglych.
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10.

4.4

XXVII Ogolnopolska Konferencja Naukowo-Szkoleniowa Zastosowann Mate-
matyki w Zakopanem—Koscielisku (1998). Temat referatu: Wzory reku-
rencyjne na momenty k-tych wartosci rekordowych rozktadéow typu Burra
i Frécheta i ich zastosowania.

. XXVIII Ogolnopolska Konferencja Naukowo-Szkoleniowa Zastosowan Mate-

matyki w Zakopanem—Koscielisku (1999). Temat referatu: O momentach
k-tych dolnych wartosci rekordowych z odwrotnych rozktadéw typu Pareto.

. VIII Konferencja z Probabilistyki Bedlewo (2004). Temat referatu: Estyma-

cja parametrow rozktadéow prawdopodobieristwa w terminach k-tych wartosci
rekordowych.

Miedzynarodowa Konferencja Probabilistyczna IMPAN Warszawa (2003).
Ordered Statistical Data: Approximations, Bounds and Characterizations.
Temat referatu: Characterizations of probability distributions in terms of
moments k—th record values and generalized order statistics.

. Risk Theory and Related Topics - EMS School in Applied Mathematic (2008),

Bedlewo.

. XLI Ogolnopolska Konferencja Naukowo-Szkoleniowa Zastosowann Matema-

tyki w Zakopanem-Koscielisku (2012).

Zagadnienia aktuarialne - teoria i praktyka, IM PAN, SGH Warszawa (2012).

Udzial w stazach naukowych.

1. Instytut Matematyczny, Polska Akademia Nauk, Warszawa, staz od 1 paz-

dziernika 2001 do 30 wrzesnia 2002. Wyniki odbytego stazu sa opublikowane w
pracy:

[A2]. Pawlas, P., Rychlik, T., Szynal, D. (2003). On a characterization of
distributions by expectations of transformed generalized order statistics, Demon-
stratio Math. 26(1), 239-245.

2. L’Institut des Risques Industriels Assurantiels et Financiers w Niort, Univer-
sité de Poitiers, Francja, staz od 1 pazdziernika 2005 do 30 kwietnia 2006. Wyniki
stazu zawiera praca:
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[P8]. Etude de la sinistralité Auto, MVP et RPFA & la MACIF IDF (2006).

3. L’Institut des Risques Industriels Assurantiels et Financiers w Niort, Univer-
sité de Poitiers, Francja, staz od 1 pazdziernika 2006 do 30 kwietnia 2007. Wyniki
stazu zawiera praca:

[P9]. Modélisation statistique appliqué a la prévention des risques (2007).

Po odbyciu stazu naukowego na Uniwersytecie w Poitiers otrzymatem dyplom
,Master Sciences et Technologies”.

5 Dzialalnosé dydaktyczna.

5.1 Zajecia dydaktyczne.

1. Wyktady dla studentéw studiow dziennych i zaocznych I i II stopnia na
kierunku matematyka: rachunek prawdopodobienistwa, matematyczne podstawy
ubezpieczen zyciowych, teoria ryzyka, matematyka finansowa, gry i funkcje decy-
zyjne, metody stochastyczne w finansach, dyskretne procesy stochastyczne.

2. Konwersatoria, ¢wiczenia i laboratoria przedmiotéw matematycznych: ra-
chunek prawdopodobienstwa, matematyczne podstawy ubezpieczen zyciowych, teo-
ria ryzyka, matematyka finansowa, gry i funkcje decyzyjne, metody stochastyczne
w finansach, dyskretne procesy stochastyczne, teoria miary.

3. Pomoce dydaktyczne dla studentéw Instytutu Matematyki na Platformie
Wirtualny Kampus UMCS (wyktady i skrypty).

5.2 Funkcje promotorskie i organizacyjne.

1. Pemienie funkcji promotora:
i) prac magisterskich (25),
ii) prac licencjackich (28),

iii) prac dyplomowych (15).
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2. Pelnienie funkcji opiekuna roku w Instytucie Matematyki (3 razy).

3. Organizacja Miedzynarodowej Konferencji Probabilistycznej w Nateczowie:

XX International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models, Lublin-
Nateczow, 5-11 September, 1999.

6 Bibliografia Autoreferatu.

1]
2]
13l

110]
11)
12)
13]

[14]

[15]

Aboeleneen, Z. A. (2010). Inference for Weibull distribution under generalized order
statistics. Mathematics and Computers in Simulation 81, 26-36.

Ahsanullah, M. (1976). On a characterization of the exponential distribution by order
statistics. J. Appl. Prob. 13, 818-822.

Ahsanullah, M. (1978). A characterization of the exponential distribution by spacings. J.
Appl. Prob. 15, 650-653.

Ahsanullah, M. (1979). Characterization of the exponential distribution by record values.
Sankhya B, Vol. 41, 116-121.

Ahsanullah, M. (1980). Linear prediction of record values for the two parameter exponential
distribution. Ann. Inst. Statist. Math, 32, 363-368.

Ahsanullah, M. (1995). Record Statistics. Oxford Clarendon Press Commack, New York.
Ahsanullah, M., Habibullah, M. (2000). Estimators of parameters of Pareto distribution by
generalized order statistics. Commun.Statist.- Theory Meth., 29 (7), 1597-1609.
Ahsanullah, M. (2007). Some characterization of the power function distribution based on
lower generalized order statistics. Pakistan J. Statistist., 23, 139-146.

Ahsanullah, M., Nevzorov, V. P.; and Shakil, M. (2013). An Introduction to Order
Statistics. Paris, France: Atlantis Press.

Ali Mousa, M. A., Jaheen, Z. F., and Ahmed, A. A. (2002). Bayesian estimation, prediction
and characterization for the Gumbel model based on records. Statistics 36, 65-74.

Arnold, B. C., Balakrishnan, N., Nagaraja, H. N. (1992). A First Course in Order Statistics
(Wiley Series in Probability and Statistics). Wiley, New York.

Arnold, B. C., Balakrishnan, N. and Nagaraja, H. N. (1998). Records. John Wiley, New
York.

Arnold, B. C. and Brockett, P. L. (1988). Variance bounds using a theorem of Polya.
Statistics and Probability Letters 6, 321-238.

Athar, H. and Faizan, M. (2011). Moments of Lower generalized Order Statistics from
Power Function Distribution and its Characterization. International Journal of Statistical
Sciences, Vol. 11, 125-134.

Balakrishan, N., Ahsanullah, M. (1994). Recwrrence relations for single and product
moments of record values from generalized Pareto distribution. Commun. Statist. Theory
Meth., 23 (10), 2841-2852.

38



[16]
[17]
(18]

[19]

[20]

21]

22]
23]
[24]
25|
126]
j27]
28]
129]
130
131]
132]
133
134

[35]

[36]

Balakrishan, N., Ahsanullah, M. (1995). Recwrrence relations for single and product
moments of record values from exponential distribution. J. Appl. Statist. Sc., 2(1) , 73-87.
Balakrishnan, N., and Aggarwala, R. (2000). Progressive Censoring: Theory, Methods, and
Applications. Boston.

Balakrishnan, N., and Chin-Diew, L. (2009). Continuous Bivariate Distributions. Second
Edition. Springer.

Bednarski, T., Ledwina, T. (1982). A note on the weak convergence of an estimator of

monotonic dependence function of two random variables. Math. Operationsforsch. Statist.,
Ser. Statistics 13, 555-560.

Behboodian, J. (1990). Examples of uncorrelated dependent random variables using a
bivariate mixture. Amer. Statist., Vol. 44, No. 3, 218.

Bieniek, M. and Szynal, D. (2000). Limiting distributions of differences and quotients of
successive k-th upper and lower record values. Probability and Mathematical Statistics,
Vol. 20, 189-202.

Bieniek, M. and Szynal, D. (2004). Characterizations based on k-th upper and lower record
values. Demonstratio Math., 37, No 2, 263-273.

Boas, R.P. (1954). Entire Functions. Academic Press, New York.

Bromek, T. and Pleszczyniska, E. (1991). Statistical Inference: Theory and Practice. PWN.
Burkschat, M. (2010). Linear estimators and predictors based on generalized order statistics
from generalized Pareto distributions. Commun. Statist.- Theory Meth., 39, 311-326.
Chandler, K.N. (1952). The distribution and frequency of record values. Journal of the
Royal Statistics Society, Series B, Vol. 14, No. 2, 220-228.

Chansoo, K. and Keunhee, H. (2014). Bayesian estimation of Rayleigh distribution based
on generalized order statistics. Applied Mathematical Sciences, Vol. 8, No. 150, 7475-7485.

David, H. A. (1970). Order Statistics, Ind edn, Wiley, New York.

David, H. A. (1981). Order Statistics, 2nd edn, Wiley, New York.

David H. A. and Nagaraja, H. N. (2003). Order Statistics, Third Edition. John Wiley, New
York.

Drouet-Mari, D and Kotz, S. (2001). Correlation and Dependence. London: Imperial
College Press.

Dziubdziela, W. and Kopocinski, B. (1976). Limiting properties of the k-th record value.
Applicationes Mathematicae, 15, 187-190.

Edgeworth, F. Y. (1893). Statistical correlation between social phenomena. J. R. Statist.
Soc., 56, 670-675.

Feller, W. (1966). An Introduction to Probability Theory and its Applications, Vol. II,
Wiley, New York.

Foster, F. G. and Stuart, A. (1954). Distribution free tests in time-series based on the
breaking of records. Journal of the Royal Statistical Society, Series B, Vol 16, 1-13.

Gajek, L. and Gather, U. (1989). Characterizations of the exponential distribution by failure
rate and moment properties of order statistics. Extreme value theory, Lecture Notes in
Statistics, Springer, 51, 114-124

39



37]
38
[39]

[40]

[41]
42]
[43]
[44]
[45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]
[52]
[53]

[54]

Galambos, J. (1978, 1987). The asymptotic Theory of Extreme Order Statistics, Wiley,
New York (1st ed), Kreiger, FL (2nd ed.).

Galton, F. (1902). The most suitable proportion between the values of first and second
prized. Biometrica, 1, 385-390.

Gupta, A.K. (1952). Estimation of the mean and standard deviation of a normal population
from a censored sample. Biometrica, 39, 260-273.

Hamedani, G. G., Javanshiri, Z., Maadooliat, M. and Yazdani, A. (2014). Remarks on
characterizations of Malinowska and Szynal. Applied Mathematics and Computation 246,
377-388.

Hartley, H. O. and David, H. A. (1954). Universal Bounds for Mean Range and Extreme
Observation Ann. Math. Statist. Volume 25, Number 1 , 85-99.

Hoeffding, W. (1940). Mastabinvariante Korrelations-Theorie. Schriften Math. Inst. Univ.
Berlin 5, 187-233.

Jankowic, B. (2013). Kinetic modeling of native Cassava starch thermo-oxidative degra-
dation using Weibull and Weibull-derived models. Wiley Online Library, University of
Belgrade, 41-57.

Kamps U, (1995). A concept of generalized order statistics. B.G. Teubner, Stuttgart.
Kamps, U., Cramer, E., and Burkschat, M. (2003). Dual generalized order statistics.
Metron, Vol 61, 13-26.

Khan, R. U. and Kumar, D. (2010). On moments of lower generalized order statistics from
exponentiated Pareto distribution and its characterization. Applied Mathematical Sciences,
Vol 4(55), 2711-2722.

Khan, R. U. and Kumar, D. (2011). Lower generalized order statistics from exponentiated
gamma distribution and its characterization. ProbStat Forum, Vol 4, 25-38.

Khan, R. U. and Kumar, D. (2011). Expectation identities of lower generalized order
statistics from generalized exponential distribution and a characterization. Mathematical
Methods of Statistics, Vol 20(2), 150-157.

Khwaja, S. K. (2014). Expectation of ordered random variates and related results.
Alighar-202002, (India).

Kotb, M. A, Marwa, M. and Newer, H. A. (2013). Recurrence relations for single and
product moments of lower generalized order statistics from general form of distributions
and its characterizations. International Journal of Pure and Applied Mathematics, Vol
87(2), 229-247.

Kowalczyk, T. and Pleszczynska, E. (1977). Monotonic dependence functions of bivariate
distributions. The Annals of Statistics, Vol. 5, No. 6, 1221-1227.

Kowalczyk, T. (1994). A unified Lorenz-type approach to divergence and dependence.
Dissertationes Mathematicae CCCXXXYV, Polska Akademia Nauk.

Krajka, A and Szynal, D. (1992). Nonparametric functional characteristics of dependence.
C.R.Acad. Sci.Paris, 315, Series I, pp. 1107-1112.

Krajka, A. and Szynal, D. (1994). On Q-covariance and its applications. Proceedings of
International Conference on Linear Statistical Inference LINSTAT’93, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 293-300, 1994.

40



[55]
[56]

[57]

[58]
[59]

[60]
[61]

(62]

(63]

[64]

(65]
[66]
[67]
[68]
(69]
[70]
[71]

[72]

(73]

[74]

Krug, J. and Jain, K. (2005). Breaking records in the evolutionary race, Physica A 358, 1-9.
Kumar, D. (2011). Recurrence relations for moments of k-th lower record values from
exponentiated log-logistic distribution and a characterization, International Journal of
Mathematical Archive-2, Vol 6, 813-819.

Kumar, D. (2013). Relations for marginal and joint moment generating functions of
extended type I generalized logistic distribution based on lower generalized order stati-
stics and characterization. Tamsui Oxford Journal of Inf. and Math. Science, 29(2), 219-238.
Kumar, D. (2014). Explicit Expressions for Moments of k-th lower record values from
J-Shaped Distribution and a characterization. Math. Sci. Lett, 3, No 3, 237-241.

Kumar, D. (2016). Ratio and inverse moments of Marshall-Olkin extended Burr type XII
distribution based on lower generalized order statistics. Journal of Data Science 14, 53-66.

Lin, G. D. (1986). On a moment problem. Téhoku Math. J. 38, 595-598.

Llyod, E. H. (1952). Least Squares estimation of location and scale parameters using order
statistics. Biometrika, 39, 88-95.

Malinowska, I., Szynal, D. (2008). On characterization of certain distributions of k-th lower

(upper) record values. Applied Mathematics and Computation, 202, 338-347.
Mardia, K. V., Thomson, J. W. (1971). Unified treatment of moments-formulae. Sankhya

A 33, 121-132.

Minimol, S., Yageen, P. T. (2014). On characterization of Gompertz distribution by
properties of generalized record values. Journal of Statistical Theory and Applications, Vol.
13. No. 1, 38-45.

Moldovanu, B. and Sela, A. (2001). The Optimal Allocation of Prizes in Contests. The
American Economic Review, Vol. 91, No. 3, 542-558.

Moriguti, S. (1951). Extremal properties of extreme value distributions. Ann. Math. Statist.
22, 523-536.

Mohsin, M., Pilz, J. (2013). A recurrence relation of hypergeometric series through record
statistics and characterization. Appl. Math. Inf. Sci. 7, No. 4, 1307-1310.

Nagaraja, H. N. (1978). On the Expected Values of Record Values. Austral. J. Statist. 20,
176-182.

Nelsen, R. B. (1991). Copulas and associations. Kluwert Academic Publishers, Dodrecht.
North-Holland, Amsterdam, pp. 515-570.

Papathanasiau, V. (1990). Some characterization of distributions based on order statistics.
Statistics & Probability Letters 9, 145-147.

Pawlas, P., Szynal, D. (1998). Relations for single and product moments of kth record
values from exponential and Gumbel distributions, J. Appl. Statist. Science 7, 53-61.
Pawlas, P., Szynal, D. (2001). Recurrence relations for single and product moments of lower
generalized order statistics from the inverse Weibull distribution. Demonstratio Math.
34(2), 353-358.

Pawlas, P., Szynal, D. (2003). On characterizations of distributions in terms of lower
generalized order statistics. Journal of Statistical Theory and Applications, 2(3, 4), 215-222.
Pawlas, P., Rychlik, T., Szynal, D. (2003). On a characterization of distributions by
expectations of transformed generalized order statistics. Demonstratio Math., 36(1),
239-245.

41



[75]

[76]

[77]
(78]
[79]
(80]

(81]
(82]

[83]
(84]
[85]
[86]
(87]

(83]

(89]

90]
[91]
[92]
93]

[94]

Pawlas, P., Malinowska, 1., Szynal, D. (2005). Estimation of the parameters of Gumbel
and Burr distributions in terms of k-th record values, Applicationes Mathematicae, 32(4),
375-393.

Pawlas, P., Malinowska, I., Szynal, D. (2006). Estimation of location and scale parameters
for the Burr XII distribution using generalized order statistics. Linear Algebra and its
Applications, 417, 150-162.

Pawlas, P., Szynal, D. (2012). On a new measure of dependence and its applications.
Demonstratio Math. XIV(2), 243-256.

Pawlas, P., Szynal, D. (2015). On a characterization of a power distribution. Demonstratio
Math. 48(1), 100-106.

Pawlas, P. (2016). Characterization of distributions based on k-th lower record values. Far
East Journal of Theoretical Statistics, 52(2), 139-148.

Pawlas, P., Szynal, D. (2016). Characterization of distributions via k-th upper record
values. Far East Journal of Theoretical Statistics, 52(3), 149-157.

Pearson, K. (1902). Note on Francis Galton’s difference problem. Biometrica, 1, 390-399.

Plackett, R. L. (1947). Limits of the ratio of mean range to standard deviation. Biometrika,
34, 120-122.

Puri, P. S. and Rubin, H. (1970). A characterization based on absolute differences of two
i.i.d. random variables. Ann. Math. Statist., 41, 2113-2122.

Rényi, A. (1959). Of measures of dependence. Acta Mathematica Academiae Scientarium
Hungaricae, 10, 441-451.

Resnick, S. I. (1973). Record values and related statistics. Ann. Probab. 2, 650- 662.
Rinne, H. (2006). The Weibull Distribution, Chapman and Hall/CRC.

Rodgers, J. L. and Nicewander, W. A. (1988). Thirteen ways to look at the correlation
coefficient. Amer. Statist., 42, 59-66.

Sibani, P. (2007). Linear response in aging glassy systems, intermittency and the Poisson
statistics of record fluctuations. Eur. Phys. J. B. 58(4), 438—491.

Swanepoel, J. W. H Graan, F. C. (2002). Goodness-of-fit tests based on estimated
expectations of probability integral transformed order statistics. Ann. Inst. Statist. Math.
54, No. 3, 531-542.

Székeli, G. J. and Moéri, T. F. (1985). An extremal property of rectangular distributions.
Statistics and Probability Letters 3, 107-109.

Tavangar, M., Asadi, M. (2011). Some results on conditional expectations of lower record
values. Statistics, Vol. 45, No. 3, 237-255.

Terrell, G. R. (1983). A characterization of rectangular distributions. Ann. of Prob. Vol.
11, No. 3, 823-826.

Wergen, G. and Krug, J. (2010). Record-breaking temperatures reveal a warming climate.
Europhys, Lett. 92, 30008 (6pp.)

Wergen, G., Bogner, M. and Krug, J. (2011). Record statistics for biased random walks,
with an application to financial data, Phys. Rev. E 83, 051109 (6pp.).

42



[95] Zoraghi, N., Abbasai, B., Seyed, T. A. N. and Mechrzad, A. (2012). Estimating the four
parameters of the Burr III distribution using a hybrid method of variable neighborhood
search and iterated local search algorithms. Applied Mathematics and Computation 218,
9664-9675.

7 Bibliografia prac cytujacych wyniki rozprawy habilita-
cyjnej i dorobku naukowego.

Ksiagzki:

{1}. Ahsanullah, M. (2004). Record Values-Theory and Applications. University Press of
America.

{2}. Ahsanullah, M.; Hamedani, G. G. (2010). Exponential Distribution: Theory and Methods.
Book Series: Mathematics Research Developments.

{3}. Ahsanullah, M., Nevzorov, V. P., and Shakil, M. (2013). An Introduction to Order Stati-
stics. Paris, France: Atlantis Press.

{4}. Ahsanullah, M., and V. B. Nevzorov (2015). Records via Probability Theory. Springer,
Atlantis Press.

{5}. Rinne, H. (2006). The Weibull Distribution. Chapman and Hall/CRC.

Czasopisma z bazy JRC:

{6}. Abd El-Baset, A. Ahmad. (2012). Joint Moment Generating Functions of Nonadjacent
Dual Generalized Order Statistics from Reflected Generalized Pareto Distributions. Commun.
Statist.- Theory Meth., Vol. 41, No. 15, 2762-2772.

{7}. Aboeleneen, Z. A. (2010). Inference for Weibull distribution under generalized order stati-
stics. Mathematics and Computers in Simulation, Vol. 81, No. 1, 26-36.

{8}. Ahmad, Abd El-Baset A. (2008). Single and product moments of generalized order sta-
tistics from linear exponential distribution. Commun. Statist.- Theory Meth., Vol. 37, No. 8,
1162-1172.

{9}. Ahmad, Abd EL-Baset A. (2011). On Bayesian interval prediction of future generalized-
order statistics using doubly censoring. Statistics, Vol. 45, No. 5, 413-425.

{10}. Ateya, Saieed F., Ahmad, Abd El-Baset A. (2013). Inferences based on generalized order
statistics under truncated Type I generalized logistic distribution. Statistics, Vol. 47, No. 1,
141-155.

{11}. Ateya, Saieed F. (2013). Estimation under modified Weibull distribution based on right
censored generalized order statistics. Journal of Applied Statistics, Vol. 40, No. 12, 2720-2734.
{12}. Burkschat, M. (2010). Linear estimators and predictors based on generalized order stati-
stics from generalized Pareto distributions. Commun. Statist.- Theory Meth., 39, 311-326.
{13}. Karimi, Z., Madadi, M., Rezapour, M. (2015). Non-linear Bayesian prediction of ge-
neralized order statistics for liftime models. International Journal of Nonlinear Analysis and
Applications, Vol. 6, No. 1, 153-162.

{14}. Khan, A. H. and Khan, M. J. S. (2012). On ratio and inverse moment of generalized order

43



statistics from Burr distribution. Pakistan Journal of Statistics, Vol. 28, No. 1, 59-68.

{15}. Kumar, D. (2015). Exact moments of generalized order statistics from type II exponen-
tiated log-logistic distribution, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, Vol. 44 (3),
715-733.

{16}. Minimol, S., Thomas, P. Yageen. (2013). On some properties of Makeham distribution
using generalized record values and its characterization. Brazilian Journal of Probability and
Statistics, Vol. 27, No. 4, 487-501.

{17}. Mohsin, Muhammad; Pilz, Juergen. (2013). A Recurrence Relation of Hypergeometric
Series Through Record Statistics and a Characterization. Applied Mathematics and Information
Science, Vol. 7, No. 4, 1307-1310.

{18}. Nadarajah, S. (2010). Explicit expressions for moments of Pareto order statistics. Quan-
titative Finance, Vol. 10, No. 6, 585-589.

{19}. Zoraghi, N., Abbasai, B., Seyed, T. and Mechrzad, A. (2012). Estmating the four para-
meters of the Burr III distribution using a hybrid method of variable neighborhood search and
iterated local search algorithms. Applied Mathematics and Computation 218, 9664-9675.

Czasopisama spoza bazy JRC:

{20}. Abushal, T. (2013). On Bayesian prediction of future median generalized order stati-
stics using doubly censored data from type-I generalized logistic model. Journal of Statistical
and Econometric Methods, Vol.2, No.1, 61-79.

{21}. Ahsanullah, M. (2004). A characterization of the uniform distribution by dual generalized
order statistics. Communications in Statistics - Theory and Methods, Vol. 33, 2921-2928.

{22}. Ahsanullah, M. (2007). Some characterization of the power function distribution based on
lower generalized order statistics. Pakistan J. Statistics, 23, 139-146.

{23}. Akhter, Z., Athar, H. (2015). On characterization of probability distributions through
conditional expectation of generalized and dual generalized order statistics. Pakistan Journal of
Statistics, Vol. 31, No. 2, 159-170.

{24}. Ali Mousa, M. A., Jaheen, Z. F., and Ahmed, A. A. (2002). Bayesian estimation, predic-
tion and characterization for the Gumbel model based on records. Statistics, 36, 65-74.

{25}. Athar, H. and Faizan, M. (2011). Moments of Lower generalized Order Statistics from
Power Function Distribution and its Characterization. International Journal of Statistical Scien-
ces, Vol. 11, 125-134.

{26}. Bieniek, M. and Szynal, D. (2000). Limiting distributions of differences and quotients of
successive k-th upper and lower record values. Probability and Mathematical Statistics, Vol. 20,
189-202.

{27}. Bieniek, M. and Szynal, D. (2002). Recurrence Relations for Distribution Functions and
Moments of kth Record Values. Journal of Mathematical Sciences, Vol. 111, No. 3, 3511-3519.

{28}. Bieniek, M. and Szynal, D. (2004). Characterizations based on k-th upper and lower
record values. Demonstratio Math., 37, No 2, 263-273.

{29}. Bieniek, M. and Szynal, D. (2007). On k-th record times, record values and their moments.
Journal of Statistical Planning and Inference, Vol. 137, No 1, 12-22.

{30}. Blas, B., Russ, K. (2010). Understanding Markups in the open economy under Bertrand
competition. NBER WORKING PAPER SERIES, 1-50.

44



{31}. Chansoo, K. and Keunhee, H. (2014). Bayesian estimation of Rayleigh distribution based
on generalized order statistics. Applied Mathematical Sciences, Vol. 8, No. 150, 7475 - 7485.
{32}. Eldesoky, E. (2008). Recurrence relations for inverse and ratio moments of generalized
order statistics from doubly truncated. Statistica, 68, 365-374.

{33}. El-Din, M. M., Amein, M. M. (2015). Residual and Past Entropy for Concomitants of
Ordered Random Variables of Morgenstern Family. Journal of Probability and Statistics, Vol.
2015, 6 pages.

{34}. Ellah, A. H., Ahmad, A. and Fawzy, M. A. (2009). Recurrence relations for moment gene-
rating functions of generalized order statistics based on doubly truncated class of distributions.
J. Statist. Res. Iran, 6, 209-230.

{35}. Elshahat, M. A. T., Ismail, A. E. (2014). Quasi-likelihood estimation for inverse Weibull
distribution. International Journal of Mathematics and Statistics Studies, Vol.2, No.2, pp. 54-
63.

{36}. Nassar, M. M. A., Fotouh, S. (2011). Estimation for the Parameters of the Weibull Exten-
sion Model Based on Generalized Order Statistics. Int. J. Contemp. Math. Sciences, Vol. 6,
No. 36, 1749 - 1760.

{37}. Jabeen, R., Azaz Ahmad, A. Feroze, N. and Gilan, G. (2013). Estimation of Location
and Scale Parameters of Weibull Distribution Using Generalized Order Statistics under Type II
Singly and Doubly Censored Data. International Journal of Advanced Science and Technology,
Vol. 55, 67-80.

{38}. Jankowic, B. (2013). Kinetic modeling of native Cassava starch thermo-oxidative degra-
dation using Weibull and Weibull-derived models. Wiley Online Library, University of Belgrade,
41-57.

{39}. Khan, R. U., and Kumar, D. (2010). On moments of lower generalized order statistics from
exponentiated Pareto distribution and its characterization. Applied Mathematical Sciences, Vol
4(55), 2711-2722.

{40}. Khan, R. U., and Kumar, D. (2011). Lower generalized order statistics from exponentiated
gamma distribution and its characterization. ProbStat Forum, Vol 4, 25-38.

{41}. Khan, R. U., and Kumar, D. (2011). Expectation identities of lower generalized order sta-
tistics from generalized exponential distribution and a characterization. Mathematical Methods
of Statistics, Vol 20(2), 150-157.

{42}. Khan, R. U.; and Khan, M. A. (2015). Dual generalized order statistics from family of
J-shaped distribution and its characterization. Journal of King Saud University - Science, 27,
285-291.

{43}. Kotb, M. S. (2013). Bayesian inference and prediction for modified Weibull distribution
under generalized order statistics. Journal of Statistics and Management Systems, Vol. 17, No.
5-6, 547-578.

{44}. Kotb, M. A, Marwa, M. and Newer, H. A. (2013). Recurrence relations for single and
product moments of lower generalized order statistics from general form of distributions and its
characterizations. International Journal of Pure and Applied Mathematics, Vol 87(2), 229-247.
{45}. Kozan, A., Tanil, H. (2013). Bottom-k-Lists. Journal of the Turkish Statistical Associa-
tion, Vol. 6, No. 2, 73-79.

{46}. Kumar, D. (2011). Recurrence relations for moments of k-th lower record values from
exponentiated log-logistic distribution and a characterization. International Journal of Mathe-

45



matical Archive-2, Vol 6, 813-819.

{47}. Kumar, D. (2013) Recurrence relations for marginal and joint moment generating func-
tions of generalized logistic distribution based on lower k record values and its characterization.
ProbStat Forum, Vol. 5, 47-53.

{48}. Kumar, D. (2013). Relations for marginal and joint moment generating functions of
extended type I generalized logistic distribution based on lower generalized order statistics and
characterization. Tamsui Oxford Journal of Inf. and Math. Science 29(2), 219-238.

{49}. Kumar, D. (2013). Moment generating functions of lower generalized order statistics from
generalized logistic distribution and its characterization. Pacific Journal of Applied Mathema-
tics, Vol.5, 29-44.

{50}. Kumar, D., Kulshrestha, A. (2013). Expectation Identities of Upper Record Values from
Generalized Pareto Distribution and a Characterization. Journal of Statistics Applications and
Probability, Vol. 2, No. 2, 115-121.

{51}. Kumar, D. (2014). Explicit Expressions for Moments of k-th lower record values from
J-Shaped Distribution and a characterization. Math. Sci. Lett, 3, No 3, 237-241.

{52}. Kumar, D. (2014). On relations for the moments generating functions from the extended
type II generalized logistic distribution based on k-th upper record values and a characterization.
Jordan Journal of Mathematics and Statistics (JJMS) Vol. 7, No. 4, 257-271.

{53}. Kumar, D. (2015). On the quotient moment of lower generalized order statistics and
characterization. JAMSI, Vol. 11, No. 1, 73-89.

{54}. Kumar, D., Jain, N. (2015). The Type I Generalized Half-Logistic Distribution Based on
Upper Record Values. Journal of Probability and Statistics, Vol. 2015, 11 pages.

{55}. Kumar, D. (2016). Ratio and inverse moments of Marshall-Olkin extended Burr type XII
distribution based on lower generalized order statistics. Journal of Data Science 14, 53-66.
{56}. Khwaja, S. K. (2014). Expectation of ordered random variates and related results. Alighar-
202002, (India).

{57}. Mahmoud, M. A., Ghazal, G. M. (2012). Characterization of exponential family of distri-
bution based on recurrence relations for generalized order statistics. J. Math. Comput. Sci. Vol.
2, No. 6, 1894-1908.

{58}. Malinowska, I., Morris, K. W., Szynal, D. (2004). On Dual Characterizations of Continu-
ous Distributions in Terms of Expected Values of Two Functions of Order Statistics and Record
Values. Journal of Mathematical Sciences, Vol. 121, No.5, 2664-2673.

{59}. Malinowska, I., Szynal, D. (2008). On characterization of certain distributions of k-th
lower (upper) record values, Applied Mathematics and Computation 202, 338-347.

{60}. Minimol, S., Yageen, P. T. (2014). On characterization of Gompertz distribution by pro-
perties of generalized record values. Journal of Statistical Theory and Applications, Vol. 13. No.
1, 38-45.

{61}. Moghadam, M. S., Yaghmaei, F. (2012). Inference for Lomax Distribution under Genera-
lized Order Statistics. Applied Mathematical Sciences, Vol. 6, No. 105, 5241 - 5251.

{62}. Morris, K., Szynal, D. (2000). Goodness-of-fit tests based on characterizations of continu-
ous distributions. Applicationes Mathematicae, 27, 4, 475-488.

{63}. Morris, K., Szynal, D. (2005). Goodness-of-fit tests via record values. International Jour-
nal of Pure and Applied Mathematics, Vol. 23 No. 4, 491-554.

{64}. Morris, K., Szynal, D. (2008). Some U-Statistics in goodness-of-fit tests derived from

46



characterizations via record values. International Journal of Pure and Applied Mathematics,
Vol. 46 No. 4, 339-414.

{65}. Mohsin, M., Pilz, J. (2013). A recurrence relation of hypergeometric series through record
statistics and characterization. Appl. Math. Inf. Sci. 7, No. 4, 1307-1310.

{66}. Noor, F., Aslam, M. (2013). Bayesian inference of the inverse Weibull mixture distribution
using type-I censoring. Journal of Applied Statistic, Vol. 40, 1076-1089.

{67}. Saran, J., Pandey, A. (2005). Estimation of Parameters of A Two-Parameter Exponential
Distribution and Its Characterization by K - th Record Values. International Journal of Stati-
stical Sciences, Vol. 4, pp 1-12.

{68}. Saran, J., Puskharna, N., Tiwari, R. (2015). Moment Properties of Generalized Order
Statistics from Lindley Distribution. Journal of Statistics Applications and Probability, Vol. 4,
No. 3, 429-434.

{69}. Selim, M. and Salem, H. (2014). Recurrence Relations for Moments of k-th Upper Record
Values from Flexible Weibull Distribution and a Characterization. American Journal of Applied
Mathematics and Statistics, Vol. 2, No. 3, 168-171.

{70}. Tahmasebi, S., Jafari, A. (2015). Concomitants of Dual Generalized Order Statistics from
Morgenstern Type Bivariate Generalized Exponential Distribution. Journal of Statistical Theory
and Applications, Vol. 14, No. 1, 1-12.

{71}. Tavangar, M., Asadi, M. (2011). Some results on conditional expectations of lower record
values. Statistics, Vol. 45, No. 3, 237-255.

{72}. Yageen, T., Jerin, P. (2014). On generalized lower(k) record values from the Fréchet
distribution. J. Japan Statist. Soc., Vol. 44, No. 2, 157-178.

e A)
1) - /) /
Fiont Vaooles

47



