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Singularne sterowanie stochastyczne jest klasa probleméw, w ktérych mozna wplywacé na dryf
procesu Markowa, zwykle dyfuzji, ponoszac koszty proporcjonalne do wahania stosowanego
sterowania. Dopuszczalne funkcje sterowania nie muszg by¢ absolutnie ciagte wzgledem miary
Lebesgue’a i moga posiadac¢ skoki. Takie podejscie jest naturalne w wielu praktycznych proble-
mach, miedzy innymi matematyki finansowej (znajdowanie optymalnego portfela), teorii kolejek
czy sterowania statkami kosmicznymi.

Jednowymiarowe problemy singularnego sterowania stochastycznego sa obecnie dobrze znane.

W takim przypadku, jedli funkcja kosztow biezacych jest wypukta, optymalnie sterowany proces
staje si¢ dyfuzja, odbita od brzegu tak zwanego obszaru niedzialania D. Dla dyfuzji ze wspol-
czynnikami niezaleznymi od czasu i kosztami zdyskontowanymi, rozwazanej na nieskoficzonym
horyzoncie czasowym, D jest przedziatem, za$ funkcja wartosci nalezy do klasy funkeji cia-
glych wraz z druga pochodna. Zaréwno regularnosé C* funkcji wartoci, jak i charakteryzacja
optymalnie sterowanego procesu jako dyfuzji z odbiciem, maja miejsce takze w przypadku dwu-
wymiarowego ruchu Browna ([7]). W problemach wielowymiarowych znane sa jedynie czesciowe
rezultaty. Dla przyktadu, dla optymalnego sterowania ruchem Browna na nieskoriczonym hory-
zoncie czasowym zostata udowodniona regularnosé brzegu D, oprocz ,,punktéw naroznych” ([8])
oraz charakteryzacja optymalnego sterowania jako rozwigzania odpowiednio zmodyfikowanego
problemu Skorochoda ([4]).

W niniejszej pracy rozwazamy n-wymiarowy problem singularnego sterowania stochastycz-
nego na skonczonym horyzoncie czasowym, w ktérym proces stanu jest rozwiazaniem stocha-
stycznego réownania rézniczkowego ze wspéiczynnikami zaleznymi od czasu, funkeja kosztow
biezacych jest wypukla zas funkcje sterowania moga wplywaé na proces stanu pchajac go w do-
wolnym kierunku. Doktadniej, niech 7" > 0 bedzie ustalong liczba reprezentujaca horyzont
czasowy i niech W = (W}, ¢ > 0) bedzie standardowym n-wymiarowym ruchem Browna adap-
towanym do filtracji (F,t > 0) spetniajacej zwykle warunki, zdefiniowanej na zupehej prze-
strzeni prawdopodobiefistwa (€, F, P). Oznaczmy przez V zbiér wszystkich dopuszczalnych
sterowan v, ktére sa lewostronnie cigglymi, adaptowanymi do filtracji (F;,t € [0, T)) procesami
losowymi zdefiniowanymi na [0, 7] o wartosciach w R", posiadajacymi P-prawie pewnie ograni-
czone wahanie oraz takimi, ze vy = 0 P-prawie pewnie. Tak jak zwyczajowo przyjeto sie w teorii
singularnego sterowania stochastycznego, dla v € V piszemy v, = fot vVsdEs, gdzie = 1 dla
kazdego t € [0,77 i £ jest niemalejacym i lewostronnie ciagglym procesem.

Rozwazmy proces stanu opisany przez stochastyczne réwnanie catkowe

Y.

it

Yot (8) = o + /5 (a('r)ym(r) + b(r))dv‘ + / o(r)dW,_; +v(s —t), seltT],

Jt
gdzie t € [0,T] jest czasem poczatkowym, x € R™ jest poczatkowym stanem sterowanego
procesu, b: [0,T] = R"ia, 0 : [0,T] — M™*" sq w kolejnodci funkcja dryfu i funkcja kowariancji
sterowanego procesu. Dla kazdego sterowania v € V, definiujemy funkcjonat kosztéw
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gdzie f, a i ¢ sa odpowiednio funkcja kosztéw biezacych, czynnikiem dyskontujacym oraz
funkeja kosztéw ponoszonych za jednostke zuzytego ,paliwa”. Zakladamy wypuktosc f(x,t)
wzgledem x.

Naszym celem jest scharakteryzowanie optymalnego kosztu, tak zwanej funkeji wartodci

u(z,t) = inf{Jy(v) : v € V}.

Jesli powyzsze infimum jest osiggniete dla pewnego v* € V, méwimy, ze v* jest optymalnym
sterowaniem (dla danych ¢ i z).

W pierwszej czedci pracy dowodzimy oszacowan na funkcje wartosci u przy odpowiednich
zatozeniach. Dzigki tym oszacowaniom mozna wnioskowaé, ze funkcja warto$ci ma lokalnie
ograniczone uogolnione pochodne drugiego rzedu wzgledem argumentéw przestrzennych i pierw-
szego rzedu wzgledem argumentu czasowego. W konsekwencji, gradient Du funkcji wartosci
wzgledem argumentow przestrzennych jest ciagly w sensie Holdera tacznie wzgledem x i t. Te
wlasnosci sa niezbedne do rozwazania funkeji wartodci jako rozwiazania odpowiedniego rowna-
nia Hamiltona- Jacobiego-Bellmana

max {Au(.z t) — f(z,t) , |Du(z,t)| - C(fi)} == {]

w pewnym uogélnionym sensie. Tutaj A jest parabolicznym operatorem rézniczkowym danym
wzorem

Au(z,t) = — —B(t) o D*u(z,t) — (a(t);z: + b(z‘)) o Du(z,t) + a(t)u(z, t),
gdzie o oznacza iloczyn skalarny, odpowiednio, wektoréw lub macierzy, zas B(t) = o(t)o 7 (¢).
Idac dalej, wykazujemy istnienie i jednoznaczno$¢ optymalnego sterowania v*. Powyzsze wyniki
zostaly opublikowane w pracy [1].

Druga cze$¢ rozprawy poswiecona jest charakteryzacii optymalnego sterowania
n-wymiarowym ruchem Browna w przypadku parabolicznym jako jednoznacznego
rozwigzania  odpowiedniego problemu Skorochoda  dla  obszaru niedziatania
D = {(z,t) € R* x [0,T] : |Du(z,t)] < 1}, zmieniajacego sie w czasie. Definiujemy pole
wektorowe I'y(-) = —Du(-,t). Niech (xg,0) € D. Méwimy, ze proces v € V, v; = ]0[ Vsd€s, jest
rozwigzaniem zmodyfikowanego problemu Skorochoda dla ruchu Browna +2W, w zbiorze D.
startujacego z punktu zy, z kierunkiem odbicia I, jesli

(a) proces X; = zg + V2W, + v, spehia (X,,t) e Ddlat € [0, T] P-prawie pewnie,
(b) dla kazdego t € [0,T], & = jof I[( X, s) € 0D, 5 = Ts(X,)]dEs,

(c) z prawdopodobiefistwem 1, dla wszystkich ¢ € [0, 7], kazdy skok procesu X w czasie t
wystepuje na pewnym przedziale I C R" réwnolegtym do pola wektorowego I'; na I (tzn.
dla kazdego @ € I T'y(x) jest réwnolegty do I) oraz takiego, ze I x {t} € 9*DN(R" x {t}).
Jesli X; napotyka taki przedzial I, to wykonuje natychmiastowy skok na koniec tego
przedziatu w kierunku I', na I.

Tutaj 0*D oznacza fragment brzegu zbioru D, ktory jest brzegiem parabolicznym bez spodu”
Glowne twierdzenie niniejszej pracy orzeka, ze dla kazdego punktu startowego zo € R”
takiego, ze (z0,0) € D, optymalne sterowanie v* w rozwazalym przez nas problemie ]ost roz-
wiazaniem zmodyﬁkowan@go problemu Skorochoda dla ruchu Browna v/2W, w zbiorze D, star-
tujacego z punktu o, z kierunkiem odbicia I'. Wynik ten jest analogiczny do gltownego twier-
dzenia zawartego w pracy [4]. Rozwiazuje on, w rozwazanym przez nas przypadku, pochodzacy
z lat osiemdziesiatych ubiegtego wieku otwarty problem, dotyczacy struktury optymalnego sin-
gularnego sterowania stochastycznego.
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Problem Skorochoda dla obszaréw zaleznych od czasu byt rozwazany, miedzy innymi, w [2, 3,

5, 6]. W wymienionych pracach wystepuja restrykeyjne zalozenia dotyczace regularnosci brzegu
obszaru oraz kierunkéw odbicia niezbedne do zagwarantowania istnienia rozwiazania rozwaza-
nego problemu Skorochoda. W naszym przypadku, regularnosé brzegu obszaru niedziatania
Jest nieznana, za$ zalozenia dotyczace zbioru D sa ukryte w naturze problemu stochastycz-
nego sterowania singularnego. Dlatego uzywamy bezposredniego probabilistycznego podejscia,
podobnego do zastosowanego w pracy [4]. Problem paraboliczny jest jednak zdecydowanie trud-
niejszy niz problem eliptyczny rozwazany w [4], poniewaz zaréwno funkcja wartosci jak i obszar
niedzialania zmieniaja sie w czasie. Stwarza to powazne trudnosci, ktérych przezwyciezenie
stanowl istotna czes¢ niniejszej pracy.
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