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W nastepnych szesciu rozdziatach przedstawie omdéwienie wynikow powyzszych prac.

1. WSTEP

1.1. Uogdblnione statystyki porzadkowe. Model uogélnionych statystyk porzadko-
wych zostal zdefiniowany przez Kampsa [34, 35| w nastepujacy sposéb. Niech n € N,
m = (my,...,m,_1) € R k > 0, beda parametrami takimi, ze dla 1 < j < n —1

zachodza nier()wnoém
n—1

vj:k+n—j+2mi>0.
i=j
Mowimy, ze zmienne losowe Ufr), 1 < r < n sg uogdlnionymi statystykami porzadkowymi
z rozktadu jednostajnego, jezeli ich tgczng funkcjg gestosci prawdopodobienstwa jest

n—1
W g - k-1
fU vs (ula'-~7un)zcn—l (H(l_uz) Z> (1_un) )
i=1
dla0 <wu; <...<u, <1, gdzie
Go1=]]w 1<r<n (1.1)

Uogolnione statystyki porzadkowe z dowolnego rozktadu F sa okreslone przy pomocy
transformacji kwantylowej X" = p- (U*r)) < n, gdzie F~1 oznacza funkcje kwan-

tylowa rozktadu F zdefiniowang jako F~1(u) = sup{x eER: F(zx) <u}dlawue]|01l).
Cramer i Kamps [13] podali réwnowazng definicje uogdlnionych statystyk porzadkowych
z rozktadu jednostajnego przy uzyciu iloczynéw niezaleznych zmiennych losowych o od-
powiednich rozktadach beta.

Model uogélnionych statystyk porzadkowych zawiera wiele znanych modeli uporzadko-
wanych danych statystycznych, waznych ze wzgledu na ich praktyczne zastosowania. Po-
damy teraz kréotkie omowienie wybranych modeli, podkreslajac ich zastosowania zwtaszcza
w teorii niezawodno$ci.
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. Statystyki porzadkowe oznaczane przez Xi.,..., Xn., powstaja przez ustawienie
wartosci obserwacji w probie losowej (X7, ..., X,,) w porzadku niemalejacym. Ich roz-
liczne zastosowania we wnioskowaniu statystycznym sa opisane m.in. w monografiach [1]
oraz [23]. Jezeli obserwacje w probie Xi,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednakowym rozktadzie zadanym dystrybuanta F', to statystyki porzadkowe
X1, oy Xnm S8 uogélnionymi statystykami porzadkowymi z rozktadu F' z parametra-
mim; = 0 oraz k = 1, lub réwnowaznie v; = n—i+1, 1 < ¢ < n. W teorii niezawodnosci
r-ta statystyka porzadkowa X, stuzy do opisu czasu r-tej awarii w systemie ztozonym
z n sktadnikow. Moze byé¢ réwniez stosowana do modelowania czasu pracy systemu,
ktory funkcjonuje dopdki dziata jeszcze przynajmniej n —r + 1 elementéw (tzw. uktad
(n — r + 1)-sposér6d-n). Inne liczne zastosowania statystyk porzadkowych w teorii nie-
zawodnosci omoéwione sg np. w monografii Barlowa i Proschana [8].

. Statystyki porzadkowe progresywnie cenzurowane sg obserwowane w ekspery-
mentach dotyczacych dtugosci czasu pracy (lub czasu zycia, itp.). Na poczatku ekspery-
mentu mamy do dyspozycji IV obiektow oraz ustalamy liczbe n < N awarii, ktére chce-
my zaobserwowac. Nastepnie z powodéw ekonomicznych lub etycznych, dlar =1,...,n
po r-tej awarii w eksperymencie, usuwamy z niego z gory ustalong liczbe R, obiektow
sposrod tych, ktore jeszcze funkcjonuja. Oczywiscie liczby Ry, ..., R, sa ustalane na
poczatku doswiadczenia w taki sposob, ze zachodzi réwnos¢ N =n+ Ry + ...+ R,.
Czasy kolejnych awarii X1.,, v, ..., Xy, v Dazywamy statystykami porzadkowymi pro-
gresywnie cenzurowanymi (typu II). Model ten jest szczegétowo omdéwiony w monogra-
fiach [4, 5]. Balakrishnan i in. [6] zauwazyli, ze jezeli czasy pracy badanych elementow
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie F', to Xy, ny ..., Xpip v
tworza uogodlnione statystyki porzadkowe z rozktadu F' z parametrami

vi=n—Jj+1+Rj+...+R,, 1<j<n

W szczegblnosci parametry te speliaja nierownosé¢ N =y, > vy > ... > v, > 1.

. Sekwencyjne statystyki porzadkowe opisujg czasy kolejnych awarii w sekwencyj-
nych uktadach typu k-sposrod-n. Zatézmy, ze danych jest n dystrybuant Fi, ..., F,
oraz, ze na poczatku eksperymentu obserwujemy czasy uszkodzen n elementow, ktorych
czasy pracy sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie opisanym
dystrybuanta Fj. Po pierwszej awarii w chwili X7, = x1 pozostate n — 1 elementéw zo-
staje zastgpione przez nowe, ktorych czasy zycia sg rowniez niezalezne i o jednakowym
rozktadzie, ale opisanym rozkladem Fj ucietym lewostronnie w punkcie x,. Procedu-
ra ta jest kontynuowana, a wiec po i-tym uszkodzeniu w chwili X/, = z;, pozostale
n — ¢ elementéw jest zastapionych nowymi, ktorych rozktad czasu zycia jest opisa-
ny przez dystrybuante Fj,, ucieta w punkcie z;. Otrzymane w ten sposéb czasy awarii
Xy - - X2, nazywamy sekwencyjnymi statystykami porzadkowymi. Formalng defini-
cje tego modelu mozna znalezé w pracach [13], [34] lub [35], a jego zastosowania w teorii
niezawodnosci oméwione sa np. w pracy [42]. Jezeli przyjmiemy F;(z) = 1—(1—F(x))%
dla 1 < 7 < n oraz pewnej ustalonej dystrybuanty F', to sekwencyjne statystyki po-
rzadkowe X7.,,..., X}, sa uogdlnionymi statystykami porzadkowymi z rozktadu F
z parametrami v; = (n — i + 1)ay, 1 < i < n.

. Wartosci rekordowe ciggu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie zostaly zdefiniowane przez Chandlera [11]. Pierwsza obserwacja w ciagu jest pierw-
szg wartoscig rekordowa Rp, a nastepnie czekamy na pierwsza obserwacje Ry w ciggu,
ktorej wartos¢ przekracza R;. Ogolnie, n-ta wartoscia rekordowa R, jest pierwsza z kolei
obserwacja, ktorej wartos¢ przekracza poprzednia wartos¢ rekordowa R, ;. Formalna
definicje oraz liczne wtasnosci i zastosowania wartosci rekordowych zostaty omdéwione
m.in. w monografiach [2] i [43]. Jezeli wspolnym rozktadem obserwacji w ciagu jest
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dystrybuanta F', to wartosci rekordowe Ry,..., R, tworza uogolnione statystyki po-
rzadkowe z rozktadu F' z parametrami m; = —1 oraz k = 1, lub réwnowaznie v; = 1,
1 < i < n. Wartosci rekordowe mogg by¢ stosowane na przyktad w matematyce ubez-
pieczeniowej jako model kolejnych maksymalnych roszczen, w meteorologii jako model
rekordowych danych powodziowych lub rekordowych temperatur. Sg one réwniez sto-
sowane w teorii niezawodno$ci do opisu tzw. modeli szoku, w ktérych pewien system
techniczny jest poddawany kolejnym naciskom zewnetrznym, przy czym nacisk o na-
tezeniu wiekszym niz wszystkie poprzednie powoduje uszkodzenie (lub nawet zniszcze-
nie) catego systemu. Jednakze, obserwujac wartosci rekordowe musimy braé pod uwage
fakt, ze pojawiaja sie one dos¢ rzadko, wiec wnioskowanie statystyczne oparte na war-
tosciach rekordowych jest utrudnione z uwagi na niewielkg liczbe danych. Aby oming¢
te niedogodno$é mozna obserwowaé tzw. wartosci rekordowe k-tego rzedu (w skrécie
najczesciej] méwimy k-te wartosci rekordowe), oméwione w nastepnym podpunkcie.

5. k-te wartosci rekordowe zostaly wprowadzone przez Dziubdziele i Kopocinskie-
go [24] nastepujaco. Dla ustalonej liczby k& € N oraz ciagu obserwacji {X,,, n > 1}
okreslamy ciag k-tych czaséow rekordowych jako Up(1) = 1 oraz

Up(n +1) = min {j > Ui(n) : Xjjpp—1 > XUk(n):Uk(n)—Hc—l}v

a ciag k-tych wartoéci rekordowych jako Y, *) = XU (n):Up(n)+k—1, = 1. Oczywiscie
dla k£ = 1 otrzymujemy zwykle wartosci rekordowe oméwione powyzej. Jezeli kolej-
ne obserwacje tworzg ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
zadanym dystrybuantg F', to k-te wartosci rekordowe Yl(k), ..., Y®) 53 uogdlnionymi
statystykami porzadkowymi z rozktadu F' z parametrami m; = —1 oraz k € N, lub
rownowaznie v; = k, 1 <7 < n.

6. Wartosci rekordowe Pfeifera wystepuja w sytuacji, gdy obserwujemy wartosci re-
kordowe, ale po zaobserwowaniu n-tego w kolejnosci rekordu, ktory oznaczamy przez
X gﬁf, n > 1, zmieniamy wspoélny rozktad nastepnych obserwacji na F;, ;. Formalna defi-
nicje tego modelu wprowadzit Pfeifer [46]. Jezeli kolejne rozktady obserwacji Fi, Fs, . ..
sq postaci Fj(z) = 1 — (1 — F(x)”, j > 1, to X(All), . ,Xxln) sa uogdlnionymi sta-
tystykami porzadkowymi z rozkltadu F' z parametrami v; = 5;, 1 < @ < n. Wartosci
rekordowe Pfeifera sa stosowane jako model szoku, przy czym kazdy ekstremalny nacisk
moze mie¢ wpltyw na wielkos¢ kolejnych obserwacji.

Model uogélnionych statystyk porzadkowych shuzy jako narzedzie unifikacji badan nad
wtasnosciami rozktadow w modelach uporzadkowanych zmiennych losowych. Jezeli pewna
wtasno$é zachodzi np. dla modelu zwyktych statystyk porzadkowych, to zamiast dowodzic¢
jej odpowiednik oddzielnie dla kazdego modelu, mozna sprébowaé udowodnic jg dla mo-
delu uogélnionych statystyk porzadkowych. Jezeli zachodzi ona dla modelu ogélnego, to
w sposob oczywisty spetniaja ja rowniez modele bedace szczegdlnymi przypadkami.

Oprocz badania pojedynczych uogdlnionych statystyk porzadkowych Xi”, r > 1, cze-
sto interesujace jest badanie ich prostych funkcji, w szczegélnosci réznic uogdlnionych
statystyk porzadkowych, oznaczanych przez

Dy, =X® - x0

* )

1<r <s,
oraz tzw. spacji, czyli réznic pomiedzy kolejnymi uogdlnionymi statystykami porzadko-
wymi

D =X+ x>0

W kontekscie modeli stosowanych w teorii niezawodnosci, réznica D, s opisuje czas po-
miedzy r-tym i s-tym uszkodzeniem w systemie, a spacja opisuje czas do kolejnej awarii
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mierzony od momentu ostatniej zaobserwowanej awarii. W kontekscie modeli wartosci re-
kordowych, réznica D, s opisuje przyrost pomiedzy dwoma wybranymi rekordami, a spacje
opisuja przyrost do kolejnego rekordu. W zwiazku z tym wazna jest znajomosé¢ oszacowan
na wartosci oczekiwane uogoélnionych statystyk porzadkowych oraz ich réznic i spacji,
zwlaszceza oszacowan optymalnych w réznych wybranych klasach rozktadow obserwacji
bazowych.

1.2. Przeglad znanych wynikéw. Podamy teraz krotkie oméwienie znanych w litera-
turze wynikéw dotyczgcych optymalnych oszacowan na wartosci oczekiwane w réznych
modelach uporzadkowanych zmiennych losowych.

Gumbel [31] oraz Hartley i David [32] stosujac nieréwno$é Schwarza wyznaczyli opty-
malne oszacowania w jednostkach wariancji dla FX,,.,, tzn. oszacowania na F(X,,.,—u)/o.
Moriguti [40] wprowadzil metode najwiekszych wypuklych minorant, dzieki ktérej wy-
znaczyl optymalne oszacowania dla Sredniej pozostatych statystyk porzadkowych FX,.,,
2 <r < n.W celu wyznaczenia oszacowan dla £ X,.,, w jednostkach drugiego momentu dla
rozktadow czasu zycia z malejaca gestoscia lub intensywnoscia awarii, Gajek oraz Rychlik
[29] wprowadzili metode projekcji. Wyniki te zostaly poprawione przez Danielak [17],
gdzie uzyskano analogiczne oszacowania w terminach wariancji dla érednich ucietych.
Optymalne oszacowania dla warto$ci oczekiwanych k-tych wartos$ci rekordowych zostaty
wyznaczone w pracach Nagaraja [41] w przypadku gdy k& = 1 oraz Raqab [48] dla k > 2.
Gajek i Okolewski [27] wyznaczyli oszacowania dla EY,(®¥) w klasie rozktadéw z malejaca
gestoscig lub intensywno$cig awarii. Wiekszos¢ z wyzej wspomnianych wynikoéw zostala
podsumowana i szczegdtowo opisana w monografii Rychlika [52].

Dla pozostatych modeli uporzadkowanych zmiennych losowych wyniki dotyczace opty-
malnych oszacowan dla wartosci oczekiwanych sa raczej nieliczne. Nalezy tu jednak wspo-
mnieé¢ prace Balakrishnana i in. [6], gdzie rozwazane sa statystyki porzadkowe progresyw-

nie cenzurowane oraz Cramera i in. [15], gdzie podane sa oszacowania dla Ex” wyrazone
w jednostkach p-tych momentow absolutnych.

Roéwnie intensywnie sa badane optymalne oszacowania dla réznic i spacji, zwlaszcza
w kontekscie statystyk porzadkowych i wartosci rekordowych. Moriguti [40] podal osza-
cowania na wartosci oczekiwane spacji X,., — X,_1., 2 < 7 < n, optymalne w klasie
wszystkich rozkltadéw ze skonczona wariancjg. Wynik ten zostal uogélniony przez Danie-
lak [18], ktora podata wyprowadzenie oszacowan $redniej dla dowolnych réznic statystyk
porzadkowych X, — X, 1 < 7 < s < n, wyrazone w jednostkach p-tych momentéw
absolutnych. Papadatos [44] podal oszacowania dla F(X.,, — X,.,), 1 <r < s < n, w kla-
sie rozktadéw ze skonczong Srednia. Danielak i Rychlik [22] przedstawili oszacowania dla
sredniej spacji E(X,., — X,_1.,), dla rozkladéw z malejaca gestoscia lub intensywnoscia
awarii. Oszacowania dla wartosci oczekiwanej przyrostow rekordéw Y;(k) —Y;(k), 1<r<s,
zostaly wyznaczone przez Danielak oraz Raqgaba [19]. Przypadek spacji k-tych rekordéw
byt rozwazony przez Raqgaba [49]. Oszacowania dla spacji k-tych rekordéw dla rozktadéw
z malejaca gestoscia lub intensywnoscia awarii zostalty oméwione w pracach Rychlika [50]
dla k = 1, oraz Danielak i Rychlika [20] dla dowolnego k > 2.

1.3. Cel naukowy. Gléownym celem rozprawy jest rozszerzenie wynikéw omdwionych
w poprzednim podpunkcie do modelu uogélnionych statystyk porzadkowych bez naktada-
nia zadnych ograniczeni na parametry 71, ..., 7,. Scisle méwige wyznaczymy goérne osza-
cowania dla nastepujacych wielkosci

EX" -y ED,, EDY

1.2
o o o’ (12)

optymalne w réznych klasach rozkladéw ze skonczong érednig p i wariancjy o2
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Najbardziej efektywna metodg stosowang podczas wyznaczania optymalnych oszaco-
wan dla funkcjonatéw uogodlnionych statystyk porzadkowych jest tzw. metoda projekcji
wprowadzona przez Gajka i Rychlika w pracy [29]. Jej szczegblowe oméwienie oraz liczne
zastosowania przedstawione sa w monografii Rychlika [52]. W metodzie tej wykorzystuje
sie operatory rzutowania na domkniete stozki wypukte w odpowiednio wybranych prze-
strzeniach Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem. Aby podaé przyktad efektywnosci
tej metody omoéwimy krotko problem wyznaczenia oszacowan optymalnych dla wartosci
oczekiwanej pojedynczej uogdlnionej statystyki porzadkowe; X" 7 rozkladéw ze skon-
czona wariancja (zob. np. [15]). Mianowicie, niech £? oznacza standardowa przestrzen
Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale [0,1] z iloczynem skalarnym
(f,g) okreslonym jako catka iloczynu funkcji f i g. Wtedy srednia i wariancja rozkta-
du F' moga by¢ wyrazone przy uzyciu funkcji kwantylowej F'~! w postaci yp = (F~1,1)
oraz 0 = ||[F~! — pu||. Ponadto réznica pomigdzy wartodcia oczekiwana r-tej uogdlnionej

statystyki porzadkowe] X" oraz srednig p moze by¢ przedstawiona w postaci

EXY —p=(F"'—pu for—1). (1.3)
Stosujac nier6wnos¢ Schwarza otrzymujemy nier6wnosé

EX" —
— < |lfer =1,

ktora w ogbdlnym przypadku nie jest optymalna. Dzieje sie tak dlatego, ze rownosé w nie-
rownosci Schwarza zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy obydwie funkcje podcatkowe po
prawej stronie réwnosci (1.3) sa proporcjonalne. Jednakze, w wiekszosci przypadkéw jest
to niemozliwe, gdyz funkcje kwantylowe sa niemalejace, podczas gdy funkcje f. , sa zwykle
Scisle jednomodalne (tzn. najpierw rosnace, a potem malejace). Z drugiej strony, funkcje
kwantylowe sg elementami domknietego stozka wypuktego C wszystkich funkcji niemale-
jacych nalezacych do przestrzeni £2. Niech P : £? — C oznacza operator rzutowania na

stozek C. Wtedy
(F =, fug = 1) < (F' =, P(fur = 1))

oraz réwno$é zachodzi dla rozktadu F takiego, ze F~' — u = ¢ P(f,, — 1) dla pewnej
statej ¢ € R. Yaczac te nieréwnosé z nieréwnoscig Schwarza otrzymujemy wiec optymalne
oszacowanie

(r)

PR PGy~

W ogoélnym przypadku, metoda projekcji moze by¢ zastosowana efektywnie, o ile zna-
ny jest doktadny przebieg zmiennoéci rzutowanej funkcji. Doktadniej mowigc, wystarczy
w tym celu znajomosé¢ przedzialéw monotonicznosci, a w niektérych przypadkach rowniez
przedzialéw wypuktosci, rzutowanej funkeji. W przypadku statystyk porzadkowych rzuto-
wane funkcje oraz ich dwie pierwsze pochodne sg liniowymi kombinacjami funkcji gestosci
statystyk porzadkowych z rozktadu jednostajnego, oznaczanych przez fi.,,..., fnn, gdzie
dlal<r<n

n!
(r—1!n—r)!

oznacza funkcje gestosci r-tej statystyki porzadkowej z proby losowej prostej rozmiaru n
z rozkladu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Dlatego kluczowym wynikiem pomocniczym,
umozliwiajacym badanie zmian znaku dwu pierwszych pochodnych jest tzw. wiasnosé
zmniejszajgcej sie zmiennosci (ang. variation diminishing property, w skrocie VDP), ktora,
posiadaja funkcje fi.,, ..., fan. MOWI 0 tym nastepujace twierdzenie.

w1 —u)"", 0<u<,

fr:n (u> =
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Twierdzenie 1.1 ([53, 29]). (a) Liczba miejsc zerowych w przedziale (0,1) dowolnej kom-
binacgi liniowej 377, a; fj.n nie przekracza liczby zmian znaku w ciggu wspétczynnikéw

(al, c ,an).
b) Pierwszy i ostatni znak kombinacji Y."_, a; f;.n sq takie same jak odpowiednio pierwszy
j=1%3J)
i ostatni znak w ciggu wspdlezynnikow (aq, . .., ay).

Heurystycznie teze¢ twierdzenia mozna wyrazi¢ nastepujaco: zmiennos¢ znaku kombina-
cji liniowej jest mniejsza lub w najgorszym razie taka sama jak zmiennos¢ znaku w ciggu
wspoétezynnikow. Ttumaczy to nazwe “wlasno$é zmniejszajacej sie zmiennosci”.

Dow6d Twierdzenia 1.1(a) zostal podany przez Schoenberga [53], a dow6éd Twierdze-
nia 1.1(b) zostal podany w pracy [29]. Rezultaty przedstawione w Twierdzeniu 1.1 sa co
prawda oryginalnie sformutowane dla wielomianéw Bernsteina B; ,,, 0 < ¢ < n, ale skoro
frin = nB,_1 -1, to obydwa sformutowania s w sposéb oczywisty rownowazne.

W przypadku k-tych wartosci rekordowych, przy wyznaczaniu oszacowan nalezy wyzna-
czy¢ przebieg zmiennosci rzutowanych funkcji, ktére sa liniowymi kombinacjami funkcji
A F®) edaie

(k) K"

90 = gy =) (logl —w)y ™ 0<us,

oznacza funkcje gestoéci wartoéci rekordowej Y,*) z rozktadu jednostajnego na przedziale
(0,1). Rézniczkowanie takich kombinacji daje w wyniku inne kombinacje liniowe funkcji
fl(k), ..., f%)  a nastepnie potrzebny jest wynik bedacy odpowiednikiem Twierdzenia 1.1
dla gestosci k-tych wartosci rekordowych z rozktadu jednostajnego. Wynik taki zostat
sformutowany i udowodniony w pracy Gajka i Okolewskiego [27].

Skoro zatem naszym celem jest znalezienie optymalnych oszacowan funkcjonaléw uogol-
nionych statystyk porzadkowych, to nalezy spodziewac sie, ze staniemy przed podobnym
problemem wyznaczenia przebiegu zmiennosci réznych kombinacji liniowych funkcji gesto-
Sci fi1, ..., frn uogdlnionych statystyk porzadkowych z rozktadu jednostajnego. W zwigz-
ku z tym kluczowym problemem jest sformutowanie i udowodnienie odpowiednika wtasno-
sci VDP dla funkcji fi1,. .., fun, co jest gtéwnym tematem pracy [Al]. Oméwienie wyni-
kow tej pracy przedstawimy w nastepnym rozdziale. W rozdziatach 3, 4 oraz 5, w ktérych
omawiamy wyniki prac [A2]-[A7], zastosujemy uogdlnienie wlasnosci VDP w celu wyzna-
czenia oszacowan wielkosci (1.2), optymalnych w réznych wybranych klasach rozktadow.

W rozdziale 6, w ktérym przedstawimy wyniki pracy [A8], rozwazamy podobny pro-
blem, ale z nieco innego punktu widzenia. Zawe¢zamy nasze rozwazania do modelu zwy-
ktych statystyk porzadkowych i wyznaczymy optymalne gorne i dolne oszacowania dla
ilorazu

E(Mr,s:n - ,u)

o Y
gdzie M, ., = % (X + Xsn) jest tzw. quasi-rozstepem z proby rozmiaru n. Sa to osza-
cowania obcigzenia estymacji nieznanej $redniej p rozktadu obserwacji przy uzyciu quasi-
-rozstepow. Praktyczne zastosowanie takich estymatoréw moze by¢ dyskusyjne, ale wyniki
przedstawione w rozdziale 6 (oraz w pracy [A8]) maja duze znaczenie teoretyczne. Jest
to spowodowane tym, ze dla danej funkcji rzutowanej oraz danego stozka wypuktego, nie
sg znane ogdlne metody wyznaczenia rzutu funkeji na stozek. Rzutujac na stozek funkeji
niemalejacych, stosuje si¢ zwykle metode najwiekszych wypuktych minorant wprowadzo-
na przez Morigutiego [40] oraz Rychlika [52, Ex. 3]. Podejscie to daje efektywne wyniki
w przypadku rzutowania funkcji jednomodalnych (tzn. majacych tylko jedno maksimum
lokalne), ale juz dla funkeji dwumodalnych jest ono zbyt ogélne. Aby wyznaczy¢ doktad-
ng postaé rzutu funkcji dwumodalnych na stozek funkeji niemalejacych w pracy [AS]
wprowadzone zostaty dwie funkcje pomocnicze, ktérych odpowiednio wybrane wtasnosci
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wyznaczaja jednoznacznie szukang postac¢ rzutu. Podejscie to zostalo wykorzystane przy
wyznaczaniu oszacowan obciazenia innych L-statystyk (czyli liniowych kombinacji staty-
styk porzadkowych proby), co zostanie oméwione w podrozdziale 7.6. Wyniki te sa wazne
rowniez z uwagi na fakt, ze stanowig one wstepny krok do wyznaczenia rzutu funkcji dwu-
modalnych na stozek funkcji niemalejacych i wypuktych, co bedzie jednym z przysztych
kierunkéw prowadzonych przeze mnie badan.

2. WLASNOSC VDP DLA GESTOSCI UOGOLNIONYCH STATYSTYK PORZADKOWYCH

W tym rozdziale oméwimy wyniki zawarte w pracy [Al]. Dla ustalonego r > 1 oraz
wektora wspotezynnikéw a = (aq, ..., a,) € R" bedziemy rozwazaé¢ kombinacje liniowa

Ha(@) = Y asfosla), 00,1

gestosci uogodlnionych statystyk porzadkowych z rozktadu jednostajnego. Naszym celem
jest wyznaczenie liczby miejsc zerowych funkeji H, w przedziale otwartym (0, 1). Gtéwna
przeszkoda jest fakt, ze w ogdlnosci funkcja f, , jest wyrazona przez dos¢ skomplikowane
funkcje specjalne.

Cramer i Kamps [13] pokazali, ze ggstos¢ f.,, r > 1, moze by¢ zapisana w postaci

Vs Y
for(®) = o GV <l—x ), z € (0,1), 2.1
() e 71_17--'777‘_1 ( ) ( )
gdzie stala c,_; jest okreslona wzorem (1.1) oraz
Yy e ee sV 1 s*
GO (s - —/ dz 2.2
’ ( 71—1,...,%—1> 2mi JL [Ty (v, — 1 — 2) (22)

oznacza szczegblna G-funkcje Meijera, a L jest odpowiednio dobranym konturem catko-
wania. Zatem w dalszych rozwazaniach szczegdlng role odgrywaé¢ beda rozne wtasnosci
G-funkcji. Rozne definicje i liczne wlasnoséci G-funkcji sa przedstawione np. w monogra-
fiach Luke [38] oraz Mathai [39].

Oczywiscie, biorgc pod uwage fakt, ze statystyki porzadkowe oraz k-te wartosci rekor-
dowe sg szczegbdlnymi przypadkami uogédlnionych statystyk porzadkowych, otrzymujemy
rownosci

far(@|nn—1,....n—r+1)= f,(x),
oraz

T razy

Mozna to réwniez udowodni¢ bezposrednio, obliczajac catke konturowa we wzorze (2.2)
przy uzyciu twierdzenia o residuach.

Pierwszym krokiem w dowodzie wtasno$ci VDP dla funkcji fi1,..., fi, jest badanie
pierwszego znaku kombinacji liniowej H,.

Twierdzenie 2.1 ([Al], Thm. 1). Dla dowolnego r > 1 i dla wszystkich vy1,...,7 > 0
oraz 0 # a € R", pierwszy znak funkcji Hy pokrywa sie ze znakiem pierwszej niezerowej
wspotrzednej wektora a.

Nastepnie, dla dowolnej funkeji f : [0, 1] — R przez Z(f) bedziemy oznaczaé liczbe jej
miejsc zerowych w przedziale otwartym (0,1). Ponadto dla ustalonego wektora a € R”
przez S~ (a) = S~ (ay,...,a,) oznaczamy liczbe zmian znaku w ciagu (ai,...,a,) po
usunieciu zer. Nastepne twierdzenie jest daleko idacym uogdlnieniem Twierdzenia 2.2
oraz odpowiedniego rezultatu Gajka i Okolewskiego [27].
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Twierdzenie 2.2 ([Al], Thm. 2). Dla dowolnego r > 1 oraz wszystkich v1,...,% > 0

e

10 # a € R" zachodzi nierownos$é
Z(H,) < S (a).

Zaskakujacy jest fakt, ze pomijajac zastosowanie skomplikowanych funkcji specjalnych
dowdd tego stwierdzenia jest relatywnie prosty. Gléwnym pomystem w dowodzie jest
rozwazenie pomocniczej funkcji

d
— — o\ _
La() = (1= 2)" — (1= )" Ha(a)] -
Stosujac odpowiednie wlasno$ci G-funkcji mozna pokazaé, ze L, jest réwniez kombinacja
liniowa, ale r — 1 funkcji gestosci

f*,l(x | ’72)af*,2(l‘ | 727’73% s >f>k77‘—1(l' | Y2, 777")

ze wspotczynnikami as, . . ., a,. Zatem w rzeczywistosci funkcja L, nie zalezy ani od warto-
Sci aq, ani od ;. Teza Twierdzenia 2.2 wynika z rozumowania indukcyjnego w potaczeniu
z Twierdzeniem 2.1 oraz klasycznym twierdzeniem Rolle’a.

Okazuje si¢ rowniez, ze dowod Twierdzenia 2.2 jest nieco podobny do dowodéw tzw. re-
guly znakéw Kartezjusza przedstawionych przez Wanga [55] i Komornika [37]. Autorzy
ci rowniez stosowali twierdzenie Rolle’a do badania liczby zer danej funkcji, znajac liczbe
zer jej pochodnej. Jednakze nalezy podkresli¢, ze dowdd Twierdzenia 2.2 zamieszczony
w pracy [Al] zostal odkryty niezaleznie od prac [55] i [37]. Pierwsza wersja artykutu [A1]
zostala przestana do druku pod koniec roku 2004, kiedy to wyzej wspomniane artykuty
jeszcze nie ukazalty sie w druku.

Aby sformutowaé pelny odpowiednik Twierdzenia 1.1 nalezy jeszcze zbadaé ostatni
znak kombinacji liniowej H,. Wymaga to znacznie bardziej wyrafinowanych rozwazan niz
w przypadku wielomianéw Bernsteina. Ustalmy wiec r > 2 oraz parametry ~q,...,7. > 0.
Przez 7., bedziemy oznaczaé¢ najmniejszy z parametrow (7, .. .,7,) oraz okreslmy

(=max{l <j<7:7 ="}

Innymi stowy, wspotrzedna v, jest ostatnim powtoérzeniem wartosci vy, w ciggu parame-
tréow. Ponadto, bez zmniejszania ogolnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze ostatni element
wektora a jest rézny od zera. Ostatni znak funkcji H, jest wyznaczony w nastepnym
twierdzeniu.

Twierdzenie 2.3 ([A1l], Thm. 3). Niech ax, dla pewnego 1 < k < r, bedzie pierwszym nie-
zerowym elementem wektora a. Wowczas ostatni znak funkcji Hy pokrywa sie ze znakiem
liczby

r—1 r
Ar(v,a) =a, + Z @ H (v — 7e) 5

j=max(k,l) i=j+1

przy zaloZeniu, ze A,.(vy,a) # 0.

Jezeli A,.(7,a) = 0, to kombinacja liniowa H, moze by¢ zastapiona przez inna kom-

binacje liniows funkcji f.1,..., fi,r—1 z parametrami (y1, ..., V1, Ye+1,---, V). LTa nowa
kombinacja moze by¢ ponownie badana przy zastosowaniu Twierdzenia 2.3. Jednakze, je-
zeli parametry 71, ..., 7, spetniaja prosty warunek v; > ... > v, > 0, to tatwo sprawdzic,

ze L =r oraz A.(7,a) = a,, co implikuje nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.4. Jezeli vy > ... = 7, > 0, to dla dowolnego wektora a € R, ostatni znak
funkcyi H, jest taki sam jak znak ostatniego niezerowego elementu wektora a.
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W kolejnych rozdzialach bedziemy czasami potrzebowaé nieznacznego uogoélnienia wia-
snoéci VDP. Dla dowolnej dystrybuanty W : [a,d) — R, gdzie —o00 < a < d < +o0,
okreslamy f., = fo,W,r > 1, oraz

]:Ia(x) = Zajf*’j(x), x € [a,d).

Whniosek 2.5. Dia dowolnego wektora a € R", a # 0, liczba zer funkcyi H, w prze-
dziale otwartym (a,d) nie przekracza liczby S~ (a) zmian znaku w ciggu wspdlczynnikow
(a1,...,a,) po usunieciu zer.

Jako pierwsze zastosowanie uogélnionej wtasnosci VDP, zbadamy przebieg zmiennosci
gestosci uogdlnionych statystyk porzadkowych z rozktadu jednostajnego. Cramer i in. [16]
pokazali, ze kazda z funkcji f,, jest jednomodalna, bez wzgledu na wartosci parametréow
Y1, -, Y. Oznacza to, ze funkcja f,, jest albo monotoniczna na przedziale (0,1), albo
rosngca—malejaca, ale nie daje to zadnej informacji na temat jej przedziatéw wypuktosci.
Rozwazamy pojedyncza funkcje f.,., a wigc na mocy wzoru (2.2) mozemy zalozy¢, ze
Y12 ... 2% > 0. Wogdlnym przypadku, gdy parametry 71, . .., 7, nie sa uporzadkowane
malejaco, warunki na ~, oraz 7,_; staja sie warunkami na dwa najmniejsze elementy 7.,
oraz 7s.. wektora parametrow.

Stosujac wtasnosci rekurencyjne dla pochodnych G-funkcji mozna udowodnié¢, ze dla
r > 1 zachodzi wzér

1
for@) = g (e fera (@) = (3 = Dfus (@) (2:3)
ktory tatwo implikuje rownosé
fil,r(x) = (1_133)2 |:Oé7"—2f*,r—2(-r) + ar—lf*,r—l(x) + Ofrf*ﬂ»(x)], (24)

gdzie a9 = VY1, ap1 = —Ve(Vr + Vo1 — 3) oraz a,. = (7, — 1)(7 — 2). Stosujemy
tutaj konwencje f.; = 0 dla j = 0,—1,-2,.... Analizujac zmiany znaku pochodnych f; ,
oraz f) przy zastosowaniu wlasnosci VDP dowodzimy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.6 ([Al], Thm. 4). Zaléimy, zZer > 3 orazy, > ... 2= 7, > 0. W zaleznosci
od wartosci parametrow v,_1 oraz vy, przebieg zmiennosci funkcji f., jest nastepujgcy.
o Jezeli v, <1 oraz vy,—1 + v < 3, to fi,r jest funkcjq rosngceq i wypukiq.
o Jezeli vy, < 1 oraz v,—1 + v > 3, to funkcja f., jest rosngca oraz albo wypukia,
albo wypukia-wklesta-wypukia.
o Jezeli~y, =1 orazy,—1 > 2, to f., jest funkcjq rosngcq, najpierw wypuktq, a potem
wklestq.
o Jezelil <y, <2, to f., jest nagpierw funkcjqg rosngcqg wypukiq, nastepnie rosngcg
wklestq, a ostatecznie malejgcq wklestq.
o Jezeli v, > 2, to f., jest nagpierw funkcjqg rosngcq wypukiq, nastepnie rosngcg
wklestq, potem malejgcg malejgcg wklestq, a ostatecznie malejgcq wypukiq.

W Twierdzeniu 4 pracy [Al] rozwazono rowniez szczegétowo przypadki r =11 r = 2.
Zauwazmy jednakze, ze powyzsza metoda nie pozwala na wyznaczenie analityczne miejsc
zerowych pierwszej i drugiej pochodnej funkcji f. .. W praktyce musza by¢ one wyznaczone
numerycznie przy uzyciu programéw algebry komputerowe;j.

W kolejnych rozdziatach bedziemy wielokrotnie stosowa¢ Twierdzenia 2.1, 2.2 i 2.3,
oraz Wnioski 2.4 1 2.5, do wyznaczania przebiegu zmiennosci réznych innych rzutowanych
funkcji, oraz do badania zmian znaku funkcji pomocniczych wyznaczajacych szukane pro-
jekcje.
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3. OSZACOWANIA DLA POJEDYNCZYCH UOGOLNIONYCH STATYSTYK PORZADKOWYCH
Z WYBRANYCH KLAS ROZKLADOW

W tym rozdziale oméwimy wyniki zawarte w artykutach [A2], [A3] oraz [A4]. Bedziemy
rozwazaé oszacowania Srednio-wariancyjne dla wartosci oczekiwanej pojedynczej uogol-
nionej statystyki porzadkowe;j Xir), tzn. gbérne oszacowania ilorazu

EX" —

g

, (3.1)

gdzie x" pochodzi z rozktadu F ze skoriczong $rednig u oraz wariancjg o?. Oszacowa-
nia optymalne w klasie wszystkich takich rozktadéw zostaly wyznaczone w pracy [16].
Naszym pierwszym celem w tym rozdziale jest wyznaczenie oszacowan optymalnych w ro-
dzinach rozktadéw z malejaca gestoscia (lub nieco ogdlniej — klasy DD) lub malejaca
intensywnoscia awarii (ogélniej — klasy DFR). Drugim celem bedzie wyznaczenie innych
ograniczonych rodzin rozktadow, w ktorych mozliwe jest wyznaczenie optymalnych osza-
cowan przy uzyciu metody projekcji.

Uwaga 1. W tym rozdziale bez zmniejszania ogblnosci rozwazan bedziemy zaktadaé, ze
parametry uogoélnionych statystyk porzadkowych spetniaja warunek v; > ... > v, > 0.

Wspomniane wyzej rodziny rozktadéw zdefiniowane sa w terminach porzadku wypu-
ktego dystrybuant zdefiniowanego nastepujaco. Dla dwu dystrybuant F' oraz G piszemy
F =, G wtedy i tylko wtedy, gdy F~'G jest funkcja wypukla na noéniku rozktadu G.
Wowczas bedziemy pisa¢ F' € DD jesli F' . U, gdzie U(x) = z, 0 < z < 1, oznacza dys-
trybuante standardowego rozkladu jednostajnego na przedziale (0,1). Ponadto piszemy
F € DFRjedli F' .V, gdzie V(z) =1 —e™*, & > 0, oznacza dystrybuante standardowe-
go rozktadu wyktadniczego. Oznaczenia DD i DFR sg skrotami od angielskich wyrazen
decreasing density (czyli malejaca gestosé) oraz decreasing failure rate (czyli malejaca in-
tensywno$¢ awarii). Terminologia ta zwigzana jest z faktem, ze jesli dodatkowo zatozymy,
ze rozktad F' jest typu absolutnie cigglego z funkcja gestosci f, to warunek F' . U jest
rownowazny temu, ze f jest funkcjg nierosnaca na noéniku rozktadu F. Ponadto, jezeli

@
1—F(x)

oznacza funkcje intensywnodci awarii rozktadu F', to warunek F' . V jest rownowazny
temu, ze rp jest funkcja nierosnaca. Rodziny rozktadéw DD, a zwtaszcza DFR odgrywaja
wazna role w teorii niezawodnosci (zob. np. [8]).

Analogicznie jak zdefiniowalismy klasy DD i DFR, dla dowolnie ustalonej dystrybuan-
ty W okreslamy rodzing

rr(x) (3.2)

Fw=AF:F=.W} (3.3)
rozktadow, ktére nastepuja po W w porzadku wypukltym. W podrozdziatach 3.1 i 3.2
wyznaczymy oszacowania dla (3.1) optymalne w klasach Fy dla W = U, V. W ostatnim
podrozdziale bedziemy rozwaza¢ bardziej ogdlng postacé rozktadu W.
Przypomnimy teraz krotko gtéwne wyniki dotyczace metody projekeji, ktére beda uzy-
wane w tym rozdziale. Cramer i in. [16] udowodnili, ze warto$¢ oczekiwana r-tej statystyki
porzadkowej z rozktadu F' moze by¢ zapisana w postaci

1
EX® — / FYa) f. (z) dx,
0

gdzie f,, oznacza gesto$¢ uogélnionej statystyki porzadkowej z rozktadu jednostajnego U
(dana powyzej wzorem (2.1)). Aby zastosowaé metode projekcji dla ustalonej dystrybuan-
ty W : [a,d) — R, rozwazamy przestrzen Hilberta £%,, funkcji rzeczywistych okreglonych
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na przedziale [a, d), ktére sa catkowalne z kwadratem z wagg w = W’'. Ponadto zalézmy,
ze

/ad z*w(z) dr < oo, (3.4)

co zapewnia, ze funkcje liniowe sa elementami przestrzeni £3,. Niech

ol = ([otew )

oznacza norme w przestrzeni L3, Wtedy zbior
Cw = {g € L2, : g jest funkcja niemalejaca i Wypuklz%} (3.5)

jest domknietym stozkiem wypuktym w £%,. Oznacza to, ze Cyy C L3, jest podzbiorem
domknietym i takim, ze jezeli f,g € Cy oraz a,b > 0, to af + bg € Cy.

Niech Py : L%, — Cy oznacza operator rzutowania na stozek Cy (zob. [3], Wniosek
1.4.2). OkreSlmy f., = f.,W oraz v = (71,...,7). Na mocy metody projekcji oszaco-
wanie

EXS") — R 2 1/2

70_ < B’I‘,W(’Y) = (HPWf*J‘ W - ]-> ) (36)
jest optymalne w klasie Fy,. Dokladniej, réwno$¢ w nieréwnosci (3.6) jest osiagnieta dla
rozktadu F' € Fy takiego, ze

F'W(z)—p  Pwfor(x)—1
o N BT,W(7) .

(3.7)

Uwaga 2. Warunek (3.7) pozwala wyznaczy¢ doktadna analityczna postaé rozktadu F,
dla ktorego oszacowanie jest osiagniete. W dalszym ciggu bedziemy w wiekszosci przypad-
koéw pomijaé precyzyjne wyrazenie dla takiego F', aby nie przystania¢ ogolnej prezentacji
technicznie skomplikowanymi wzorami.

Aby obliczy¢ wartosé oszacowania B,y (7) w nieréwnosci (3.6), konieczna jest znajo-
mo$¢ projekcji Py fs . Aby ja wyznaczy¢ zastosujemy znane wyniki uzyskane przez Da-
nielak [17] (zob. takze [29]). Projekcja Pyh moze by¢ efektywnie wyznaczona dla funkeji
h € L%, speliajacej nastepujacy zbiér warunkow:

(A) funkcja h : [a,d) — R jest nieujemna, ograniczona, dwukrotnie réznicz-
kowalna i taka, ze h(a) = 0 oraz istnieja punkty bi ¢ takie,ze a < b < c < d
oraz h jest funkcja rosnaca i wypukta na przedziale (a,b), rosnaca i wklesta
na przedziale (b, ¢), oraz malejaca na przedziale (¢, d). Ponadto zaktadamy,
ze [T h(z)w(x)dz = 1.

Dla funkcji h spelniajacej warunki (A) okreslamy funkcje pomocnicza
S @ = y)(h(z) = h(y))w(z) dz

2z — y)u(a) do

Wtedy ksztalt rzutu Py h zalezy od zachowania funkcji Ky oraz Ly zdefiniowanych
wzorami

Ae(y) =

(3.8)

Kw(y) = \(y) — h(y), a<y<b, (3.9)

wawzéﬂmw—n@»—M@xx—whmwdu a<y<d  (3.10)

Zalezno$¢ ta jest opisana w nastepujacym twierdzeniu zaczerpnietym z pracy [17].
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Stwierdzenie 3.1. Niech K = {a <y <b: Ky(y) > 0 oraz Ly (y) = 0}. Jezeli K # &
oraz y* =sup k., to

h(z), dla = < y*,

h(y™) + M) (@ —y7), dlax >y

W przeciwnym razie, projekcja Py h jest jednoznacznie wyznaczong funkcja liniowq, albo
stalg rowng 1, albo Scisle rosngeq na przedziale (a,d).

Nastepny lemat jest rowniez pomocny w analizie zachowania funkcji Ly,. Niech
Kt ={y e (0,0 : Ky(y) > 0}.

Lemat 3.2. Jezeli KT = (0,v) oraz funkcja Ly ma skoniczong liczbe zer, to Ly ma na
zbiorze Kt wartosci albo tylko dodatnie, albo tylko ujemne, albo najpierw ujemne, a potem
dodatnie.

Stwierdzenie 3.1 oraz Lemat 3.2 pokazuja, ze problem wyznaczenia zer oraz zmian
znaku funkcji Ky i Ly ma takze duze znaczenie. Problem ten jest rowniez rozwigzywany
przy zastosowaniu wynikéw pracy [Al] oméwionych w rozdziale 2.

3.1. Rozklady klasy DD. Aby wyznaczy¢ oszacowanie dla wielkosci (3.1) optymalne
w klasie rozktadow DD, zastosujemy Stwierdzenie 3.1 podstawiajac W = U.

Na mocy Twierdzenia 2.6 stwierdzamy, ze funkcja f., spelnia warunki (A) jezeli r > 2
iv.>1lub~, =11i7,_1 > 2. Dla pozostatych wartosci parametréw =y, ..., optymalne
oszacowania sg opisane w Lemacie 8 pracy [A2].

Nastepnie okreslamy pomocnicze wspotezynniki

Vi .
TJ’T_il—[j’yi-i-l’ 1<y5<r.
Wtedy szczegotowe i pracochtonne obliczenia pokazuja, ze funkcje A, Ky oraz Ly mo-
ga by¢ przedstawione jako kombinacje liniowe gestosci fi1,..., fi, ze wspotczynnikami
zaleznymi jedynie od wartosci 7y ,, ..., m,, oraz samych parametréw 7,...,v.. W szcze-
golnosci, zmiany znaku funkcji Ky i Ly moga by¢ analizowane przy uzyciu wtasnosci
VDP, a wiec Twierdzen 2.1 i 2.2 oraz Wniosku 2.4. To z kolei umozliwia zastosowanie
Lematu 3.2, co prowadzi do gtéwnego wyniku tego podrozdziatu.

Twierdzenie 3.3 ([A2], Thm. 9). Ustalmy r > 2 oraz parametry v, > ... > 7, > 0 takie,
ze v > 1 1lub~y. =1 17_1>2. Niech x0 bedzie r-tg uogolniong statystykq porzqdkowq
z parametrami vy, . .., 7, z rozkladu F € DD, o $redniej i € R i skoriczonej wariancji o?.
Jezeli w1, > %, to EX" < I
Jezeli % <y < %, to
BX{ —
ZaAe TR < \/5(1 — 27y ,),
o
a rownos¢ zachodzi, gdy F' jest rozkladem jednostajnym na przedziale {u — o3, 1+ J\/g} )

Jezeli natomiast 7, < %, to

EX" —

<B= Br(7)7
g

gdzie

B2 — /Oy* (f*,r(x))2 dx + (f*,r(y*))Q i ()‘*%/*))2(1 _ y*)3 + f*,r(y*)(l . y*)2 -1

oraz y* jest najmniejszym dodatnim rozwigzaniem réwnania Ly (y*) = 0.
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Zauwazmy, ze jezeli v, =n—j+ 1, dlal <j <r, tom, =1— 25, a wigc Twier-

dzenie 3.3 jest uogdlnieniem Wniosku 1 z pracy [17] o oszacowaniach zwyklych statystyk
porzadkowych. Jezeli natomiast v; =k, 1 < j < r, to m, = ( kfku )T. Zatem w przypadku
k-tych wartosci rekordowych Twierdzenie 3.3 jest wzmocnieniem Stwierdzenia 1 z pra-
cy [27], gdzie rozwazano wylacznie rozktady na dodatniej pétosi. Dla wszystkich pozo-
stalych wartosci parametréw vy, ..., 7, otrzymalisSmy catkowicie nowy rezultat. W szcze-
golnosci, przyjmujac na przykltad v € N, 1 < j < r takie, ze 4 > ... > v > 1,
z Twierdzenia 3.3 otrzymamy optymalne oszacowania na EX,., n, a wigc dla wartoSci
oczekiwanych statystyk porzadkowych progresywnie cenzurowanych z rozktadow F' klasy
DD.

3.2. Rozklady klasy DFR. W tym podrozdziale wyznaczymy wartosci oszacowan dla
gx" optymalnych w klasie rozktadéw DFR. Zastosujemy Stwierdzenie 3.1 podstawiajac
W =V, gdzie V(z) =1 —e* o > 0, oznacza dystrybuante standardowego rozktadu
wyktadniczego. Wtedy f., = f.,V, a Lemat 4.1 w pracy [A3] pokazuje, ze funkcja f,.,
spelia warunki (A) jezeli r > 2 oraz v, > 1 # 7,_;. Optymalne oszacowania w pozosta-
tych przypadkach zostaly wyznaczone w sekcji 4 pracy [A3].

Dla dowolnych parametrow 7y, ..., > 0 okreslamy
r 1 .
pir=, — 1<j<m
i=j i

Podobnie jak w przypadku W = U, funkcje \,, Ky i Ly moga by¢ zapisane jako kom-
binacje liniowe funkcji f*,h ey f*,r ze wspotezynnikami, ktore zalezg tylko od wartosci
Piry -y Pry OTAZ 7Y1,...,7,. Latem postepujac analogicznie jak w przypadku rozktadow
klasy DD dowodzimy gtéwnego wyniku pracy [A3].

Twierdzenie 3.4 ([A3], Thm. 4.2). Ustalmy r > 2 oraz parametry v, > ... > v, > 1
takie, zZe v,_1 # 1. Niech X bedzie r-tg uogolniong statystykq porzadkowq z rozkladu
F € DFR ze $redniq p i skoniczong wariancjg o>.

Jezeli pr, < 1, to EX" < pu.

Jezeli 1 < py, < 2, to

EX" —

< pl,r - ]-
o

a rownosé zachodzi dla odpowiedniego przesunietego rozktadu wyktadniczego.
Jezeli natomiast py, > 2, to

EX" —p
g

gdzie

Vs 2 * £ )2 *\ [ * *
= [" (@) e do e { (£oaly) 200 forly) + 20000 | — 1
oraz y* jest najmniejszym dodatnim rozwigzaniem réwnania Ly (y*) = 0.
Podstawiajac v; = n —j + 1, 1 < j < n, widzimy, ze Twierdzenie 3.4 jest uogdlnie-

niem Wniosku 2 z pracy [17]. Ktadac natomiast ; = k z Twierdzenia 3.4 otrzymujemy
wzmocniona wersje Stwierdzenia 2 z pracy [27].
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3.3. Rodziny rozkladéw, dla ktérych mozna wyznaczyé optymalne oszacowa-
nia. W poprzednich dwéch podrozdziatach wyznaczone zostaly oszacowania na gx”
(doktadniej na ilorazy (3.1)), optymalne w klasach DD lub DFR. Oszacowania te uzyska-

no taczac trzy narzedzia:

(a) metode projekcji wprowadzong w pracy [28];

(b) wyniki prac [17, 29] dotyczace wyznaczania rzutu funkcji spetniajacych warunki (A);

(c) whasnosé VDP gestosci uogdlnionych statystyk porzadkowych z rozktadu jednostaj-
nego (Twierdzenie 2.2 i pozostate wyniki rozdziatu 2).

Oméwimy teraz nastepujacy problem postawiony i rozwiazany w pracy [A4]. Przez ana-
logie do definicji rodzin rozktadéw DD i DFR, dla ustalonej dystrybuanty W zdefiniowa-
lismy klase Fy = {F : F' . W} rozkladéw nastepujacych po rozktadzie W w porzadku
wypuklym. Powstaje teraz pytanie dla jakich W mozna wyznaczy¢ oszacowania dla (3.1)
optymalne w klasie Fy. Wiemy juz, ze mozna to zrobi¢, gdy W = U lub W = V|
a w tym podrozdziale pokazemy, ze stosujac powyzsze trzy narzedzia, mozna to zrobi¢
tylko w przypadku, gdy W = W,, dla pewnego ustalonego av > —%, gdzie

1—(1—ax)’", dlaz>0jezeli a < 0;
Walz) ={1—(1—ax)’*, dla0<z<2jezelia>0; (3.11)
>

1—e™, dla x > 0 jezeli a = 0,

oznacza tzw. wogdlniony rozklad Pareto. Zostal on wprowadzony przez Pickandsa [47],
a jego szczegbdlnymi przypadkami sa rozktady: potegowy (gdy a > 0), Pareto (gdy o < 0)
oraz wyktadniczy (gdy a = 0). Wiecej informacji i zastosowan uogdlnionych rozktadow
Pareto mozna znalezé np. w monografii [33].

Oczywiscie bedziemy stosowaé¢ wzory (3.6) i (3.7), a wiec konieczne jest wyznaczenie
projekcji Py f*,r przy uzyciu Stwierdzenia 3.1. Zatem cel tego podrozdziatu moze by¢
przeformutowany nastepujaco: chcemy znalezé rozktady W, dla ktorych potrafimy zbadaé
przebieg zmienno$ci funkcji f*’r, Ky oraz Lyy.

Najpierw rozwazmy funkcje f*,r. Stosujac wzor (2.3) tatwo przekonaé sie, ze jest ona
albo monotoniczna, albo rosnaca-malejaca, bez wzgledu na wyboér rozktadu W. Jednakze,
aby zapisa¢ drugg pochodng Z’ . W postaci analogicznej do (2.4), nalezy zalozy¢, ze W
jest funkcjg dwukrotnie rézniczkowalng na swoim nosniku oraz, ze spetlniony jest warunek

1 V_Vvy(?»c) — ¢ <1 KV/V(VJE()x))2

(3.12)

~

dla pewnej statej ¢ € R. Wtedy ;’fm jest liniowa kombinacja funkcji fi;, 1 < j < 7,
ze stalymi wspétezynnikami (podana we wzorze (3.13) ponizej), a wiec moze byé ona
analizowana przy uzyciu wlasnosci VDP. W przeciwnym razie, ¢ jest funkcja zmiennej z,
i wspotezynniki kombinacji nie sg statymi, lecz rowniez funkcjami. Niestety, na chwile
obecng nie sg znane metody badania takich kombinacji, i dlatego w dalszych rozwazaniach
ograniczamy sie do rozktadéw spetniajacych warunek (3.12). Z nastepnego lematu wynika,
ze sg to jedynie uogodlnione rozktady Pareto.

Lemat 3.5 ([A4], Lem. 2.1). Jezeli W jest dwukrotnie rézniczkowalng dystrybuantq takq,
ze W(0) = 0, i spetniajgcg warunek (3.12) dla pewnego ¢ € R, to W jest przeskalowanym
uogolnionym rozkladem Pareto, to znaczy W (x) = Wy (Ax), gdzie « = 1+ ¢, A > 0 jest
dowolng statq dodatniq oraz W, jest dane wzorem (3.11).

Przeanalizujmy teraz znaczenie warunku F' >, W,. Jest on rownowazny temu, ze funk-
cja W 1F jest wypukla na noéniku rozktadu F. Zatem, jezeli F' jest rozktadem absolutnie



M. BIENIEK 17

ciagltym o funkcji gestosci f, to warunek F' >, W, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po-

chodna

! -1
(W F) ) = (1-F»))" f©) =y

jest funkcja nierosnaca. Funkcja 7, jest nazywana uogoélniong intensywnoscig awarii roz-
ktadu F' wzgledem rozktadu W,. Zauwazmy, ze dla o = 0 funkcja vy9 = rp jest zwykta
intensywnoscia awarii okreslona wzorem (3.2). Dla ogélnego rozkladu W odpowiadajaca
funkcja vy, oznaczajaca uogdlniona intensywnos¢ awarii rozktadu F' wzgledem rozkla-
du W byla rozwazana juz w roku 1970 w pracy Barlowa i van Zweta [9]. Motywuje to
nastepujaca definicje.

Definicja 1. Dla ustalonego a € R okreslamy klase rozktadéw
DGFR(a) ={F : F »=. W,}.

Bedziemy czasami méwié, ze elementy klasy DGFR(«) maja malejaca uogdlniong inten-
SYywnos¢ awarii.

W pracach [9, 12] pokazano, ze w zastosowaniach praktycznych mozna estymowaé funk-
cj€ Ya, lub innymi stowy, mozna sprawdzi¢ czy (zwykle nieznany) rozktad F' jest elementem
klasy DGFR(«), czy tez nie.

Podsumowujac, na mocy Lematu 3.5, potrafimy wyznaczy¢ projekcje Py f*m (i w kon-
sekwencji warto$¢ oszacowania w nieréwnosci (3.6)) tylko w przypadku, gdy W = W,.
Ponadto, z elementarnych obliczen wynika, ze nalezy zatozy¢, ze a > —%, gdyz dystry-
buant W, powinna spelnia¢ warunek (3.4). Ustalmy wiec o« > —3 i niech f*m = [, Wa.
Wtedy

fA”ZT(x) = (1 _1&$)2 {aT—QfA*,T—Z(:B) + ar—lf*,r—l(x) + arf*7r($)}, (313)

gdzie wspotcezynniki a,_o, a,_1 i a, zalezg tylko od wartosci «, 7,1 oraz ~,.. Badajac zmia-
ny znaku pochodnej f;', przy uzyciu Wniosku 2.5, dochodzimy do konkluzji, ze rzutowana

funkcja f*,r spelia warunki (A), jesli r > 2 oraz albo 7, > 1, albo v, = 117,17 > 1+ .
Bedziemy uzywacé oznaczenia

ojr(a) = erl 1 .
IR gay a = U.

Postepujac analogicznie jak w przypadku klas DD i DFR otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3.6 ([A4], Thm. 3.1). Ustalmy o > —1, r > 2 oraz parametry v > ... >

Y. > 0 takie, ze v, > 1, lub v, = 1 ¢ 7.1 > 1+ «a. Niech x" bedzie r-tg uogolniong
statystykq porzadkowq z parametrami i, ..., z rozkladu F € DGFR(«) o skonczonej
$redniej pu € R i wariancji 0.

Jezeli oy () < 115, to EX" < p.

Jezeli p%a < oy(a) < to

2
1+2a”

Ex" —
g

< Braly) = VIT 20 {(1 +a)or, () - 1},

a rownosé zachodzi dla odpowiednio przesunietego i przeskalowanego uogolnionego rozkladu
Pareto W,.
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2
1+2a’

EX" —p
g

Jezeli natomiast oy (o) > to

<B= Broz(’)/)a

)

gdzie

B2 :/Oy (f*,r(:p))Qwa(x) dx + (f*7r(y*))2 (1- ozy*)l/o‘
+ 2& A (y) fun () (1 — )T
. *1)2 £\ 2+1/a
e M e

oraz y* jest nagmniejszym dodatnim rozwigzaniem réwnania Ly, (y*) = 0.

Intuicyjnie wydaje si¢ dos¢ oczywiste, ze zastosowanie metody projekcji w potaczeniu
jedynie z wtasnoscia VDP do wyznaczenia optymalnych oszacowan dla (3.1) jest mozliwe
tylko w przypadku, gdy W = W,. Jednakze formalny dowod tego stwierdzenia jest raczej
niemozliwy, gdyz wymagalby m.in. udowodnienia, ze jesli ¢ we wzorze (3.12) nie jest stala,
to wyznaczenie zmian znaku drugiej pochodnej Ajfﬂ, jest niemozliwe. Z drugiej strony,
powyzsze stwierdzenie nie wyklucza mozliwosci zastosowania pewnych nowych metod do
rozszerzenia powyzszych wynikow na przypadek, gdy W # W, dla a € R.

4. OSZACOWANIA DLA ROZNIC UOGOLNIONYCH STATYSTYK PORZADKOWYCH

W tym rozdziale oméwimy wynik pracy [A5]. Bedziemy rozwazaé réznice uogélnionych
statystyk porzadkowych, oznaczane przez

D,,=X® — x)

* * )

1<r<s.

Doktadniej mowiac, wyznaczymy gorne optymalne oszacowania dla wartosci oczekiwanych
ED, s, wyrazone w réznych jednostkach skali. W kontekscie teorii niezawodnosci, réznica
D, s opisuje czas pomigdzy r-tym i s-tym uszkodzeniem w systemie. W kontekscie modeli
wartosci rekordowych, réznice opisuja przyrosty wartosci rekordow.

Dla dowolnej dystrybuanty F' oznaczmy

1 » 1/p
o, = (/0 ’F‘l(x)—p‘ dm) , 1<p<oo, (4.1)

, (4.2)

00 = sup |F 7 (x) = p
0<Lz<1
gdzie pu oznacza $rednig rozktadu F dang wzorem pu = [ F~'(x)dz. Ponadto, dla dowol-
nego rozktadu czasu zycia F' (tzn. dystrybuanty F' o no$niku na dodatniej pétosi [0, 00))
oznaczmy

[y = (/01 (F (@) dx)l/p, 1<p< oo, (4.3)
oo = F71(17). (4.4)

Zatem, ob, 1 < p < 00, jest absolutnym momentem centralnym rzedu p rozkladu F, a ub,
1 < p < o0, jest zwyklym momentem rzedu p rozkladu F' na pélosi [0, 00). Oczywiscie
w tym przypadku mamy p; = p.

Przypomnijmy, ze £2 = £2([0, 1]) oznacza przestrzeii Hilberta funkeji f : [0, 1] — R cal-
kowalnych z kwadratem na przedziale [0, 1], z iloczynem skalarnym ( f, g) oraz norma || f||2.
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Wtedy zbiory
C={g e L?: g jest funkcja niemalejaca}, (4.5)
Ct={geC:g(0)=0}

sa domknietymi stozkami wypuktymi w przestrzeni £2. W celu wyznaczenia optymalnych
oszacowan dla E'D, ; nalezy wyznaczy¢ projekcje funkeji

hys(z) = fos(z) = fir(x), 2€(0,1),

czyli roznicy pomiedzy odpowiednimi gestosciami uogdlnionych statystyk porzadkowych
z rozkladu jednostajnego, na stozki C oraz C*.

Najpierw konieczne jest zbadanie monotonicznosci funkcji h, 5. Zauwazmy, ze na mocy
wlasnosci VDP, kazda z funkcji h,, ma doktadnie jedno miejsce zerowe 6 = 0(r,s,~y)
w przedziale (0,1). Stosujac wzér (2.3) mozemy zapisa¢ pochodna h; ; jako kombinacje
liniows funkcji f. 1,..., fis, a nastepnie bada¢ zmiany jej znaku stosujac Twierdzenia 2.1,
2.2 oraz 2.3. W Twierdzeniu 2.1 pracy [A5] opisano zmiany monotonicznosci funkeji b,
ktore w wiekszosci przypadkéw sa malejace-rosnace-malejace.

4.1. Ogodlne rozklady. W tym podrozdziale zajmiemy sie wyznaczeniem goérnych osza-
cowan dla réznic D, s, optymalnych w klasie rozkladéw ze skoniczonym momentem abso-
lutnym rzedu p.
Niech Ph, s oznacza rzut funkcji h, , na stozek C. Dla 1 < p < oo mamy
EDrs  po

;TS

= ||Phys — g (4.6)

Op

dla odpowiednio wybranej statej ¢* € R, przy czym 1/p+ 1/q = 1. Oszacowanie to jest
osiggniecte dla rozktadu F' spetniajacego warunek

F~Yz)—p (Phns(az) -
Tp [ Phrs — c*[lq

a/p
) sgn (Ph,s(z) —c*). (4.7)

Na mocy Twierdzenia 1 z pracy Moriguti [40] (zob. takze [52, Przyktad 3]) rzutem
Ph dowolnej funkcji & : [0,1] — R na stozek C, jest pochodna prawostronna najwigkszej
wypuktej minoranty H funkcji pierwotnej H dla funkcji h. Dla 1 < r < s niech

H,(z) = /Ox heo(u)du, 0<z<1,

oznacza funkcje pierwotng funkcji A, ,. Skoro znamy juz wlasnosci monotonicznosci tej
ostatniej funkcji, to potrafimy réwniez opisa¢ przedziaty wypuktosci i wklestosci funk-
cji H, 5. W ten sposoéb wyznaczamy posta¢ projekcji Ph,. s, ktéra jest opisana szczegdétowo
w Lemacie 3.1 z pracy [A5].

Nastepnie, znajac juz projekcje an = Ph, s, z robwnania (4.6) mozemy wyznaczy¢ war-
tosci oszacowan Bg’%s, 1 < p < o00. Sg one wyrazone w terminach pomocniczych liczb

a* € (0,0) oraz B* € (0,1), bedacych jedynymi rozwigzaniami réwnan odpowiednio
H, (o) = ah,s(a),
H,.4(8) = (8 = 1)hes(5).
Dla 1 < p < oo gltéwnym wynikiem pracy [A5] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 ([A5], Thm. 3.1). Zaléimy, ze F jest dystrybuantq takq, ze F~' € LP
dla pewnego p € (1,00). Dla 1 <r < s mamy

B£,2,s = H}_Lr,s — hrs(27) |4
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gdzie * € (o, %) jest jedynym rozwigzaniem réwnania

@ (hra(2) = hys(0*))7™" + /a " (@) = ()™ du

= [ ) = ) (1= ) (s 5) = ()"
wzgledem x.

Szczegdltowa postaé rozktadu F', dla ktérego powyzsze oszacowanie jest osiggniete moze
by¢ wyznaczona z rownania (4.7), i zostala ona opisana w Twierdzeniu 3.1 w pracy [A5].

Oszacowania dla E'D, ; wyrazone w jednostkach skali 0y oraz o, zostaly przedstawione
w Twierdzeniach 3.2 i 3.3 w pracy [A5]. Mianowicie, w przypadku gdy p = 1, jezeli
2<r<soraz vy.s > 1, to

B, = 2 (hea(5) — hosla)),

a rownos¢ jest osiggnieta dla pewnego rozktadu trzypunktowego. Dla p = oo

—hys(a®),  jezeli a* > %,

Bx(«???,)s = hr,8<5*>7 Jezell ﬂ* < %’
- 2Hr,s (%) s Jezeh o < % < ﬁ*
Oszacowania te sg osiggane dla pewnych rozktadéw dwupunktowych.

Uwaga 3. Podstawiajac v; =n — j+ 1, 1 < j < n, otrzymujemy wyniki pracy [18] doty-
czace roznic statystyk porzadkowych. Natomiast ktadac v; = k, 1 < j < n, otrzymujemy
rezultaty pracy [19] dla réznic k-tych wartosci rekordowych.

4.2. Rozklady czasu zycia. W tym podrozdziale przedstawimy optymalne oszacowa-
nia dla wartosci oczekiwanych réznic uogélnionych statystyk porzadkowych z rozktadow
skupionych na dodatniej po6tosi [0, 00). W przeciwienstwie do wynikéw poprzedniego pod-
rozdziatu, oszacowania w tym podrozdziale wyrazone sg w jednostkach p, okreslonych
rownosciami (4.3) i (4.4).

Niech P*h, ¢ oznacza projekcje funkeji h,. s na stozek C*. Dla 1 < p < 0o mamy

EDrs )

» R
gdzie 1/p+ 1/q = 1. Rownosé zachodzi dla rozktadu F' na [0, 00) takiego, ze
F(z) (P*hm(x)>q/p
Hp [P* R s g ‘

Najpierw wyznaczymy projekcje Pth,. ; funkeji h, s na stozek C*. Na mocy Lematu 4.1
w pracy [A5], P*h, , pokrywa si¢ z rzutem funkcji o, = max(h,.s, 0) na stozek C. Stosujac
ten wynik oraz nieréwnosé¢ (4.8), dowodzimy Twierdzen 4.1, 4.2 i 4.3 z pracy [A5], ktore
dotycza odpowiednio przypadkéw 1 < p < oo, p =1 oraz p = oo.

Twierdzenie 4.2 ([A5]). Dia1 < p < o0

= ([P Bl (4.8)

1/q

Cce, = ( /9 i (hps(2))? da + (1 — 6*)(hr,s(6*>)q> :

(przy czym % =1 jesli y1.5 < 1). Ponadto, dla p =1 mamy
C(l) - hr,s(ﬁ*)a

a dla p = oo mamy
Cl) = —H, (0).

*,7,8
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Uwaga 4. Podstawiajac p = 1 oraz v; = n —j + 1, 1 < j < n, dostajemy inny do-
wod Twierdzenia 3.2 z pracy [44], gdzie wyznaczone zostaly oszacowania réznic statystyk
porzadkowych dla rozkltadéw czasu zycia o skonczonej $redniej.

5. OSZACOWANIA DLA SPACJI UOGOLNIONYCH STATYSTYK PORZADKOWYCH
7Z ROZKLADOW KLAS DD 1 DFR

W tym rozdziale oméwimy wyniki prac [A6] oraz [A7] dotyczace optymalnych oszacowan
spacji, czyli r6znic dwu kolejnych uogélnionych statystyk porzadkowych

D =X+ _ x>

W kontekscie modeli teorii niezawodnosci spacje opisujg czas do kolejnej awarii w sys-
temie, jesli wiadomo, ze wtlasnie nastagpita jakas awaria. W kontekscie modeli wartosci
rekordowych spacje oznaczaja przyrosty pomiedzy kolejnymi rekordami. Na przyktad zna-
jac poziom rzeki powodujacy ostatnia powddz, mozemy szacowaé jaki bedzie najblizszy
poziom rzeki, ktéry spowodowalby jeszcze wieksza powddz. Optymalne oszacowania dla
ED!"” dla rozktadéw ze skonczong wariancjg sa opisane w Twierdzeniu 4.1 po podstawie-
niu p = 2 oraz s = r + 1. W tym rozdziale podamy oszacowania optymalne w klasach
rozktadow DD i DFR.

W tym celu dla ustalonej dystrybuanty W : [0,d) — R rozwazamy ponownie rodzine
rozkladow Fy okreslona w réwnaniu (3.3) oraz stozek wypukty Cy okreslony réwna-
niem (3.5). Przypomnijmy, ze Py oznacza operator rzutowania na stozek Cy . Kladac
ho() = fupir(z) = fur(x), oraz hy(z) = h,W(z), na mocy metody projekcji otrzymujemy
nier6wnos¢é

EDY

< C’T‘,W(’Y) = HPWiLT w’

ktora jest optymalna w klasie Fy,. Jest ona osiggnicta dla rozktadu F' € Fy takiego, ze
F7'W(z) —p  Pwh.(x)
g OT,W(7) '
Przypomnimy teraz krétko ogdlne wyniki z pracy [22], dotyczace wyznaczenia projekcji
na stozek Cy dla funkcji h spelniajacych warunki (B) opisane ponizej. Funkcje h,., r > 1,

spetniaja warunki (B) dla W = U lub W = V| co wykazemy nieco pézniej.
Niech W bedzie dowolna dystrybuanta o nosniku na przedziale [0,d), gdzie d < +o0,
= 0.

o gestosci w = W’. Zakladamy réwniez, ze spelniony jest warunek (3.4) dla a
Rozwazamy funkcje h : [0, d) — R spelniajace nastepujace warunki:

(5.1)

(B) funkcja h jest ograniczona, dwukrotnie rézniczkowalna, h(0) = 0,

d
lim h(z) >0 oraz / h(z)w(z) dx = 0;
0

z—d~

ponadto istnieja a, b oraz ¢ takie, ze 0 < a < b < ¢ < d oraz funkcja h jest

malejaca na przedziale (0, a), rosnaca i wypukta na (a,b), rosnaca i wklesta

na (b, ¢), oraz malejaca na (c, d).
Oczywiscie, kazda taka funkcja h ma doktadnie jedno miejsce zerowe 6 € (a,c). Dla
ustalonej funkeji h spetniajacej warunki (B) rozwazamy ponownie pomocnicze funkcje A,
Kyw oraz Ly okreslone wzorami (3.8), (3.9) oraz (3.10). Zachowanie tych funkcji wyznacza
projekcje Py h w nastepujacy sposob.

Stwierdzenie 5.1 ([22]). Zalézmy, ze o* € (a,0) oznacza jedyne rozwigzanie réwnania

/0 * h(z)w(z) de = W(a)h(a).
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Jezeli zbior IK = {0 € (a*,b] : Ky (5) = 0 oraz Ly (B) = 0} jest niepusty oraz * = sup K
i M= \(8), to

h(a®), 0<z<ar
Pywh(z) = < h(z), o <z <
h(5*) + Mz — B7), §* <z <d.

W przeciwnym razie, projekcja Py h jest jednoznacznie wyznaczong funkcjq cigglq, ktora
jest najpierw stata, a nastepnie lintowa i $cisle rosngca.

5.1. Rozklady klasy DD. W tym podrozdziale rozwazymy oszacowania na ED) opty-

malne w klasie rozktadéw DD. Musimy wi¢c wyznaczy¢ projekcje Pyh, s przy uzyciu
Stwierdzenia 5.1. Réwnania (2.3) oraz (2.4) implikuja, ze funkcje h,, h, oraz h! moga
by¢ zapisane jako kombinacje liniowe gestosci fi1, ..., fir, frr+1, @ Wigc ich zmiany zna-
ku moga by¢ badane przy zastosowaniu wlasnosci VDP (Twierdzenia 2.1, 2.2 oraz 2.3).

Lemat 4.2 z pracy [A6] pokazuje, ze funkcje h, spelniaja warunki (B) jesli r > 2 oraz albo

) w pozostaltych przypadkach

Va1 > 1, albo y101 = 11 ¥9,.41 > 2. Oszacowania na Efo
sa omowione w sekcji 5 pracy [A6].

Nastepnie, szczegdtowe obliczenia pokazuja, ze funkcje A\, Ky i Ly rowniez moga by¢
przedstawione jako odpowiednie kombinacje liniowe funkcji f.1,..., fi,+1, @ wigc poste-
pujac podobnie jak w podrozdziale 3.1, przy czym tym razem stosujac Stwierdzenie 5.1

zamiast Stwierdzenia 3.1, dowodzimy gltéwny wynik pracy [A6].

Twierdzenie 5.2 ([A6], Thm. 5.1). Ustalmy r > 2 oraz parametry vi, ..., Ve, Yre1 > 0
takie, ze yi.,41 > 1 lub y1.001 = 1 % Youq1 > 2. Niech kar) oznacza spacje uogolnionych
statystyk porzgdkowych x5 x parametramsi Yi, ..., Ve, Vea1 2 102ktadu F € DD
o $redniej p € R 4 skoriczonej wariancji 0.

Niech o* bedzie jedynym rozwigzaniem rownania

f*,r+1(a) = CW-E’Y_;E_@ f*m(a)

w przedziale (a,0). Niech v* oznacza jedyne miejsce zerowe funkcji Ky w przedziale (0, b)
oraz niech B3* bedzie jedynym miejscem zerowym funkcji Ly w przedziale (o, v*).

Jezeli spetniony jest warunek

Ky(a®) >0 oraz Ly(a®) <0< Ly(vY), (5.2)
to ")
ED*T
——<B= Bu(v) (5.3)
gdzie
ﬂ*

(he())” da+ (1 = 37) (he(57))°

2
P B () + )

oraz A = \(03%).

Jezeli natomiast warunek (5.2) nie zachodzi, to
EDY f., 1423 - 3p2
o V3 3
gdzie B € [0, ) jest najmniejszym rozwigzaniem réwnania

g T+l o 1 B 30+1 _
S0+ (5~ gt ) o9 =0
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Rozktady, dla ktérych oszacowania (5.3) 1 (5.4) sa osiagniete sg $cisle wyznaczone przez
rownanie (5.1).

Uwaga 5. Podstawiajac v; = n —j+1,dlal < j <r+ 1, z Twierdzenia 5.2 otrzymu-
jemy wyniki pracy [22] dotyczace spacji statystyk porzadkowych z rozktadéw klasy DD.
Natomiast kladac v; = k, 1 < j < r+ 1, otrzymamy wyniki pracy [20] dotyczace spacji
k-tych wartosci rekordowych.

5.2. Rozklady klasy DFR. W tym podrozdziale wyznaczymy oszacowania dla EDY),

optymalne w klasie rozkltadéw DFR. Musimy wiec wyznaczy¢ projekcje Pyh, funkcji h, =
h,.V na stozek Cy. Szczegdtowe obliczenia i kolejne zastosowanie Wniosku 2.5 dowodza
Lemat 4.2 z pracy [A7], ktéry méwi, ze funkecja h, spelia warunki (B) jezeli r > 2 oraz
albo v1..41 > 1, albo v1.,01 = 1 < 7v9..41. Oszacowania w pozostatych przypadkach zostaty
wyznaczone w sekcji 5 pracy [A7].

Postepujac jak w poprzednim podrozdziale dowodzimy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 5.3 ([A7], Thm. 5.1). Ustalmy r > 2 oraz parametry vi,...,Yr, Yr41 > 0
takie, Ze yipq1 > 1 lub y101 = 1 < 7o001. Niech D" oznacza spacje uogolnionych
statystyk porzqdkowych XU oraz X 2 parametramsi Yi, ..., Yr, Yri1 2 T0zktadu F €
DFR. o sredniej u € R i skoriczonej wariancji o?.

Niech o* bedzie jedynym rozwigzania réwnania

R ’Yr-i—l(l — e—a) £
f*,r @) = f*,r Q
w przedziale (a,0). Niech v* oznacza jedyne miejsce zerowe funkcji Ky w przedziale (0,b),
a f* — jedyne miejsce zerowe funkcji Ly w przedziale (0,v*).
Jezeli zachodzi warunek

Ky(a®) >0 oraz Ly(a®) <0< Ly(v"), (5.5)
to
ED!"
<C:= Cr(’y)
o
gdzie

C?=(1—e) (/QT(a*>)2 + /a 6 (Br(x))ze*w dz
e L (n(5)° + 22008 + 202},

oraz A = \(0%).
Jezeli natomiast warunek (5.5) nie jest spelniony, to

~

EDS“) < eiﬁf*,r-&—l (ﬁ)

o ’77“-1—1(1 - e_ﬁ)

gdzie B € [0, ) jest najmniejszym rozwigzaniem réwnania

LA (A 1_27r+1_<1—’}/r+1>e_ﬂA B
jZ::l ?]f*,](ﬂ) + 7T+1(1 — e*ﬂ) f*,r+1(5) =0.

Uwaga 6. Twierdzenie powyzsze jest uogélnieniem zaréwno Twierdzenia 3 z pracy [22],
dotyczacego statystyk porzadkowych, jak réwniez Twierdzenia 8 z pracy [20], dotyczacego
przypadku k-tych wartosci rekordowych.
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Uwaga 7. Dla spacji uogélnionych statystyk porzadkowych mozna udowodni¢ wyniki ana-

logiczne do rezultatéw pracy [A4] omdéwionych w podrozdziale 3.3. To znaczy, optymalne

)

oszacowania dla FD{ moga by¢ wyznaczone dla rozktadow F' € DGFR(«) dla pewnego

a > —%. Mozna wtedy pokazaé, ze funkcja h, = h,W, spelnia warunki (B), a wartosci
oszacowan wyznacza sie taka samg metoda jak w przypadku rozktadéow klas DD i DFR.

6. OPTYMALNE SZACOWANIA OBCIAZENIA QUASI-ROZSTEPOW Z PROBY

Praca [A8] (jak réwniez prace [C7, C8, C9, C10], zob. str. 27) jest poswiecona na-

stepujacemu ogdélnemu zagadnieniu. Rozwazmy uogdlnione statystyki porzadkowe Xiz),
1 < i < n, z parametrami 7, . .., Vn, Z dowolnego rozkladu F o éredniej p i wariancji 0.
Dla dowolnego skonczonego ciagu cq,...,c, liczb nieujemnych takiego, ze >, ¢; = 1 roz-
wazamy tzw. L—statystyke postaci Y, CiXiz) jako estymator nieznanej wartosci p. Naszym

celem jest badanie obcigzenia
E (Z X~ u)
i=1

tej estymacji. Doktadnie mowigc, przy uzyciu metody projekcji wyznaczymy optymalne
goérne i dolne oszacowania dla tego obcigzenia, wyrazone w roznych jednostkach skali oy,
1 < p < o0, zdefiniowanych w rownaniach (4.1) i (4.2).

W pracy [A8] rozwazamy ten problem w szczegblnym przypadku statystyk porzadko-
wych X;.,, 1 < i < n, oraz dla wybranej L-statystyki nazywanej quasi-rozstepem z proby

1
Mr,s:n = 5 (Xr:n + Xs:n) ) I<r<s<n.

Statystyki takie sa omawiane m.in. w monografiach [1] oraz [23]. Jednym z najwazniej-
szych przyktadéw quasi-rozstepu jest mediana probkowa dla prob parzystego rozmiaru.
Gléwnym powodem rozwazania L-statystyk jest to, ze $rednia z préby X, chociaz jest
nieobcigzonym estymatorem sredniej p, to jest bardzo wrazliwa na obserwacje odstajace
(ang. outliers). Zatem wazne jest zbadanie wplywu usuniecia takich obserwacji z proby
na obciazenie roznych L-statystyk. Z drugiej strony, quasi-rozstepy sa przyktadami “szyb-
kich” estymatorow sredniej, gdyz wymagaja znajomosci wartosci jedynie dwu statystyk
porzadkowych.

W przypadku zwyktych statystyk porzadkowych, ogélna procedura wyznaczania opty-
malnych oszacowan na wartosci oczekiwane L-statystyk postaci >, ¢; X;., zostata podana
przez Rychlika [51]. Mianowicie, dla danego ciggu wspdtezynnikow ¢ = (cq, .. ., ¢,), okre-

slamy
n

fc:n(x) - Zcifi:n(x)a T e (Ou ]-)7
i=1
oraz niech f.., oznacza projekcje funkcji fe., na stozek C funkcji niemalejacych na prze-
dziale [0, 1] okreslony réownoscia (4.5). Twierdzenie 7 pracy [51] stwierdza, Ze ograniczenie

E (Z CiXim — M) < Op
=1

dla ¢ = p/(p—1) oraz odpowiednio wybranej statej c,, jest optymalne w klasie wszystkich
rozktadéw ze skonczonym momentem rzedu p.

Oczywiscie projekcja fe.n, UZywana we wzorze (6.1), jest wyznaczona przy uzyciu meto-
dy najwiekszych wypuklych minorant, opisanej w podrozdziale 4.1. W konkretnych przy-
padkach L-statystyk podejécie to jest czesto malo efektywne, gdyz wymaga doktadnej
znajomosci przebiegu zmiennosci rzutowanej funkcji fe.,. Przebieg ten z kolei wyznacza
sie przy uzyciu wlasnosci VDP dla wielomianéw Bernsteina podanej w Twierdzeniu 1.1.

fc:n - Cq‘

: (6.1)

q
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Niestety, poza przypadkiem gdy funkcja fe., jest jednomodalna (a wiec ma tylko jedno
maksimum lokalne), podejscie to daje zbyt malo informacji, aby wyznaczyé odpowia-
dajaca najwieksza wypukla minorante. Dlatego w ogdlnoéci wyznaczenie projekcji fen
jest czesto wymagajacym zadaniem. Jednakze, w przypadku quasi-rozstepéw rzutowane
funkcje ¢ spetniajg nastepujace warunki:

(C) ¢ :]0,1] — [0,00) jest funkcja ciagla i taka, ze p(0) = ¢(1) = 0 oraz

albo istnieje 0; € (0, 1) takie, ze ¢ jest funkcja rosnaca na przedziale (0, ;)

i malejaca na (6, 1), albo istnieja 0 < 0; < 05 < 63 < 1 takie, ze funkcja ¢

rosnie na przedziatach (0,6;) i (62, 03), a maleje na (01,0,) i (03,1).

Kréotko mowige, rzutowane funkcje ¢ sg albo jednomodalne, albo dwumodalne i czesto
nie mozna stwierdzi¢ analitycznie, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia. Pomimo to
dla funkcji speliajacych warunki (C) zawsze mozna jednoznacznie wyznaczy¢ efektywnie
odpowiadajace projekcje na stozek C.

Oryginalnym pomystem w pracy [A8] byto okreslenie dwu pomocniczych funkeji

g(@) = d(x) — (1 —z)p(x) — 1, (6.2)
1 -9(x)
 1—=x

h(x) : (6.3)

gdzie

dla 0 < = < 1, a nastepnie zbadanie ich wzajemnych relacji. Dla funkcji ¢ spetniajacych
warunki (C), na mocy Lematu 3.1 z pracy [A8], odpowiadajaca funkcja g ma albo jedno,
albo trzy miejsca zerowe w przedziale (0,1), a funkcje g i h wyznaczaja szukana projekcje
@ na stozek C w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 6.1 ([A8]). Zalézmy, ze funkcja ¢ spetnia warunki (C). Jezeli zachodzi
jeden z warunkow

e g ma dokladnie jedno miejsce zerowe ay lezgce w przedziale (0,67),
e g ma trzy miejsca zerowe oy < ag < ag w przedziale (0,1) oraz h(ay) > h(as),
to projekcja @ jest postaci

(1) = {gp(u), dla 0 < u < oy, (6.4)

(o), dlaa; <u<l.

W przeciwnym razie, a wiec jezeli zachodzi jeden z warunkow

e g ma dokladnie jedno miejsce zerowe ag lezgce w przedziale (61, 1),
e g ma trzy miejsca zerowe ay < ag < az w przedziale (0,1) oraz h(ay) < h(as),

projekcja @ jest postaci

o(u), dla0<u<pfluby<u<a;,
P(u) = @(B), dlaf<u<r, (6.5)

gdzie para liczb (3,7) jest jedynym rozwigzaniem ukladu réwnan

P(v) — 2(B)
————— =) =)
v—=8
Zauwazmy, ze jesli funkcja ¢ jest jednomodalna, to jej projekcja jest postaci (6.4).
Jednakze mozliwy jest takze przypadek, gdy ¢ jest dwumodalna, a jej projekcja jest
rowniez postaci (6.4).
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Skoro projekcja funkcji fe., zostala wyznaczona, to dzigki réwnosci (6.1) obliczenie
warto$ci gornych oszacowan, oraz okreslenie rozktadow, dla ktorych zachodzi réwnosc,
jest bardzo tatwe. Scisle méwiac, dla ustalonej wartosci 1 < p < 0o, oznaczmy

Bﬁi)n — sup EMr,s:n ﬂ7
Op
gdzie kres gérny wziety jest po klasie wszystkich rozktadéw F' ze skonczonym p-tym mo-
mentem o,. Twierdzenia 5.1, 5.2 1 5.3 z pracy [A8] zawieraja doktadne wartosci oszacowan
odpowiednio Bﬁ?zn, Bﬁ}s):n oraz Bﬁ";’}l Ponadto, wartosci dolnych oszacowan moga by¢ ta-
two wywnioskowane ze znajomosci wartosci odpowiednich oszacowan goérnych. Zamiast
przytaczania $cistych sformutowan tych wynikow, przedstawimy tylko Tabele 1, ktora za-
wiera numerycznie wyznaczone przyktadowe wartosci gornych oszacowan Bﬁ?s):m dla prob

rozmiaru n = 10. Analogiczne tabele moga by¢ wyznaczone dla innych wartosci n lub p.

TABELA 1. Optymalne oszacowania gorne Bﬁi):m, 1 <r<s <10, wjed-
nostkach skali odchylenia standardowego 5.

s=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r=1 0 0 0 0 0 0 0 0.0413 0.3026 0.8246
2 0.0626 0.0890 0.0914 0.0915 0.0915 0.0915 0.0971 0.3101 0.8263
3 0.1848 0.2219 0.2315 0.2331 0.2333 0.2333 0.3533 0.8370
4 0.3074 0.3502 0.3668 0.3715 0.3723 0.4280 0.8580
5 0.4336 0.4830 0.5072 0.5166 0.3859 0.8916
6 0.5717 0.6312 0.6660 0.6852 0.9461
7 0.7340 0.8115 0.8664 1.0430
8 0.9445 1.0610 1.2220
9 1.2680 1.5260
10 2.0650

Szczegotowa analiza wartosci podanych w tabeli pokazuje, ze najmniejsze obustronne
obciazenie otrzymujemy gdy r ~ n/4 oraz s ~ 3n/4. Jest to zgodne z intuicja méwia-
cg, ze gdy wartosci r i s sg zbyt bliskie sobie, to quasi-rozstep M, ,,, ma tendencje do
podnoszenia wagi wartosci centralnych w probie, a pomija zbyt duzo informacji zawartej
w informacjach odstajacych. Z drugiej strony, jezeli wartosci r i s sg zbyt odlegte, to M, s.,
koncentruje sie zbytnio na wartosciach odstajacych, a nie centralnych. Niestety powyzsze
stwierdzenie nie moze by¢ Scisle sformutowane, ani tym bardziej dowiedzione z uwagi na
bardzo skomplikowang zaleznos¢ wartosci oszacowan Bﬁf’;):n od wartosci r, s oraz n.

Wyniki pracy [A8], zwlaszcza powyzsze Twierdzenie 6.1, stanowia pierwszy krok przy
wyznaczaniu optymalnych oszacowan dla obcigzenia réznych L-statystyk dla rozktadow
z ograniczonych rodzin, jak np. klas DD lub DFR. Wymaga to rzutowania funkcji dwu-
modalnych spehiajacych warunki (C) na stozek funkcji niemalejacych oraz wypukiych,
i bedzie to jednym z tematéw mojej przysztej pracy badawcze;j.
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7. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

Moje pozostate osiggniecia naukowe stanowi 19 artykuléw naukowych.

PRACE OPUBLIKOWANE PRZED UZYSKANIEM TYTULU DOKTORA

[B1] M. BIENIEK, D. SZYNAL, Limiting distributions of differences and quotients of successive k-th upper
and lower record values, Probab. Math. Statist., 20 (2000), pp. 189-202.

[B2] M. BIENIEK, D. SZYNAL, Limiting distributions of differences between some generalized order sta-
tistics, Demonstratio Math., 34 (2001), pp. 305-314.

[B3] M. BIENIEK, D. SZYNAL, Recurrence relations for distribution functions and moments of kth record
values, J. Math. Sci. (N.Y.), 111 (2002), pp. 3511-3519.

[B4] M. BIENIEK, D. SzYNAL, Characterizations of distributions via linearity of regression of generalized
order statistics, Metrika, 58 (2003), pp. 259-271.

[B5] M. BIENIEK, D. SZYNAL, Limit distributions of differences and quotients of non-adjacent k-th record
values, Probab. Math. Statist., 23 (2003), pp. 19-38.

[B6] M. BIENIEK, D. SZYNAL, Characterizations based on k-th upper and lower record values, Demon-
stratio Math., 37 (2004), pp. 463-473.

[B7] M. BIENIEK, D. SZYNAL, On the fractional record values, Probab. Math. Statist., 24 (2004), pp. 27—
46.

[B8] M. BIENIEK, D. SzZYNAL, On recurrence relations for expectations of functions of some ordered
variates, J. Math. Sci. (N. Y.), 131 (2005), pp. 5600-5605.

PRACE OPUBLIKOWANE PO UZYSKANIU TYTULU DOKTORA

[C1] M. BIENIEK, M. BIENIEK, D. SZYNAL, Bounds on the bias of approzimation of fractional record
values, Probab. Math. Statist., 25 (2005), pp. 197-210.

[C2] M. BIENIEK, On characterizations of distributions by regression of adjacent generalized order stati-
stics, Metrika, 66 (2007), pp. 233-242.

[C3] M. BIENIEK, A note on characterizations of distributions by regressions of non-adjacent generalized
order statistics, Aust. N. Z. J. Stat., 51 (2009), pp. 89-99.

[C4] M. BIENIEK, K. BURDZY, S. FINCH, Non-extinction of a Fleming-Viot particle model, Probab.
Theory Related Fields, 153 (2012), pp. 293-332.

[C5] M. BIENIEK, K. BURDZY, S. PAL, Extinction of Fleming-Viot-type particle systems with strong
drift, Electron. J. Probab., 17 (2012), pp. 1-15.

[C6] M. BIENIEK, D. SZYNAL, On the bias of estimators based on fractional record values, J. Math. Sci.
(N.Y.), 191 (2013), pp. 518-525.

[C7] M. BIENIEK, Sharp bounds on the bias of trimean, Statistical Papers, (2014).
doi:10.1007/s00362-014-0641-3.

[C8] M. BIENIEK, Comparison of the bias of trimmed and Winsorized means, Comm. Statist. Theory
Methods, (2014), praca przyjeta do druku.

[C9] M. BIENIEK, Optimal evaluations for the bias of trimmed means of k-th record values, Metrika, 78
(2015), pp. 437-460.

[C10] M. BIENIEK, Sharp bounds for the bias of trimmed means of progressively censored order statistics,
Probab. Math. Statist., (2015), praca przyjeta do druku.

[C11] M. BIENIEK, K. BURDZY, The distribution of the spine of a Fleming-Viot type process, praca
przestana do druku, 2015.

Powyzsze artykuty sa poswiecone nastepujacym szesciu tematom badawczym:

. graniczne rozktady réznic uogélnionych statystyk porzadkowych ([B1, B2, B5]);

. relacje rekurencyjne na momenty uporzadkowanych zmiennych losowych ([B3, BS]);

. utamkowe wartosci rekordowe i ich whasnosci ([B7, C1, C6));

. charakteryzacje rozktadéw prawdopodobienistwa przez funkcje regresji uogélnionych
statystyk porzadkowych ([B4, B6, C2, C3));

5. problem istnienia procesu typu Fleminga-Viota oraz badanie jego wtasnosci ([C4, C5,

C11]);
6. optymalne oszacowania obciazenia wybranych L-statystyk ([C7, C8]) oraz ucietych
$rednich uogélnionych statystyk porzadkowych ([C9, C10]).

=~ W N =
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Kolejne podrozdziaty zawieraja opis wynikow uzyskanych w kazdym z tych tematow.

7.1. Rozklady graniczne réznic uogélnionych statystyk porzadkowych. Rozwaz-
e : (1) (n) : :
my uogolnione statystyki porzadkowe V.7’ ... V.’ z parametrami vi,...,7, ze stan

dardowego rozkladu wyktadniczego V(z) = 1 — e ™, & > 0. Znany jest fakt, ze jezeli
oznaczymy RV = ’ylV*(l) oraz
RO = (VO - VED) 1<i<n,

to zmienne losowe R\, ..., R™ s3 niezalezne oraz maja jednakowy rozktad V' (zob. np. [35],
Tw. 3.10). Zatem dla ustalonych 1 < r < s < n, zmienna losowa

R.,= Y RV

i=r+1

ma odpowiedni rozktad gamma. Powstaje wiec pytanie o to, jaki jest rozktad zmiennej
R, s dla uogélnionych statystyk porzadkowych z dowolnego rozktadu F'.

W pracach [B1] oraz [B5] problem ten zostal rozwazony w kontekscie k-tych (gérnych)
wartoéci rekordowych Y *) n > 1. Problem ten mozna rozwazaé¢ réwniez dla tzw. k-
tych dolnych wartosci rekordowych ZT(Lk), n > 1, zdefiniowanych przez Pawlasa i Szynala
w pracy [45]. W 1985 roku Gajek [26] udowodnil, ze dla doé¢ szerokiej klasy rozktadéw F

obserwacji, dla kazdego ustalonego n > 1 ciag k(Yﬁf)l — Y;(k)), k > 1, jest stabo zbiezny
gdy k — oo do odpowiedniej zmiennej losowej o rozktadzie wyktadniczym z parametrem

zaleznym od wyjéciowego rozktadu F'. Praca ta byta gldéwng motywacja do powstania

pracy [Bl], w ktorej udowodniono, ze ciag k(Zﬁk) — Zr(i)l), k > 1, ma réwniez wyktad-

niczy rozktad graniczny. Ponadto, dla kazdego ustalonego k > 1 ciagi {Rﬁk), r > 1} oraz
{Q&k), r > 1}, gdzie

(k) k)
R® =y (YT(J,;; - 1) , QW =r (Zzgk) - 1) )
Y;" Zr+1

rowniez stabo zbiegajg do odpowiednich rozktadéw wyktadniczych gdy » — oo. Parametry
rozktadow granicznych rowniez zaleza od wyjsciowego rozktadu obserwacji.

W pracy [B5] podaliSmy uogélnienia powyzszych wynikéw dla przypadku niekolej-
nych wartosci rekordowych. Zauwazmy, ze dla k-tych wartosci rekordowych mamy R, ; =

k:(YS(k) — Y}’”), a w pracy [B5] udowodniliSmy, ze dla dowolnie ustalonych 1 < r < s ciagi
k (ys(/f) _ yr(k)) .k (Zﬁk) _ ng)> k>,

sg zbiezne wedtug rozktadu do zmiennych losowych o rozktadach gamma. Ponadto, dla
ustalonych k,r > 1, ciagi

Y 4%
s( (k)—l , S Z(k)_l , s>,
s s+r

majg rowniez rozktady graniczne typu gamma.

W pracy [B2] podane sa analogiczne rezultaty dla R, 1 = 741 (Xyﬂ) - Xy)) w 162-

nych szczegdlnych modelach uogolnionych statystyk porzadkowych. PokazaliSmy, ze jezeli
Vi1 — 00, to ponownie w granicy otrzymujemy rozkitad wyktadniczy.
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7.2. Relacje rekurencyjne na momenty uporzadkowanych zmiennych losowych.
Prace [B3| oraz [B8| sa poswiecone problemowi wyznaczania relacji rekurencyjnych na
momenty funkcji uporzadkowanych danych statystycznych. Relacje te sg wazne z réz-
nych powodow; sg stosowane do sprawdzania wynikéw bezposrednich obliczen szukanych
momentéw, do charakteryzowania réznych rozktadéw prawdopodobienstwa, a czesto bez-
posrednie obliczenia symboliczne sg niemozliwe do przeprowadzenia, i wtedy relacje reku-
rencyjne sa jedynym sposobem wyznaczenia rozwazanych momentéow. Przeglad znanych
wynikéw dotyczacych tego problemu mozna znalezé np. w monografiach i artykutach [1],
[7], [23] lub [36] dla przypadku statystyk porzadkowych, [2] w przypadku wartosci rekor-
dowych oraz [4] lub [5] dla statystyk porzadkowych progresywnie cenzurowanych.

W przypadku statystyk porzadkowych, wartoéci rekordowych, a nawet uogoélnionych
wartosci rekordowych, problem ten jest relatywnie prosty dzieki znanym wzorom na jed-
nowymiarowe rozktady brzegowe. Wtedy relacja rekurencyjna na momenty jest zwykle
prosta konsekwencja odpowiedniej relacji rekurencyjnej dla brzegowych dystrybuant lub
gestosci. Stosujac takie wtadnie podejscie w pracy [B3] podalismy pewne ogdlne wyniki, jak
rowniez liczne przypadki szczegdlne relacji rekurencyjnych na zwykte momenty gérnych

i dolnych uogélnionych statystyk porzadkowych przy zatozeniu m; = ... = m,_; = m.
Wyniki te sg zilustrowane przyktadami dla gérnych i dolnych k-tych wartosci rekordo-
wych.

W pracy [B8] rozwazany byl ten sam problem, ale w modelach rekordéw Pfeifera,
sekwencyjnych statystyk porzadkowych oraz k,-rekordéw (ktore sa rozszerzeniem poje-
cia rekordéw Pfeifera; zob. [34], [35]), opartych na ciagu absolutnie ciagtych rozkladéow
{F, F5,...}. Przypomnijmy, ze modele te sa zawarte w modelu uogdlnionych statystyk
porzadkowych tylko jezeli F; = 1 — (1 — F))* dla pewnego ustalonego rozktadu F' i da-
nego ciggu liczb dodatnich «;, ¢ > 1. Istotg problemu jest brak znanych wzoréw na
rozktady brzegowe w modelach, ktore nie sg zawarte w modelu uogélnionych statystyk
porzadkowych. Jednakze w pracy [B8] podana zostata ogdlna metoda otrzymywania re-
lacji rekurencyjnych dla momentéw zwyktych i produktowych, wymagajaca znajomosci
jedynie rozktadéw tacznych, ktére sg znane nawet poza modelem uogoélnionych statystyk
porzadkowych. Na przyktad, dla wartosci rekordowych Pfeifera dowodzimy, ze dla dowol-
nej funkcji rozniczkowalnej g : R — R zachodzi relacja

g (xL))
Ze)

gdzie h, oznacza funkcje hazardowg rozktadu F,., oczywiscie przy zalozeniu, ze wszystkie
powyzsze momenty sa skonczone.

Eg(x{)) = Bg(x{V)+E

1

7.3. Ulamkowe wartosci rekordowe i ich wtasnosci. Model utamkowych wartosci
rekordowych zostal wprowadzony w pracy [B7]| przez analogie do modelu utamkowych
statystyk porzadkowych zdefiniowanego przez Stiglera [54]. Doktadnie méwiac, k-te utam-
kowe wartosci rekordowe {Wt(k), t > O} ze standardowego rozktadu wyktadniczego sa zde-
finiowane jako proces stochastyczny o przyrostach niezaleznych, startujacy od wartosci 0,
i ktérego przyrosty maja odpowiednie rozktady gamma, tzn.

WE —Ww® Dt — s, k), t>s>0,

gdzie I'(«, #) oznacza rozktad gamma z funkcja gestosci prawdopodobienstwa

«
a—1_—px

fap(z) = Ffa)x e 7" x> 0.
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Okreslenie “utamkowe” odnosi si¢ do faktu, ze jezeli V,®), n > 1, sa zwyklymi k-tymi
warto$ciami rekordowymi ciggu niezaleznych obserwacji o jednakowym rozktadzie wy-
ktadniczym, to dla dowolnego uktadu liczb naturalnych 1 < j; < j» < ... < 7, zachodzi
rownos¢ w sensie rozktadéow dwoch wektorow losowych

k k)\ d k) k)
(W, WYL (v, v,
Nastepnie, dla dowolnej dystrybuanty F' oznaczamy
Yr(u) = F~! (1 - e_u> , u=>0,

a wiec funkcje odwrotna do tzw. funkcji hazardowej Hr(x) = —log(1l — F(x)), = € R.
Wtedy k-te utamkowe wartosci rekordowe z rozkltadu F' okredlamy jako proces stocha-
styczny {Yt( ), O} gdzie Yt = 1/)F(Wt(k)). Sformutowalismy réwniez alternatywna

konstrukcje utamkowej wartosci rekordowej Wt(k) przy uzyciu zwyktych wartosci rekor-
dowych {Vn(k), n = 1}. Mianowicie, jezeli [t] oznacza cze$¢ catkowita liczby ¢t € R, oraz
{t} =t — [t] oznacza jej czes¢ utamkowa, to

W L (1 - BV + BV

t]+17

gdzie B jest zmienna losowa o rozktadzie typu beta B({t},1 — {t}), niezalezna od ciagu
wartosci rekordowych {Vék), n >z 1}. Podany zostal rowniez wielowymiarowy odpowiednik
tej konstrukeji.

Jako zastosowanie pojecia utamkowych wartosci rekordowych wprowadziliSmy w pra-
cy [B7] dwa estymatory wielkosci ¢¥p(u) przy ustalonym w > 0, lub réwnowaznie, kwan-
tyla rzedu —log(l — u) rozkladu F. Mianowicie, udowodnili$my, ze &F(u) = Yk(f) jest
asymptotycznie nieobciazonym estymatorem dla ¢ p(u) gdy k — oo. Jednakze utamkowe
wartosci rekordowe nie moga by¢ obserwowane na podstawie danych statystycznych, wiec
zaproponowaliSmy inny estymator tej samej wielkosci

Yr(u) = (1 — {ku})Y [ku +{ku}yku]+17

ktorego wartosci moga by¢ obliczone na podstawie zwyktych wartosci rekordowych, a wigc
w oparciu o dane statystyczne. UdowodniliSmy, ze warto$¢ oczekiwana roznicy tych es-
tymatorow &F(u) — ¥p(u) jest rzedu O(k2) gdy k — oo. Pokazuje to, ze w praktyce
mozemy przybliza¢ utamkowe wartosci rekordowe przez odpowiednio dobrane kombinacje
liniowe zwyktych rekordéw.

W pracy [C1] kontynuowane byly badania jakosci tego przyblizenia. Stosujac metode
projekcji, a doktadniej metode najwiekszych wypuktych minorant, wyznaczyliSmy gorne
i dolne oszacowania dla wartosci oczekiwanych zmiennych losowych

A =Y, = (1= ny® —ay

R =Y, =Y,

gdzie n € N oraz h € (0, 1), opisujacych aproksymacje utamkowych wartosci rekordowych.
Wartosci numeryczne uzyskanych oszacowan potwierdzaja, ze obydwie metody przyblize-
nia sg dos¢ dobre.

Natomiast, w pracy [C6] badaliSmy obciazenie estymacji wartosci ¢g(u) przy uzyciu
estymatorow @@F( ) i p(u). Mianowicie wyznaczone zostaly gorne i dolne oszacowania
obciazen E(Y; — Yp(u)) oraz E(Zt — Yr(u)), gdzie

Z" = (1= {thy P + {1y

Wyniki analityczne zostaly ponownie zilustrowane wynikami obliczen numerycznych.
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7.4. Charakteryzacje rozkladéw przez funkcje regresji uogélnionych statystyk

porzadkowych. Rozwazmy uogolnione statystyki porzadkowe X. ")

z parametrami vy, . .., Y,
oraz Xis) z parametrami 71, ..., s, z ciaglego rozkladu F' o nos$niku na przedziale (o, (),
gdzie a = F71(0) i ( 7). Zalézmy, ze ¢ : R — R jest funkcja Scile rosnaca
i ciagla oraz taka, ze E)w(X(S )’ < 00. Niech 1 < r < s oraz okreslmy funkcje regresji
E

gor(@) =E (¢(XP) | XV =2), a<w<p,

oraz
Fis(W) =B (0(XD) | XY =y), a<y<s.
Rozwazamy nastepujacy problem charakteryzacyjny: czy znajomo$¢ ktoérejkolwiek z funk-
cji gs|r lub g, s wystarcza do jednoznacznego wyznaczenia samego rozktadu F'7
W pracy [C2] rozwazamy charakteryzacje przez regresje grs, ale przy dodatkowym zato-
zeniu s = r+ 1. Najwieksza trudnosé stanowi fakt, ze nie sg znane wzory w postaci jawnej

na warunkowy rozktad pe pod warunkiem Xis), gdy r < s. Jednakze, oryginalnym

pomystem przedstawionym w pracy [C2] bylo zdefiniowanie pomocniczej funkeji

he(x) =(1— m)l_wf*m (x| v,y 7), z€][0,1],r>2,

ktora okazuje sie by¢ Scisle rosngca oraz spelnia h,.(0) = 0. Wtedy warunek

E (d} (Xir)) | XirJrl)) =g (X£T+1)) ’
dla pewnej $cisle rosnacej i cigglej funkcji g, charakteryzuje bazowy rozktad F' nastepu-
jaco. Jezeli v,41 < Y1 = min(yy,...,7,), to

F(z) = h} (AeXp< /1/) )(y)>>

gdzie A = h,41(1) < co. W przeciwnym razie, tzn. Jezeh Yo

)]

qg=inf{z € (a,B) : hy11(F(2)) > 1}. (7.1)
Odpowiadajacy wynik dla regresji g,41)» zostal podany w Twierdzeniu 4.1 pracy [14], ale
wtedy nie ma potrzeby rozwazania pomocniczej funkcji h,..

W pracy [C3] rozwazaliSmy rowniez problem charakteryzacji, ale tym razem dla nieko-
niecznie kolejnych uogdlnionych statystyk porzadkowych. Wtedy okazuje sie, ze do jedno-
znacznej charakteryzacji rozktadu F wystarcza znajomos$é dwu funkeji regresji. Doktadniej
mowige, udowodniliSmy nastepujacy wynik.

Y41, 10 hyyq (1) = oo oraz

gdzie

Twierdzenie 7.1 ([C2], Thm. 1). Niech x5 xUY oraz X bedq wogdlnionymi staty-
stykami porzgdkowyma z cigglej dystrybuanty F' zatozmy, ze ¢ : R — R jest funkcjg Scisle
rosngcg, ciggle i takg, ze E’@D(Xis))’ < oo. Jezeli funkcje regresji gy, oraz gsp41 5@ znane,
to F' jest jednoznacznie wyznaczone wzorem

1 r d s|r
F(x)zl—exp(— / 9sir(9) )
Yr+1 Ja gslr(y) _gs\rJrl(y)
dlaa<x<f,oraz Flx)=0dlax<aiF(x)=1dlax>p.

Zauwazmy, ze jezeli s = r + 1, to g,, = v, a wigc Twierdzenie 7.1 jest uogoélnieniem
Twierdzenia 4.1 z pracy [14]. Analogiczny rezultat zostal udowodniony dla dwu regresji
gr\s i g?“|s—1-
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Twierdzenie 7.2 ([C2], Thm. 2). Przy zalozeniach Twierdzenia 7.1 oraz E’1/J(X* )‘

0o, jezeli funkcje regresji Grjs 0102 Grjs—1, $¢ znane, to F' jest jednoznacznie wyznaczone
przez nastepujgce wWzory:

(a) jezeli vs < Y1.5-1, to A = hys(1) < oo oraz

) = -1 ex o s dgr\S(y) )) N - X
Fa) =hs <A p( Lo o)) a<e<o

(b) jezeli vs > Y151, to

) = (eXp <_ /: gr|s—1cg§3|sﬁyg)r|s(y)>> Casess

gdzie q jest dane wzorem (7.1).

Zauwazmy, ze Twierdzenie 7.2 jest uogdlnieniem wynikéw pracy [C2]. Podkreslmy fakt,
ze wyniki prac [C2] oraz [C3] zostaly udowodnione przy braku ograniczen na parame-
try 71, ..., Yn poza oczywistymi warunkami catkowalnosci. Zatem, tak jak w rozdziale 2
rozwazania dotyczace funkcji gestosci uogoélnionych statystyk porzadkowych wymagaty
wykorzystania znanych wtasnosci G-funkeji Meijera.

Nalezy réwniez zwroci¢é uwage na fakt, ze powyzsze twierdzenie jest na chwile obecng
najmocniejszym znanym wynikiem dotyczacym charakteryzacji przez regresje uogolnio-
nych statystyk porzadkowych, gdyz nadal nie wiadomo, czy w tym celu konieczne sa dwie
regresje, czy tez by¢ moze wystarcza tylko znajomosé¢ jednej regresji (albo gy, albo gr(s
gdzie s > r+2). Jednakze uzyskane ostatnio przeze mnie pewne cze$ciowe wyniki wydaja
sie potwierdza¢ hipoteze, ktéra moéwi, ze jedna regresja jest wystarczajaca, i bedzie to
jeden z waznych tematéw mojej przysztej pracy badawczej.

Specjalng uwage badaczy zajmujacych sie tym zagadnieniem przyciaga problem cha-
rakteryzacji rozktadow przez liniowosé regresji uogdlnionych statystyk porzadkowych.
W pracy [B4] rozwazaliémy ten problem, gdy () = x oraz albo gy, albo g,s sa funk-
cjami liniowymi, przy pewnym dodatkowym ograniczeniu na parametry 71, ..., 7ys uogol-
nionych statystyk porzadkowych. Doktadnie méwiac, udowodnilisémy, ze jezeli parametry
te sg parami rozne, tzn. v; # v; dla ¢ # j, to regresja g, jest funkcjg liniowg wtedy
i tylko wtedy, gdy F' jest rozktadem wyktadniczym, potegowym lub Pareto. Powodem
wprowadzenia ograniczenia na parametry byto to, ze ogélna postaé¢ gestosci uogolnionych
statystyk porzadkowych, dana wzorem (2.1), nie byla jeszcze znana. Wynik ten zostat pdz-

niej uogdlniony w pracy [14] bez zadnych ograniczen na parametry 7, ...,7s. Ponadto
w pracy [B4] udowodnilismy, ze jezeli parametry 74, ... ,7s spetniaja dodatkowo warunek
i —Yi+1 —1l=m e Rdlal<i<s (lub réwnowaznie po prostu m; = ... =mg =m), to

liniowos¢ funkcji regresji g, s charakteryzuje trzy typy rozktadow, ktorych dokladna postac
zalezy od aktualnie rozwazanego modelu, a wigc zalezy ona od wartosci parametru m.

Podkreslmy, ze jest to wciaz najmocniejszy znany wynik dotyczacy charakteryzacji
przez liniowoS¢ pojedynczej regresji gr|s dla s > r+2, gdyz nadal nie wiadomo jak udowod-
nic¢ rozszerzenia tego wyniku na przypadek braku ograniczen na parametry v;, 1 <7 < s.
Jednakze w pracy [C2] wyznaczyliSmy trzy typy rozktadéw charakteryzowanych przez li-
niowos¢ regresji gy,41, a w pracy [C3], jako wniosek z Twierdzenia 7.2, udowodnilismy, ze
liniowos¢ dwu funkcji regresji g, s oraz g,s—; charakteryzuje te same trzy typy rozkladow,
co liniowos¢ regresji Grjp41-

W pracy [B6] rozwazaliSmy charakteryzacje przez liniowos¢ regresji g, albo g,s w szcze-
gbélnym ujeciu k-tych wartosci rekordowych (zaréwno goérnych, jak i dolnych). Zauwazmy,
ze wtedy v; = k, a wigc wyniki dla wartosci rekordowych nie moga by¢ tatwo wywniosko-
wane z rezultatow pracy [B4].
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7.5. Problem istnienia procesu Fleminga—Viota i badanie jego wlasno$ci. Pra-
ce [C4], [C5] i [C11], ktére powstaly w wyniku wspotpracy z prof. Krzysztofem Burdzym
z University of Washington, sg poswiecone badaniu wtasnosci procesow typu Fleminga—
Viota zdefiniowanych w artykule [10]. Przy omawianiu wynikéw tych prac ograniczymy
sie w wiekszosci przypadkow do nieco nieformalnych wypowiedzi, gdyz ich matematycz-
nie $ciste sformutowania wymagaja wprowadzenia licznych, technicznie skomplikowanych
oznaczen.

Rozwazmy przestrzen topologiczna E i niech D bedzie jej wlasciwym podzbiorem bo-
relowskim. Przez D¢ = E'\ D oznaczamy dopelnienie zbioru D. Niech Y bedzie mocnym
procesem Markowa z czasem cigglym, o warto$ciach w przestrzeni E. Zaktadamy, ze je-
go (prawie wszystkie) trajektorie sa prawostronnie ciagte. Niech 7 oraz Tp oznaczaja
odpowiednio czas wyjscia i czas uderzenia zbioru D przez proces Y, tzn.

p=inf{t>0:Y, € D}, Tp=inf{t>0:Y; € D}.
Zaktadamy, ze jezeli Yy € D, to 7p < oo oraz rozktad zmiennej losowej 7p jest bezatomo-
wYy.

Dla ustalonej liczby naturalnej N > 2 okreslamy nieformalnie proces Fleminga—Viota
X; = (X},..., X)) w oparciu o proces Y, zlozony z N czastek, w nastepujacy spo-
sob. Przypusémy, ze poczatkowe rozmieszczenie czastek jest opisane przez wektor Xy =
(xt,...,2V) € DN Nastepnie procesy X}, ..., X ewoluuja jako niezalezne kopie procesu
Y do momentu 7, gdy jeden z nich, na przyktad X7, uderza w brzeg zbioru D. W chwili
71 wybieramy losowo jedna z pozostalych N — 1 czastek, na przyktad X%, i czastka X7
przeskakuje na miejsce zajmowane przez czastke X*. Po czasie 7 procesy X}, ..., XN
kontynuuja ewolucje jako niezalezne kopie procesu Y, az do chwili 7, > 71, gdy jeden
z nich uderzy w brzeg zbioru D. Ponownie w chwili 7 czastka, ktora uderzyta w brzeg
przeskakuje na miejsce zajmowane przez jedng z pozostalych czastek. Dalsza ewolucja
procesu X przebiega analogicznie.

Powyzsza procedura ma sens tylko do chwili 7., gdzie

Too = lim 73,
k—o0

a wiec jest to chwila, gdy wszystkie czgstki uderza jednoczesnie w brzeg zbioru D. Nie ma
zadnego naturalnego sposobu zdefiniowania procesu X; dla t > 7, a wiec interesujace
jest badanie warunkéw zapewniajacych, ze 7o, = co. W pracy [10, Theorem 1.1] autorzy
twierdza, ze jezeli Y jest d-wymiarowym ruchem Browna, to dla kazdej dziedziny D C R?
(czyli zbioru otwartego i spéjnego) i dla kazdego N > 2, zachodzi warunek 7., = oc.
Inaczej, proces Fleminga-Viota w oparciu o ruch Browna w obszarze D C R? jest zawsze
poprawnie okreslony. Jednakze dowdd tego twierdzenia zawiera btad, a wiec jest nadal
otwartym problemem czy twierdzenie to jest prawdziwe, czy tez nie. Z drugiej strony, dla
obszaréow D o gtadkim brzegu, a nawet dla obszaréw spelniajacych wewnetrzny warunek
kuli, dowéd istnienia procesu Fleminga-Viota jest w miare prosty (zob. Uwaga 5.6 w pracy
C4)).

Natomiast glowny wynik pracy [C4], ktérego dowdd jest znacznie bardziej skompliko-
wany, mowi, ze proces Fleminga-Viota w oparciu o ruch Browna jest poprawnie okreslony
w pewnych obszarach lipschitzowskich. Aby poda¢ jego sformutowanie, przypomnijmy, ze
funkcja F : R9~! — R jest nazywana funkcjg lipschitzowska ze stata Lipschitza L, jezeli
speliony jest warunek

|F(z) = F(y)| < Llz —yl, @,y eR"

Wtedy dziedzina D C R? jest nazywana obszarem lipschitzowskim ze stata Lipschitza L,
jezeli moze by¢ przedstawiona (lokalnie) jako zbidr lezacy powyzej wykresu pewnej funkcji
lipschitzowskiej ze stata L. Glownym wynikiem pracy [C4] jest nastepujace twierdzenie.



34 M. BIENIEK

Twierdzenie 7.3. Zaléimy, e X jest procesem Fleminga-Viota w obszarze D C RY,
gdzie d > 2, w oparciu o ruch Browna. Istnieje stata ¢ = ¢(N,d) taka, Ze jesli D jest
ograniczonym obszarem lipschitzowskim ze stalg L < ¢(N,d), to T, = 00, prawie pewnie.
Ponadto warto$ci stalej ¢(N,d) rosng wraz ze wzrostem liczby czqstek N, malejg wraz ze
wzrostem wymiaru przestrzeni d, oraz

1
d—1

Nle@ ¢(N,d) = c(d) =

Moéwigce intuicyjnie, aby zapewni¢ istnienie procesu X; w dowolnej chwili czasu t, wy-
starczy stwierdzi¢, ze brzeg obszaru D moze zawieraé katy, ktore jednak nie mogg by¢
zbyt ostre. Na przyktad, jezeli d = 2, to wszystkie ewentualne katy musza by¢ wieksze niz
kat prosty, a wiec Twierdzenie 7.3 nie obejmuje na przyktad przypadku, gdy D jest pro-
stokatem na plaszczyznie. Z drugiej strony, Twierdzenie 8.2 pracy [C4] stwierdza, ze jezeli
D jest dowolnym wielogcianem w R?, to proces Fleminga-Viota w obszarze D, ztozony
z N = 2 czastek jest poprawnie okreslony w kazdej chwili t. Niestety metoda dowodu tego
twierdzenia nie moze by¢ tatwo uogoélniona na przypadek wickszej liczby czastek, czyli
N > 3.

Aby udowodni¢ Twierdzenie 7.3, w pracy [C4] wprowadzone zostaly dwie nowe tech-
niki dowodowe. Pierwsza z nich to nowy wariant tzw. brzegowej zasady Harnacka. Przy-
pomnijmy, ze klasyczna brzegowa zasada Harnacka pozwala na porownywanie wartosci
dwu funkcji harmonicznych na brzegu danego obszaru, podczas gdy nasza nowa jej wersja
pozwala na poréwnanie wartosci funkeji harmonicznych z pewna funkcjg superharmonicz-
ng. Scisle méwiac, jezeli D C R? jest ograniczonym obszarem lipschitzowskim, a A jest
zwartym podzbiorem zbioru D, oraz

flx)=P"(T4 <71p), g(x)=Erp, x€D,

to f jest funkcja harmoniczng na zbiorze D \ A, podczas gdy g jest funkcja superharmo-
niczng. Zachodzi wtedy nastepujacy wynik, ktéry jest wzmocnieniem brzegowej zasady
Harnacka.

Twierdzenie 7.4. Zaloimy, ze stala Lipschitza L obszaru D spetnia nierownos$é L <

1_1. Istnieje wtedy stata ¢ = c(A, D) taka, Ze dla kazdego x € D spelniona jest nieréw-

nosé

B

Druga z wprowadzonych w pracy [C4] technik to konstrukcja procesu wycieczek ruchu
Browna w stozku, przy czym kazda z wycieczek startuje w wierzchotku stozka. Konstrukcja
taka jest mozliwa tylko dla stozkéw o pewnych (niezbyt ostrych) katach w wierzchotku.
Obydwie techniki sa ograniczone do obszaréw lipschitzowskich o ograniczonych statych
Lipschitza, co narzuca takie samo ograniczenie w Twierdzeniu 7.3.

W pracy [C5] rozwazany byt réwniez problem istnienia procesu Fleminga-Viota, ale tym
razem opartego na odpowiednio dobranych jednowymiarowych procesach dyfuzji. Celem
tej pracy bylo podanie konstruktywnych przyktadéw proceséow Markowa Y takich, ze
odpowiadajace im procesy Fleminga-Viota nie sa dobrze okreslone w kazdej chwili ¢ > 0.

Pierwszy gltéwny wynik pracy [C5] dotyczy v-wymiarowego procesu Bessela na pot-
osi D = (0,00) zabijanego po uderzeniu w punkt 0. Proces taki jest zdefiniowany jako
rozwigzanie stochastycznego rownania rézniczkowego

v—1
dY, =d —dt
t Wt+ 2)/; )
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gdzie W jest standardowym jednowymiarowym ruchem Browna. Role brzegu zbioru D
odgrywa zbiér {0}. W nastepnym twierdzeniu dowodzimy, ze proces Fleminga-Viota zto-
zony z N = 2 czastek, oparty na procesie Bessela jest dobrze okreslony wtedy i tylko
wtedy, gdy v > 0.

Twierdzenie 7.5 ([C5], Thm. 1.1). Niech X bedzie procesem Fleminga-Viota zloZonym
z N czqstek w oparciu o proces Bessela wymiaru v € R na pdlprostej (0,00).

(a) Jezeli N = 2, to T, < 0o prawie pewnie, wtedy i tylko wtedy, gdy v < 0.

(b) Jezeli Nv > 2, to To, = 00 prawie pewnie.

Drugi gtéwny wynik pracy [C5] dotyczy proceséw dyfuzji Y na przedziale D = (0, 2],
przy czym 0D = {0}, oraz takich, ze dla dowolnej liczby N czastek proces Fleminga-Viota
w oparciu o Y nie jest dobrze okreslony dla kazdego ¢ > 0.

Twierdzenie 7.6 ([C5], Thm. 1.2). Istnieje jednowymiarowy proces dyfuzji Y na prze-
dziale (0,2] taki, Ze dla kazdego N > 2 proces Fleminga-Viota ztozony z N czqstek, oparty
na procesie Y ma te wlasnosé, ze 7., < 0o. Ponadto, zmienna losowa T, jest stochastycz-
nie ograniczona przez pewng zmienng losowq o rozkladzie wyktadniczym.

Nieco doktadniej moéwigce, proces Y jest rozwigzaniem pewnego stochastycznego réw-
nania rézniczkowego przedstawionego w pracy [C5]. Nieformalnie méwiac, proces Y jest
procesem dyfuzji, ktérego wspotezynnik dryfu jest nieco wigkszy niz dryf dowolnego proce-
su Bessela. Wynik ten jest wazny z uwagi na fakt, ze wiele wynikéw dotyczacych proceséw
Fleminga-Viota ma charakter asymptotyczny, gdy liczba czastek IV ro$nie nieograniczenie.
Zatem, wystarczytoby wiedzie¢, ze warunek 7., = oo jest spetiony tylko dla dostatecz-
nie duzych wartosci N. Powyzsze twierdzenie méwi, ze dla pewnych procesow bazowych
Y mozliwe jest, ze odpowiadajacy proces Fleminga-Viota nie jest dobrze okreslony dla
kazdego t > 0 niezaleznie od tego z jak duzej liczby czastek sie sktada.

W pracy [C11] rozwazone zostaly wlasnosci procesu “czastki nieSmiertelnej” procesu
Fleminga-Viota. Intuicyjnie mowiac, czastka nieSmiertelna to pewna trajektoria histo-
ryczna procesu Fleminga-Viota, ktéra rozcigga sie od chwili 0 do chwili 7, ale nigdy nie
dotyka brzegu zbioru D. Formalna jej definicje mozna znalezé w sekcji 2 pracy [C11].

Pierwszym gltéwnym wynikiem pracy [C11] jest Twierdzenie 3.1, ktére moéwi, ze jesli
proces bazowy Y jest mocnym procesem Markowa, dla ktorego rozktad czasu wyjscia ze
zbioru D jest bezatomowy, to proces czastki nieSmiertelnej istnieje i jest wyznaczony jed-
noznacznie. Podkreslmy fakt, ze nie zaktadamy tu czy czas 7, trwania catego procesu jest
skonczony, czy nie. Twierdzenie to jest daleko idacym uogélnieniem Twierdzenia 4 z pra-
cy [30], gdzie zakladajac ze 7., = 0o, udowodniono jednoznacznosé czastki niesmiertelnej
przy dosé restrykcyjnych ograniczeniach na bazowy proces Y.

Pozostate wyniki pracy [C11] zostaly udowodnione tylko dla przypadku, gdy proces
bazowy Y jest tancuchem Markowa z czasem ciggtym o skonczonej przestrzeni stanow FE.
Skoro juz udowodnilismy istnienie i jednoznacznosé czastki nieSmiertelnej, to caty proces
Fleminga-Viota mozna rozwazac jako pewien proces gatazkowy. Dobrze znang wtasnoscig
takich proceséw jest fakt, ze przy odpowiednich zatozeniach proces gatazkowy moze by¢
roztozony na dwie sktadowe: czastke nieSmiertelng i galezie boczne. Heurystycznie mowiac,
proces czastki nieSmiertelnej ma wtedy taki sam rozktad jak proces bazowy warunkowa-
ny, aby nigdy nie wyginaé¢, a kazda z galezi bocznych ma rozktad pewnego krytycznego
procesu galazkowego (a wiec wymieraja one w skoficzonym czasie), oraz intensywnosé ga-
tazkowania wzdtuz czastki nieSmiertelnej jest dwa razy wieksza niz wzdtuz kazdej z gatezi
bocznych. Wyniki tego rodzaju sg doktadnie oméwione na przyktad w przegladowej pracy
Englédndera i Kyprianou [25].

Nasze rozwazania dotyczace procesu Fleminga-Viota sg podobne do powyzszych wyni-
kow dla proceséw gatazkowych, ale z uwagi na bardzo nietypowy mechanizm gatazkowania,
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sa sformutowane asymptotycznie gdy liczba czastek N staje sie nieskonczona. W Twier-
dzeniu 5.1 pracy [C11] dowodzimy, ze gdy N — oo, to rozklad czastki nieSmiertelnej
zbiega stabo do rozkladu procesu Y warunkowanego, aby nigdy nie wyjs$¢ ze zbioru D.
W Twierdzeniu 5.4 pokazalismy, ze gdy N — oo, to intensywnos¢ gatazkowania wzdtuz
czastki nieSmiertelnej jest dwa razy wieksza niz wzdtuz kazdej z pozostatych czastek.
Wreszcie w Twierdzeniu 5.6 zidentyfikowaliSmy rozktad kazdej z gatezi bocznych jako
rozktad odpowiedniego krytycznego procesu gatazkowego.

W dalszym ciggu pozostaje otwarty problem czy powyzsze wyniki mozna uogo6lni¢ na
przypadek, gdy proces bazowy Y jest procesem Markowa o dowolnej, niekoniecznie skon-
czonej, przestrzeni stanow, albo przynajmniej na przypadek, gdy Y jest ruchem Browna.
Bedzie to kolejnym z kierunkéw moich przysztych badan.

7.6. Optymalne oszacowania dla obcigzenia wybranych L—statystyk oraz ucie-
tych Srednich uogdélnionych statystyk porzadkowych. Prace [C7]-[C10] sa poswie-
cone dalszym badaniom nad problemem oszacowania obcigzenia w estymacji $redniej
rozktadu populacji przez rézne L—statystyki, opisanym juz ogélnie w rozdziale 6. W pra-
cach [C7] oraz [C8] ponownie rozwazamy ten problem w modelu statystyk porzadkowych
Xin, 1 <1 < n, dla szczegdlnie wybranych L-statystyk. Mianowicie rozwazamy srednie
winsorowane

1 s
Wr,s:n = (TXT-I—l:n + Z in + (TL - S)Xs:n) ) 0<r<s< n,
n

i=r+1

Srednie uciete
1

S—7T

S
Z Xin, 0<r<s<n,
i=r+1

Tr,s:n =

oraz trojsredniq
1
n 4< |2 |41 T 2T nL4J;n>7

gdzie M oznacza mediane probkowa. Optymalne oszacowania obcigzenia $rednich ucietych
zostaly wyznaczone w pracach [21] dla ogdlnych rozktadéw oraz [17] dla rozktadéw o ma-
lejacej sredniej lub intensywnosci awarii. Nasze zainteresowanie srednimi winsorowanymi
wynika z faktu, ze nie uwzgledniaja one obserwacji odstajacych w préobie, ale w przeci-
wienstwie do srednich ucietych nadal zawieraja informacje o rozmiarze proby. Z drugiej
strony, trojsrednia jest rowniez ciekawym przypadkiem L-statystyki, jako kolejny przy-
ktad “szybkiego” estymatora dla $redniej z populacji, zaleznego od niewielkiej liczby (co
najwyzej czterech) odpowiednio wybranych obserwacji.

Rozwazania w pracach [C7] i [C8] wykorzystuja podej$cie omdéwione w rozdziale 6, cho-
ciaz wymagaja one nieco bardziej szczegétowych rozwazan. W przypadku srednich win-
sorowanych w pracy [C8] udowodniono, ze odpowiadajaca rzutowana funkcja f.., spelia
warunki (C), ale odpowiednia funkcja g (dana wzorem (6.2)) ma doktadnie jedno miej-
sce zerowe, ktére nalezy do przedziatu (0,0;). Zatem w tym przypadku nie ma potrzeby
analizowania funkcji h danej wzorem (6.3), a szukana projekcja jest postaci (6.4). W przy-
padku tréjsredniej, rzutowana funkcja fe., nie spetnia warunkéw (C), ale jest symetryczna
wzgledem punktu %, i mozna udowodnié, ze ma ona albo jedno, albo trzy maksima. Jed-
nakze w pracy [C7] udowodnili$my, ze projekcja f., jest jednoznacznie wyznaczona przez
odpowiadajace funkcje g i h, i jest ona postaci albo (6.4) albo (6.5).

Nastepnie, gdy wyznaczona jest juz projekcja fe.,, obliczenie wartosci szukanych oszaco-
wan oraz znalezienie rozktadéw, dla ktorych sa one osiggane, jest dos¢ prostym zadaniem,
chociaz wymagajacym zmudnych rachunkéw. Ponadto, w pracach [C7] oraz [C8] wyzna-
czono numerycznie przyktadowe wartosci oszacowan dla wybranych wartosci n. Pokazuja



M. BIENIEK 37

one na przyktad, ze srednie winsorowane sa lepsze od $rednich ucietych, w tym sensie,
ze przy ustalonej liczbie odrzuconych obserwacji odstajacych, srednia winsorowana ma
mniejsze maksymalne obcigzenie niz odpowiadajgca srednia ucieta.

Prace [C9] oraz [C10] sa poswiecone szacowaniu obciazenia estymacji p przez uciete
srednie uogélnionych statystyk porzadkowych

R S et
Tr,s:n_ S—T—i—l;X* )
ale tylko w dwoch szczegdlnych modelach: progresywnie cenzurowanych statystyk porzad-
kowych oraz k-tych wartosci rekordowych. Okazuje sie, ze w obydwu przypadkach ucinanie
warto$ci najwickszych nie ma zadnego znaczenia, wiec rozwazamy tylko przypadek gdy
s =n.

W pracy [C9] wyznaczone zostaly optymalne goérne i dolne oszacowania obciazenia
statystyki 7}, dla k-tych wartosci rekordowych z rozktadow o skonczonej wariancji. Na-
stepnie, gorne oszacowania dla r = 1 zostaly poprawione w klasach rozkltadéw o malejacej
gestosei lub intensywnosci awarii. Wymagato to uogélnienia wynikéw pracy [17], cytowa-
nych wezesniej jako Stwierdzenie 3.1, gdyz rzutowane funkcje h spetniaty warunki (A)
z wyjatkiem tego, ze tym razem h(a) > 0, a nie h(a) = 0 jak poprzednio. Wartosci nu-
meryczne uzyskanych oszacowan pokazuja, ze przyblizanie Sredniej p ucigtymi $rednimi
zwyklych rekordéw (k = 1) jest raczej mato efektywne, ale znacznie poprawia sie, gdy
zastosujemy k-te rekordy dla k > 2.

W pracy [C10] rozwazany byt analogiczny problem w modelu statystyk porzadkowych
progresywnie cenzurowanych. Ponownie do badania przebiegu zmiennosci rzutowanych
funkcji zastosowana zostata wtasnos¢ VDP opisana powyzej w rozdziale 2. Numeryczne
warto$ci wyznaczonych oszacowan pokazuja, ze aby uzyska¢ male wartosci obcigzenia na-
lezy stosowa¢ schematy cenzurowania, w ktorych liczby Ry, ..., R, obiektéw usuwanych
z eksperymentu na kolejnych jego etapach, raczej maleja, a nie rosna. Rozwazano rowniez
mozliwos¢ rozszerzenia tych wynikéw na ogdlny model uogodlnionych statystyk porzadko-
wych. Okazato sie jednak, ze proste uogoélnienie nie jest mozliwe, gdyz zaleznos¢ ksztattu
rzutowanych funkcji od parametréw vy, ...,7, jest zbyt skomplikowana, aby mogta by¢
efektywnie zanalizowana przy uzyciu jedynie wtasnosci VDP. Zatem, aby wyznaczy¢ ogol-
ne oszacowania konieczne jest zastosowanie nowych narzedzi.
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