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Wstȩp

Autoreferat składa siȩ ze wstȩpu i z czterech rozdziałów. W roz-
działach pierwszym i drugim przypominam podstawowe pojȩcia i fakty
(dla wygody czytelnika nawet te ogólnie znane), które sa̧ użyte w moim
osia̧gniȩciu naukowym, przy czym w rozdziale drugim przedstawiȩ rów-
nież historyczny rozwój problemów zwia̧zanych z twierdzeniem Wolffa-
Denjoya. Podzieliłam tutaj uogólnienia tego twierdzenia na dwie czȩści
- na czȩść zwia̧zana̧ z odwzorowaniami kuli w kulȩ i na czȩść zwia̧zana̧
z odwzorowaniami ograniczonego i wypukłego obszaru w Ck w siebie.
Wynika to z tego, że zdecydowanie lepsze wyniki były osia̧gniȩte dla od-
wzorowań określonych w kuli, a jednym z moich celów w przedstawio-
nym tutaj osia̧gniȩciu naukowym jest podanie twierdzenia ła̧cza̧cego
tego typu wyniki (patrz rozdział trzeci, twierdzenie 3.7) - uważam,
że jest to mój najważniejszy rezultat i idea jego dowodu należy cał-
kowicie do mnie. W rozdziale drugim przypomnȩ też zwia̧zki miȩdzy
półgrupami holomorficznych (lub ogólniej kD-nieoddalaja̧cych) odwzo-
rowań, a równaniami różniczkowymi. Te zwia̧zki sa̧ zreszta̧ głównym
powodem badania własności tych półgrup, ich generatorów i rezolwent.
Kończȩ rozdział drugi informacjami o rodzinach holomorficznych (kD-
nieoddalaja̧cych) retrakcji, podane w nastȩpnym rozdziale twierdzenia
o zachowaniu siȩ rodziny retrakcji z pustym przeciȩciem i z własnościa̧
skończonego przeciȩcia nie były wcześniej zauważone. We wspomnia-
nym już rozdziale trzecim przedstawiam wyniki wchodza̧ce w skład
mojego osia̧gniȩcia naukowego, a w rozdziale czwartym omawiam mój
pozostały dorobek naukowy.

Zakończȩ wstȩp nastȩpuja̧ca̧ uwaga̧. W trakcie mojej rozmowy z prof.
Marco Abate podczas konferencji w Izraelu w 2013 roku zwrócił mi
on uwagȩ, że poprawna̧ nazwa̧ jest twierdzenie Wolffa-Denjoya, a nie
twierdzenie Denjoya-Wolffa. Dlatego w moim autoreferacie używam już
poprawnej nazwy tego twierdzenia.
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1. Podstawowe oznaczenia i informacje

Zanim przejdȩ do omawiania moich wyników, z których składa siȩ
moje osia̧gniȩcie naukowe przedstawione do oceny, podam w tym roz-
dziale podstawowe oznaczenia i informacje używane w głównej czȩści
mojego autoreferatu - w rozdziale trzecim.

Maksymalne cia̧gi uogólnione sa̧ jednym z podstawowych narzȩdzi w
dowodach moich wyników. Ponieważ nie sa̧ czȩsto stosowane w teorii
funkcji holomorficznych, to przypomnȩ najpierw definicjȩ oraz własno-
ści cia̧gu uogólnionego (inaczej nazywanego cia̧giem Moore’a-Smitha).
Definicja 1.1. ( [117]) Niech I bȩdzie zbiorem skierowanym i niech X
bȩdzie dowolnym niepustym zbiorem. Każde odwzorowanie u : I → X
nazywamy cia̧giem uogólnionym i oznaczamy symbolem (u, I). Podob-
nie jak w przypadku cia̧gów bȩdziemy pisać u(i) = xi oraz {xi}i∈I =
{xi}i zamiast (u, I).

Definicja 1.2. ( [79]) Niech bȩdzie dany cia̧g uogólniony {xi}i∈I w
zbiorze X i niech C bȩdzie niepustym podzbiorem zbioru X. Bȩdziemy
mówić, że prawie wszystkie wyrazy cia̧gu {xi}i∈I leża̧ w zbiorze C, jeśli
istnieje ĩ ∈ I, takie że dla każdego i  ĩ mamy xi ∈ C.
Definicja 1.3. ( [17], [79]) Niech (X, T ) bȩdzie przestrzenia̧ topolo-
giczna̧ i niech (u, I) bȩdzie cia̧giem uogólnionym w zbiorze X. Mówimy,
że cia̧g uogólniony (u, I) jest zbieżny do x̃ ∈ X, gdy dla każdego otocze-
nia U ∈ T punktu x̃ prawie wszystkie wyrazy cia̧gu uogólnionego (u, I)
leża̧ w U .

Definicja 1.4. ( [116]) Jeżeli (u, I) jest cia̧giem uogólnionym w zbio-
rze X, (J,¬1) zbiorem skierowanym i f : J → I odwzorowaniem speł-
niaja̧cym warunek

dla każdego i ∈ I istnieje j̃ ∈ J, takie że f(j)  i dla każdego j 1 j̃,
to cia̧g uogólniony (u ◦ f, J) nazywamy podcia̧giem cia̧gu uogólnionego
(u, I).

Definicja 1.5. ( [116]) Niech (u, I) bȩdzie cia̧giem uogólnionym w
zbiorze X. Jeżeli dla każdego podzbioru C zbioru X albo prawie wszyst-
kie wyrazy tego cia̧gu uogólnionego leża̧ w C albo prawie wszystkie wy-
razy tego cia̧gu uogólnionego leża̧ w dopełnieniu X \ C zbioru C, to
cia̧g uogólniony (u, I) nazywamy maksymalnym cia̧giem uogólnionym
lub uniwersalnym cia̧giem uogólnionym.

Maksymalny cia̧g uogólniony ma kilka bardzo dobrych własności
(patrz np. [54], [57], [80], [140]).
Lemat 1.1. Każdy cia̧g uogólniony ma podcia̧g, który jest maksymal-
nym cia̧giem uogólnionym.
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Lemat 1.2. Jeżeli (u, I) = {xi}i∈I jest maksymalnym cia̧giem uogól-
nionym w zbiorze X, Y jest niepustym zbiorem i odwzorowanie f prze-
kształca X w Y , to cia̧g uogólniony (f ◦ u, I) = {f(xi)}i∈I jest także
maksymalnym cia̧giem uogólnionym.

Lemat 1.3. Każdy maksymalny cia̧g uogólniony w zwartej przestrzeni
topologicznej (X, T ) jest zbieżny.

Przejdȩ teraz do istotnej w moich badaniach definicji przestrzeni me-
trycznie wypukłej.

Definicja 1.6. ( [113], patrz także [18] i [28]) Niech (X, d) bȩdzie prze-
strzenia̧ metryczna̧. Jeżeli dla każdych dwóch różnych punktów x, y ∈ X
istnieje punkt z ∈ X \ {x, y}, taki że d(x, z) + d(z, y) = d(x, y), to
mówimy, że przestrzeń metryczna (X, d) jest przestrzenia̧ metrycznie
wypukła̧.

Muszȩ też mieć definicjȩ odcinka metrycznego.

Definicja 1.7. ( [113], patrz także [18] i [28]) Niech (X, d) bȩdzie
przestrzenia̧ metryczna̧ i niech x, y bȩda̧ dwoma różnymi punktami w
X. Jeżeli podzbiór [x, y]d zbioru X spełnia nastȩpuja̧ce warunki

(i) x, y ∈ [x, y]d;
(ii) dla każdego 0 < β < d(x, y) istnieje jedyny punkt z ∈ [x, y]d,

taki że
d(x, z) = β

i
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y);

(iii) dla każdego w ∈ [x, y]d mamy

d(x, y) = d(x,w) + d(w, y),

to nazywamy go d-metrycznym odcinkiem ła̧cza̧cym w X punkt x z
punktem y.

Przed wypowiedzia̧ twierdzenia Mengera o istnieniu metrycznego od-
cinka przypomnȩ definicjȩ przestrzeni ograniczenie zwartej.

Definicja 1.8. ( [29]) Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Gdy
każdy niepusty domkniȩty i ograniczony zbiór w (X, d) jest zbiorem
zwartym, to przestrzeń metryczna̧ (X, d) nazywamy przetrzenia̧ ogra-
niczenie zwarta̧.

Mamy nastȩpuja̧ce twierdzenie Mengera, które podajȩ w słabszej do-
stosowanej do moich potrzeb wersji.
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Twierdzenie 1.1. ( [113], patrz także [9], [18], [19], [28], [87] i [114])
Niech (X, d) bȩdzie ograniczenie zwarta̧ przestrzenia̧ metryczna̧. Jeżeli
(X, d) jest przestrzenia̧ metrycznie wypukła̧, to każde dwa różne punkty
w X moga̧ być poła̧czone w X d-metrycznym odcinkiem.

W nastȩpnym twierdzeniu bȩdȩ używać pojȩcia lokalnej całkowitej
ograniczoności przestrzeni metrycznej (X, d).

Definicja 1.9. ( [105], patrz także [54] i [106]) Mówimy, że ograni-
czona przestrzeń metryczna (Y, dY ) jest przestrzenia̧ całkowicie (≡ to-
talnie) ograniczona̧ jeśli dla każdego ε > 0 istnieje pokrycie złożone ze
skończonej liczby zbiorów o średnicy mniejszej niż ε. Przestrzeń me-
tryczna (X, dX) jest lokalnie całkowicie ograniczona jeżeli każdy niepu-
sty i ograniczony podzbiór C (z metryka̧ dX) zbioru X jest całkowicie
ograniczony.

Uwaga 1.1. Oczywiście niepuste warunkowo zwarte podzbiory C prze-
strzeni metrycznej (X, d) sa̧ całkowicie ograniczone (przypominam, że
C jest zbiorem warunkowo zwartym w przestrzeni metrycznej (X, d),
gdy jego domkniȩcie Cd jest zbiorem zwartym w (X, d)).

Muszȩ też mieć definicjȩ odwzorowania k-lipschitzowskiego i w szcze-
gólności definicjȩ odwzorowania nieoddalaja̧cego.

Definicja 1.10. ( [57], [58]) Niech (X1, d1) i (X2, d2) bȩda̧ przestrze-
niami metrycznymi i niech ∅ 6= D1 ⊂ X1 i ∅ 6= D2 ⊂ X2 bȩda̧ ich
podzbiorami. Niech bȩdzie dane odwzorowanie f : D1 7→ D2. Jeżeli
istnieje k ∈ R+ =< 0,+∞), takie że

d2 (f (x) , f (y)) ¬ kd1 (x, y)

dla każdych x, y ∈ D1, to mówimy, że odwzorowanie f jest k-lipschitzowskie
lub lipschitzowskie ze stała̧ Lipschitza równa̧ k (ze wzglȩdu na metryki
d1 i d2).

Jeżeli k = 1, to odwzorowanie f nazywamy nieoddalaja̧cym.

Mogȩ teraz wypowiedzieć twierdzenie o zachowaniu siȩ cia̧gu iteracji
odwzorowania nieoddalaja̧cego w takiej przestrzeni.

Twierdzenie 1.2. ( [29]) Niech f bȩdzie przekształceniem nieodda-
laja̧cym lokalnie całkowicie ograniczonej przestrzeni metrycznej (X, d)
w siebie. Jeżeli dla pewnego x0 ∈ X cia̧g iteracyjny {fn (x0)} zawiera
ograniczony podcia̧g, to dla każdego x ∈ X cały cia̧g iteracyjny {fn (x)}
jest ograniczony.

Podkreślȩ tutaj, że zastosowanie tego twierdzenia jest kluczowe w
dowodach moich twierdzeń typu Wolffa-Denjoya.
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Ponieważ dowody moich twierdzeń maja̧ charakter metryczny, to
przypomnȩ najpierw definicjȩ wykorzystanych w nich odległości.

Definicja 1.11. Niech ∆ bȩdzie jednostkowym kołem otwartym na
płaszczyźnie zespolonej C. Odległość Poincarégo w jednostkowym kole
otwartym ∆ jest zadana wzorem

k∆ (z, w) = ω∆ (z, w) = arg tgh
∣∣∣∣ z − w1− zw

∣∣∣∣ = arg tgh (1− σ (z, w))
1
2 ,

gdzie

σ (z, w) =

(
1− |z|2

) (
1− |w|2

)
|1− zw|2

, z, w ∈ ∆.

W przypadku ograniczonego i wypukłego obszaru w zespolonej prze-
strzeni Banacha zamiast odległości Poincarégo bȩdziemy używać od-
ległości Kobayashiego ( [88], [89], [90]). Definicja tej odległości, która̧
podam jest w zasadzie definicja̧ funkcji Lemperta, ale w przypadku
ograniczonego i wypukłego obszaru D w zespolonej przestrzeni Bana-
cha funkcja Lemperta δ jest równa odległości Kobayashiego kD.

Definicja 1.12. ( [108], [48]) Niech D ograniczonym i wypukłym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Przez H(∆, D)
oznaczamy zbiór wszystkich odwzorowań holomorficznych z ∆ w D. Od-
ległość Kobayashiego w D jest dana wzorem

kD (x, y) = δD (x, y) = inf {k∆ (0, γ) : istnieje f ∈ H(∆, D),

takie że f (0) = x i f (γ) = y} ,
gdzie x, y ∈ D.

W szczególności w kuli Hilberta BH , tzn. w jednostkowej kuli otwar-
tej o środku w 0 w zespolonej przestrzeni Hilberta (H, (·, ·)), mamy
nastȩpuja̧cy wzór na odległość Kobayashiego

kBH (x, y) = arg tgh (1− σ (x, y))
1
2 ,

gdzie x, y ∈ BH i

σ (x, y) =

(
1− ‖x‖2

) (
1− ‖y‖2

)
|1− (x, y)|2

( [60]).
Przejdźmy teraz do własności odległości Kobayashiego. Załóżmy, że

D jest wypukłym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni
Banacha (X, ‖ · ‖). Niech dist‖·‖ (x, ∂D) oznacza odległość w (X, ‖·‖)
punktu x ∈ D do brzegu ∂D obszaruD i diam‖·‖D jest średnica̧ obszaru
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D w (X, ‖·‖). O zwia̧zkach miȩdzy norma̧ a odległościa̧ Kobayashiego
mówi nastȩpne twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. ( [63]) Jeżeli D jest ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), to prawdziwe sa̧
nastȩpuja̧ce nierówności

arg tgh
(
‖x− y‖
diam‖·‖D

)
¬ kD(x, y)

dla wszystkich x, y ∈ D i

kD(x, y) ¬ arg tgh
(

‖x− y‖
dist‖·‖(x, ∂D)

)
,

gdy ‖x− y‖ < dist‖·‖ (x, ∂D).

Sta̧d dostajemy, że przy naszych założeniach o D odległość Kobay-
ashiego kD jest lokalnie równoważna normie ‖·‖ w X, tzn. lokalnie
zbieżność normowa jest równa zbieżności w kD. Ponadto (D, kD) jest
zupełna̧ przestrzenia̧ metryczna̧.

Nastȩpny lemat wykorzystujȩ w dowodach wypułości kul i horosfer
w ograniczonych i wypukłych obszarach D z odległościa̧ Kobayashiego.

Lemat 1.4. ( [107], [75], [104]) Niech D bȩdzie wypukłym i ograni-
czonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) .

(i) Jeżeli x, y, w, z ∈ D i s ∈ [0, 1], to

kD (sx+ (1− s) y, sw + (1− s) z) ¬ max [kD (x,w) , kD (y, z)] ;

(ii) jeżeli x, y ∈ D i s, t ∈ [0, 1], to

kD (sx+ (1− s) y, tx+ (1− t) y) ¬ kD (x, y) .

Aby scharakteryzować zbiory kD-ograniczone wprowadzamy nastȩpu-
ja̧ce pojȩcie.

Definicja 1.13. Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖). Jeżeli dla niepustego podzbioru
C ⊂ D mamy

dist‖·‖ (C, ∂D) := inf{‖x− y‖ : x ∈ C, y ∈ ∂D} > 0,

to mówimy, że leży on ściśle wewna̧trz D.

Twierdzenie 1.4. ( [63]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖). Niepusty podzbiór
C ⊂ D jest kD-ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy leży ściśle wewna̧trz
D.
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Zanim przejdȩ do własności granic cia̧gów uogólnionych w (D, kD)
przypomnȩ definicjȩ ścisłej wypukłości obszaru.

Definicja 1.14. ( [46]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Jeżeli dla każdych
dwóch różnych punktów x, y ∈ D‖·‖ otwarty odcinek

(x, y) = {z ∈ X : z = sx+ (1− s) y, 0 < s < 1}

leży w D, to obszar D nazywamy obszarem ściśle wypukłym.
Jeżeli jednostkowa kula otwarta w (X, ‖ · ‖) jest ściśle wypukła, to

(X, ‖ · ‖) nazywamy przestrzenia̧ ściśle wypukła̧.

Mamy teraz nastȩpuja̧cy lemat, który wielokrotnie stosowałam w
moich pracach.

Lemat 1.5. ( [99]) Niech D bȩdzie ograniczonym i ściśle wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Niech {xj}j∈J i
{yj}j∈J bȩda̧ dwoma cia̧gami uogólnionymi w D zbieżnymi w normie

odpowiednio do ξ ∈ ∂D i η ∈ D‖·‖. Jeżeli

sup {kD (xj, yj) : j ∈ J} = c <∞,

to ξ = η.

Można łatwo sprawdzić, że w lemacie 1.5 założenie ścisłej wypukłości
obszaru D jest istotne.

Omówiȩ teraz interesuja̧ce mnie własności zarówno odwzorowań ho-
lomorficznych jak i odwzorowań kD-nieoddalaja̧cych. Zacznȩ od poda-
nia kilku definicji i oznaczeń.

Definicja 1.15. Niech (X1, ‖·‖1) i (X2, ‖·‖2) bȩda̧ zespolonymi prze-
strzeniami Banacha i niech D bȩdzie obszarem w (X1, ‖·‖1) . Jeżeli
odwzorowanie f : D → X2 ma w każdym punkcie x ∈ D pochodna̧
Frécheta Df(x), to odwzorowanie f nazywamy holomorficznym.

Rodzinȩ wszystkich odwzorowań holomorficznych z ograniczonego i
wypukłego obszaruD w zespolonej przestrzeni Banacha (X1, ‖·‖1) w ze-
spolona̧ przestrzeń Banacha (X2, ‖ · ‖2) bȩdȩ oznaczać przez H(D,X2),
rodzinȩ wszystkich odwzorowań holomorficznych z ograniczonego i wy-
pukłego obszaru D1 ⊂ X1 w wypukły i ograniczony obszar D2 ⊂ X2

bȩdȩ oznaczać przez H(D1, D2), a gdy (X1, ‖ · ‖1) = (X2, ‖ · ‖2) i
D = D1 = D2, to rodzinȩ wszystkich odwzorowań holomorficznych
z D w D bȩdȩ oznaczać przez H(D).

Gdy rozpatrujemy odwzorowania, to odwzorowanie identycznościowe
określone na D bȩdȩ oznaczać przez I.
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Aby pokazać, że badanie holomorficzności odwzorowania można spro-
wadzić do badania analityczności funkcji jednej zmiennej zespolonej
musimy przypomnieć pojȩcie zbioru normuja̧cego.

Definicja 1.16. ( [50]) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie zespolona̧ przestrzenia̧
Banacha i niech N bȩdzie niepustym podzbiorem przestrzeni sprzȩżonej
X∗. Jeżeli istnieja̧ dodatnie stałe c i C, takie że

sup {|l (x)| : l ∈ N , ‖l‖ ¬ C}  c ‖x‖
dla każdego x ∈ X, to zbiór N nazywamy zbiorem normuja̧cym dla X.

Oczywiście zbiór normuja̧cy wyznacza topologiȩ liniowa̧ Hausdorffa
σ (X,N ) w X. Możemy teraz podać nastȩpuja̧ce bardzo pożyteczne
twierdzenie.

Twierdzenie 1.5. ( [7], [8], [13], [34], [38], [50], [55], [63], [67])
Niech (X1, ‖·‖1) i (X2, ‖·‖2) bȩda̧ przestrzeniami Banacha, D ⊂ X1

ograniczonym i wypukłym obszarem w X1 i niech N bȩdzie zbiorem
normuja̧cym dla (X2, ‖·‖2). Dla a ∈ D i x ∈ X\ {0} niech D (a, x)
bȩdzie zbiorem postaci

D (a, x) = {z ∈ C : a+ zx ∈ D} .
Wtedy odwzorowanie f : D → X2 jest odwzorowaniem holomorficznym
w całym obszarze D wtedy i tylko wtedy gdy f jest odwzorowaniem
lokalnie ograniczonym w D i dla każdego a ∈ D, każdego x ∈ X\ {0} i
każdego funkcjonału l ∈ N funkcja

l ◦ f|D(a,x) : D (a, x)→ C
jest funkcja̧ analityczna̧ w D (a, x).

Nastȩpuja̧cy fakt jest dobrze znany i pozwala wykorzystywać me-
tody metrycznej teorii punktów stałych w badaniu zachowania siȩ prze-
kształceń holomorficznych (patrz np. [2], [46], [55], [58], [?], [63], [70],
[71], [88], [89], [90], [126], [128]). Mianowicie, jeżeli D1 i D2 sa̧ ograni-
czonymi i wypukłymi obszarami odpowiednio w zespolonych przestrze-
niach Banacha (X1, ‖·‖1) i (X2, ‖·‖2) oraz kD1 i kD2 sa̧ odległościami
Kobayashiego odpowiednio w D1 i D2, to każde odwzorowanie holo-
morficzne f : D1 → D2 jest nieoddalaja̧ce wzglȩdem tych odległości,
tzn.

kD1(f(x), f(y)) ¬ kD2(x, y)
dla wszystkich x, y ∈ D1.

W szczególności, gdy D jest ograniczonym i wypukłym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) , to każde holomorficzne
odwzorowanie f : D → D jest kD-nieoddalaja̧ce.
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Oczywiście rodzina wszystkich odwzorowań f z D1 w D2, które sa̧
nieoddalaja̧ce ze wzgłedu na odległości Kobayashiego, jest znacznie
wiȩksza niż rodzina H(D1, D2) i bȩdziemy ja̧ oznaczać przez N(D1, D2)
lub N(D), gdy D = D1 = D2.

Okazuje siȩ, że używaja̧c zbioru normuja̧cego można uzyskać wyniki
o granicach cia̧gów punktowych i cia̧gów funkcyjnych.

Twierdzenie 1.6. ( [73], patrz także [94] i [97]) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie
zespolona̧ przestrzenia̧ Banacha, N zbiorem normuja̧cym dla X i niech
D ⊂ X bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem, takim że jego do-
mkniȩcie D‖·‖ w normie ‖ · ‖ jest zwarte w topologii σ (X,N ). Jeżeli
{xβ}β∈J i {yβ}β∈J sa̧ uogólnionymi cia̧gami w D i sa̧ one zbieżne w
topologii σ (X,N ) odpowiednio do x ∈ D i y ∈ D, to prawdziwa jest
nierówność

kD (x, y) ¬ lim inf
β

kD (xβ, yβ) .

Twierdzenie 1.7. ( [73]) Niech D1, D2 bȩda̧ ograniczonymi i wy-
pukłymi obszarami odpowiednio w zespolonych przestrzeniach Bana-
cha (X1, ‖·‖1) i (X2, ‖·‖2) , i niech N bȩdzie zbiorem normuja̧cym dla
(X2, ‖·‖2). Jeżeli {fλ}λ∈J jest cia̧giem odwzorowań holomorficznych (od-
wzorowań nieoddalaja̧cych wzglȩdem odległości Kobayashiego w tych
obszarach) fλ : D1 → D2, który jest punktowo zbieżny w topologii
σ (X2,N ) do odwzorowania f : D1 → D2

‖·‖ i istnieje punkt z0 ∈ D1,
taki że w0 = f (z0) ∈ D2, to f : D1 → D2 i odwzorowanie f jest
holomorficzne (nieoddalaja̧ce wzglȩdem odległości Kobayashiego).

Z odległościa̧ Kobayashiego zwia̧zane jest pojȩcie zespolonej geode-
zyjnej. Zespolona geodezyjna odgrywa kluczowa̧ rolȩ w dowodach ści-
słej liniowej wypukłości kul w metryce Kobayashiego i w dowodach
niepustości horosfer wprowadzonych w pracach zarówno moich jak i
innych autorów.

Definicja 1.17. ( [46], [47], [107], [108], [133], [147], [148], [149])
Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem w zespolonej prze-
strzeni Banacha (X, ‖ · ‖) i niech φ : ∆ → D bȩdzie odwzorowaniem
holomorficznym. Jeżeli dla każdych ζ1, ζ2 ∈ ∆ mamy

k∆(ζ1, ζ2) = kD(φ(ζ1), φ(ζ2)),

to odwzorowanie φ nazywamy zespolona̧ geodezyjna̧ (kD-geodezyjna̧) w
D. Jeżeli z, w ∈ D, z 6= w i istnieje zespolona geodezyjna φ : ∆ → D,
taka że w = φ(0) i z = φ(ζ), gdzie 0 < ζ ∈ R ∩ ∆, to φ nazywamy
znormalizowana̧ zespolona̧ geodezyjna̧ ła̧cza̧ca̧ punkt w z punktem z.
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Okazuje siȩ, że zespolona geodezyjna jest izometrycznym włożeniem
otwartego koła (∆, k∆) w (D, kD)( [46]) i dlatego powyższa definicja
jest równoważna oryginalnej definicji podanej przez E. Vesentiniego
( [146], [147], [148], [149]; patrz także na historyczne uwagi w [2]).
Istotnie mamy

Twierdzenie 1.8. ( [147], [148]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wy-
pukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Każda
zespolona geodezyjna f : ∆→ D jest izometrycznym włożeniem otwar-
tego koła jednostkowego z odległościa̧ k∆ w obszar D z odległościa̧ kD.
Dodatkowo mamy

lim
r→1−

kD(f(0), f(reiθ)) = lim
r→1−

k∆(0, reiθ) = +∞

Dalej dostajemy

Twierdzenie 1.9. ( [46], [107], [133]) Jeżeli (X, ‖·‖) jest zespolona̧
przestrzenia̧ Banacha, N zbiorem normuja̧cym dla X i D ⊂ X jest
ograniczonym i wypukłym obszarem, takim że jego domkniȩcie D

‖·‖

w normie jest zwarte w topologii σ (X,N ), to przez każde dwa różne
punkty w D przechodzi przynajmniej jedna znormalizowana zespolona
kD-geodezyjna.

Aby podać warunki na jedyność geodezyjnej i na liniowa̧ ścisła̧ wypu-
kłość kD-kul w ograniczonym i ściśle wypukłym obszarze D (patrz roz-
dział 4) bȩdziemy potrzebować definicji analitycznej własności Radona-
Nikodyma (aRNP) przestrzeni Banacha. Zacznȩ od nastȩpuja̧cego ozna-
czenia. Symbol H∞(∆, X) bȩdzie oznaczać rodzinȩ wszystkich holo-
morficznych i ograniczonych odwzorowań jednostkowego koła otwar-
tego ∆ w zespolona̧ przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖). W zespolonej prze-
strzeni liniowej H∞(∆, X) mamy normȩ supremum.

Definicja 1.18. ( [25]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie zespolona̧ przestrzenia̧
Banacha. Jeżeli każde odwzorowanie f ∈ H∞(∆, X) ma prawie wszȩdzie
granice radialne, tzn. granica limr→1− f(reiθ) istnieje dla prawie wszyst-
kich θ ∈ ([0, 2π], µ1), gdzie µ1 oznacza miarȩ Lebesgue’a, to mówimy,
że X ma analityczna̧ własność Radona-Nikodyma (aRNP).

Można zauważyć, że gdy (X, ‖ · ‖) ma aRNP, to prawie wszȩdzie
określona funkcja brzegowa f ∗ (tzn.

f ∗(eiθ) = lim
r→1−

f(reiθ))

należy do L∞([0, 2π], µ1) i wyznacza f. Sta̧d gdy f, g ∈ H∞(∆, X) i
f ∗ = g∗ w L∞([0, 2π], µ1), to f = g.
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Twierdzenie 1.10. ( [25], [61], [136]) Każda zespolona i refleksywna
przestrzeń Banacha ma aRNP i każda ośrodkowa zespolona i sprzȩżona
przestrzeń Banacha ma aRNP.

Twierdzenie 1.11. ( [46], [47]) Jeżeli (X, ‖ · ‖) jest zespolona̧ prze-
strzenia̧ Banacha, (X, ‖ · ‖) ma aRNP i D ⊂ X jest ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem, to przez każde dwa różne punkty w D prze-
chodzi co najwyżej jedna znormalizowana zespolona kD-geodezyjna.

Ostatecznie dostajemy

Twierdzenie 1.12. ( [46]) Jeżeli (X, ‖ ·‖) jest zespolona̧ przestrzenia̧
Banacha, (X, ‖ · ‖) ma aRNP, N jest zbiorem normuja̧cym dla X i
D ⊂ X jest ograniczonym i ściśle wypukłym obszarem, takim że jego
domkniȩcie D‖·‖ w normie jest zwarte w topologii σ (X,N ), to przez
każde dwa różne punkty w D przechodzi dokładnie jedna znormalizo-
wana zespolona kD-geodezyjna.

Przypomnȩ teraz nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ.

Definicja 1.19. ( [51], [63]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) . Jeżeli odwzoro-
wanie f : D → D jest takie, że f(D) leży ściśle wewna̧trz D, to mó-
wimy, że przekształcenie f odwzorowuje obszar D ściśle do wewna̧trz
D.

W moich badaniach wielokrotnie używam cia̧gów aproksymacyjnych
dla badanego odwzorowania. Cia̧gi te sa̧ tworzone przy pomocy nastȩpu-
ja̧cego twierdzenia.

Twierdzenie 1.13. ( [51], [130], [129], [149]) Niech D bȩdzie ogra-
niczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) i niech
przekształcenie holomorficzne odwzorowanie f : D 7→ D odwzorowuje
D ściśle do wewna̧trz D. Wtedy f jest kD-kontrakcja̧, tzn. istnieje
0 < c < 1 takie, że

kD(f(x), f(y)) ¬ c · kD(x, y)

dla wszystkich x, y ∈ D.

Sta̧d, gdy D jest domkniȩtym, ograniczonym i wypukłym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), to z twierdzenia 1.13 do-
stajemy, że odwzorowanie gs,z = (1− s) z + sI : D → D jest kD-
kontrakcja̧ dla każdego ustalonego z ∈ D i dla 0 ¬ s < 1. Dlatego
dla kD-nieoddalaja̧cego odwzorowania f : D 7→ D przekształcenie
fs,z = gs,z ◦ f = (1− s) z + sf : D 7→ D jest kD-kontrakcja̧ i ma
dokładnie jeden punkt stały, który oznaczamy przez hf (s, z) . Ustalmy
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0 ¬ s < 1 i x0 ∈ D. Wtedy odwzorowanie hf (s, ·) : D 7→ D jest kD-
nieoddalaja̧ce (holomorficzne, gdy f jest holomorficzne) jako punktowa
granica cia̧gu funkcyjnego

{
fns,· (x0)

}
.

Jak wyjaśniȩ w rozdziale 2, w przypadku nieskończenie wymiarowej
zespolonej przestrzeni Banacha bez dodatkowych założeń o odwzorowa-
niu kD-nieooddalaja̧cym (holomorficznym) twierdzenie Wolffa-Denjoya
nie jest prawdziwe. Takim dodatkowym naturalnym założeniem jest
założenie, że odwzorowanie to jest kondensuja̧ce ze wzglȩdu na miarȩ
niezwartości Kuratowskiego.

Definicja 1.20. ( [105]) Niech (X, d) bȩdzie zupełna̧ przestrzenia̧ me-
tryczna̧ i niech B oznacza rodzinȩ wszystkich niepustych i ograniczonych
podzbiorów zbioru X. Funkcjȩ αd : B → R+ dana̧ wzorem

αd(C) = inf{ε > 0 : istnieje skończona liczba zbiorów C1, .., Cm ∈ B

o średnicy mniejszej niż ε i takich, że C ⊂
m⋃
j=1

Cj}

(dla C ∈ B) nazywamy miara̧ niezwartości Kuratowskiego.

Miara niezwartości Kuratowskiego ma nastȩpuja̧ce własności.

Twierdzenie 1.14. ( [5], [10], [12], [57]) Niech (X, d) bȩdzie zupełna̧
przestrzenia̧ metryczna̧ i niech B oznacza rodzinȩ wszystkich niepustych
i ograniczonych (w metryce d) podzbiorów zbioru X. Jeżeli αd jest miara̧
niezwartości, to dla zbiorów C,C1 ∈ B mamy

(i) αd(C) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy domkniȩcie Cd zbioru C jest
zbiorem zwartym;

(ii) αd(C) = αd(C
d);

(iii) gdy C ⊂ C1, to αd(C) ¬ αd(C1);
(iv) αd(C ∪ C1) = max{αd(C), αd(C1)};
(v) αd(C ∩ C1) ¬ min{αd(C), αd(C1)};
(vi) jeżeli {Cn} jest zstȩpuja̧cym cia̧giem domkniȩtych zbiorów na-

leża̧cych do B i jeżeli limn→∞ αd(Cn) = 0, to przeciȩcie
⋂∞
n=1Cn

tych zbiorów jest niepuste i jest zbiorem zwartym.
Gdy w miejsce przestrzeni metrycznej mamy przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖), to dodatkowo dostajemy
(vii) α‖·‖(C + C1) ¬ α‖·‖(C) + α‖·‖(C1);
(viii) α‖·‖(tC) = |t|α‖·‖(C);
(ix) α‖·‖(convC) = α‖·‖(C), gdzie conv(C) oznacza otoczkȩ wypukła̧

zbioru C.

Przejdźmy wiȩc do ogólnej definicji przekształcenia kondensuja̧ce ze
wzglȩdu na miarȩ niezwartości Kuratowskiego.
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Definicja 1.21. ( [137]) Niech (X, d) bȩdzie zupełna̧ przestrzenia̧ me-
tryczna̧ i niech ∅ 6= D ⊂ X. Mówimy, że odwzorowanie f : D → D
jest kondensuja̧ce ze wzglȩdu na Kuratowskiego miarȩ niezwartości αd
(αd-kondensuja̧ce) gdy

αd(f(C)) < αd(C)

dla każdego ograniczonego w (X, d) podzbioru C ⊂ D z αd(C) > 0.

Nastȩpuja̧ce własności odwzorowań αd-kondensuja̧cych sa̧ dobrze znane.

Lemat 1.6. ( [75]) Niech D bȩdzie niepustym i ograniczonym zbio-
rem w zupełnej przestrzeni metrycznej (X, d). Jeżeli f : D → D jest
odwzorowaniem αd-kondensuja̧cym i {xn} jest cia̧giem w D, takim że
d (xn, f (xn))→ 0, to zbiór wszystkich elementów tego cia̧gu, który dla
uproszczenia zapisu również oznaczamy przez {xn}, jest zbiorem wa-
runkowo zwartym w (X, d) , tzn. αd ({xn}) = 0.

Jako wniosek z tego lematu dostajemy

Wniosek 1.1. ( [75]) Niech D bȩdzie wypukłym i ograniczonym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) . Jeżeli f : D → D
jest odwzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym i α‖·‖-kondensuja̧cym, C jest
niepustym, kD-domkniȩtym, wypukłym i f -niezmienniczym podzbiorem
obszaru D, {sn} jest cia̧giem, takim że limn→∞ sn = 1, 0 < sn < 1 i
{zn} jest cia̧giem elementów podzbioru C, to cia̧g aproksymuja̧cy {xn}
dany wzorem

xn = hf (sn, zn) = fsn,zn (xn) = (1− sn) zn + snf (xn) ∈ C
dla n = 1, 2, 3, ... zawiera podcia̧g zbieżny w normie ‖ · ‖.

Nastȩpnie mamy

Lemat 1.7. ( [137]) Niech D bȩdzie niepustym i ograniczonym zbiorem
w zupełnej przestrzeni metrycznej (X, d). Jeżeli f : D → D jest odwzo-
rowaniem αd-kondensuja̧cym, to αd({fn(x)}) = 0 dla każdego x ∈ D,
tzn. dla każdego x ∈ D zbiór elementów cia̧gu iteracyjnego {fn(x)} jest
zbiorem totalnie ograniczonym w (X, d).

Jako wniosek dostajemy

Wniosek 1.2. ( [75]) Niech D bȩdzie wypukłym i ograniczonym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) . Jeżeli f : D → D
jest odwzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym i α‖·‖-kondensuja̧cym, to dla
każdego x ∈ D jego cia̧g iteracyjny {fn(x)} zawiera podcia̧g zbieżny w
normie ‖ · ‖.

Z naszych dotychczasowych rozważań wynika nastȩpuja̧ce twierdze-
nie.
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Twierdzenie 1.15. ( [75]) Niech (D, d) i (X, dX) bȩda̧ dwiema prze-
strzeniami metrycznymi, takimi że

(i) D ⊂ X i zbiór D jest zbiorem dX-ograniczonym i dX-otwartym
i obie przestrzenie metryczne (D, d) i (X, dX) sa̧ zupełne;

(ii) dla każdego x ∈ D i każdego cia̧gu {xn} w D, który jest zbieżny
do ξ ∈ X\D w (X, dX), mamy limn→∞ d (x, xn) =∞;

(iii) topologie wyznaczone na D przez d i przez dX |D×D sa̧ iden-
tyczne.

Niech f : D → D bȩdzie odwzorowaniem d-nieoddalaja̧cym i αdX -
kondensuja̧cym. Wtedy

(a) dla każdego x ∈ D, każdy podcia̧g {fni (x)} cia̧gu iteracyjnego
{fn (x)} zawiera dX-zbieżny podcia̧g;

(b) odwzorowanie f ma wszystkie d-ograniczone cia̧gi iteracyjne {fn (x)}
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje x̃ ∈ D z d-ograniczonym podcia̧giem
{fni (x̃)} cia̧gu iteracyjnego {fn (x̃)} ;

(c) jeżeli odwzorowanie f ma d-nieograniczona̧ orbitȩ, to dla każ-
dego x ∈ D każdy podcia̧g {fni (x)} cia̧gu iteracyjnego {fn (x)}
zawiera podcia̧g {fnij (x)} , który jest dX-zbieżny do ξ ∈ X\D
przy j →∞.

Ostatecznie korzystaja̧c z ostatniego twierdzenia i z lematu 1.5 otrzy-
mujemy, w przypadku odwzorowań bez punktu stałego, nastȩpuja̧ce
dwa bardzo ważne z naszego punktu widzenia twierdzenia.

Twierdzenie 1.16. ( [75], [B 2], [B 6]) Niech D bȩdzie ściśle wypu-
kłym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) .
Jeżeli f : D → D jest odwzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym i α‖·‖-konden-
suja̧cym i nie ma punktu stałego, to dla każdego x ∈ D zbiór punktów
skupienia A cia̧gu iteracyjnego {fn(x)} ma nastȩpuja̧ce własności:

(i) A 6= ∅,
(ii) A ⊂ ∂D
(iii) A jest zbiorem niezależnym od wyboru x ∈ D.

Twierdzenie 1.17. ( [75], [B 2], [B 6]) Niech D bȩdzie ściśle wypu-
kłym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) .
Jeżeli f : D → D jest odwzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym i α‖·‖-konden-
suja̧cym i nie ma punktu stałego, to dla każdego z ∈ D zbiór punktów
skupienia B, przy s→ 1−, krzywej aproksymacyjnej

{hf (s, z)}0¬s<1 = {(1− s) z + sf (hf (s, z))}0¬s<1,

tzn. zbiór

B = {x ∈ D‖·‖ : istnieje ciąg {sn} z 0 ¬ sn → 1− i hf (sn, z)→ x},
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ma nastȩpuja̧ce własności:
(i) B 6= ∅,
(ii) B ⊂ ∂D
(iii) B jest zbiorem niezależnym od wyboru z ∈ D.



19

2. Problemy zwia̧zane z twierdzeniem Wolffa-Denjoya -
rys historyczny

W tym rozdziale omówiȩ historiȩ problemów, którymi siȩ zajȩłam w
moim osia̧gniȩciu naukowym i podam znane w chwili rozpoczȩcia moich
badań wyniki w tym zakresie.

W 1926 roku J. Wolff i A. Denjoy udowodnili nastȩpuja̧ce twierdzenie
o zachowaniu siȩ iteracji funkcji analitycznej.

Twierdzenie 2.1. Niech ∆ bȩdzie jednostkowym kołem otwartym na
płaszczyźnie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : ∆→ ∆ nie jest
ani funkcja̧ identycznościowa̧ ani też nie jest automorfizmem z dokład-
nie jednym punktem stałym w ∆ (tzn. nie jest automorfizmem elip-
tycznym), to istnieje dokładnie jeden punkt ξ ∈ ∆, taki że cia̧g iteracji
{fn} funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze C ⊂ ∆.

Twierdzenie 2.1 ma interesuja̧ca̧ historiȩ. Najpierw udowodnił je J.
Wolff przy dodatkowym założeniu, że funkcja ma cia̧głe rozszerzenie
na brzeg i był to dowód nie wprost ( [154], praca była zarekomendo-
wana do publikacji 31 grudnia 1925 roku przez E. Borela). Nastȩpnie,
w krótkim odstȩpie czasu, niezależnie od siebie i różnymi metodami,
twierdzenie 2.1 udowodnili J. Wolff ( [155], praca była zarekomendo-
wana do publikacji 18 stycznia 1926 roku przez E. Borela) i A. Denjoy
( [44], praca była zarekomendowana do publikacji 25 stycznia 1926 roku
przez M. Goursata). Ostatecznie kilka miesiȩcy później J. Wolff ( [156],
praca była zarekomendowana do publikacji 7 kwietnia 1926 roku przez
E. Borela) podał bardzo ładny dowód tego twierdzenia przy pomocy
nastȩpuja̧cego lematu zwanego obecnie lematem Wolffa.

Lemat 2.1. Niech ∆ bȩdzie jednostkowym kołem otwartym na płasz-
czyźnie zespolonej C. Jeżeli funkcja analityczna f : ∆ → ∆ nie ma
punktu stałego, to istnieje jedyny punkt ξ na brzegu koła, taki że

|ξ − f(z)|2

1− |f(z)|2
¬ |ξ − z|

2

1− |z|2

dla każdego z ∈ ∆, przy czym równość ma miejsce wtedy tylko wtedy,
gdy f jest parabolicznym automorfizmem z punktem stałym ξ.

Zauważmy, że w swoim ostatnim dowodzie twierdzenia 2.1 J.Wolff
wykorzystał wprowadzony przez siebie niezmienniczy horocykl D(ξ, R)
z centrum w punkcie ξ i promieniu R > 0

D(ξ, R) = {z ∈ ∆ :
|ξ − z|2

1− |z|2
< R},



20

który jest otwartym kołem o promieniu R
R+1 i środku 1

1+Rξ, tzn.

D(ξ, R) = {z ∈ ∆ : |z − 1
1 +R

ξ| < R

R + 1
}

i koło to jest styczne do okrȩgu jednostkowego ∂∆ w punkcie ξ.
Warto też odnotować fakt, że w 1983 roku E. Vesentini ( [150]) opu-

blikował dowód twierdzenia Wolffa-Denjoya, który jest inny od tych
wspomnianych już przeze mnie (patrz też [14] i [30]).

Mnie bȩdzie interesować tylko ta czȩść twierdzenia Wolffa-Denjoya,
w której funkcja nie ma punktu stałego, tzn. nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.2. Niech ∆ bȩdzie jednostkowym kołem otwartym na
płaszczyźnie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : ∆→ ∆ nie ma
punktu stałego, to istnieje ξ na brzegu koła, takie że cia̧g iteracji {fn}
funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze C ⊂ ∆.

Moje zainteresowanie siȩ tylko taka̧ postacia̧ twierdzenia wynika z
faktu, że E. Vesentini oraz V. Khatskevich i D. Shoikhet podali w swo-
ich pracach (odpowiednio w [150], [151], [84] i [85], patrz też [126])
warunki konieczne i dostateczne na zbieżność cia̧gu iteracyjnego {fn}
do punktu stałego odwzorowania f . Warunki te albo sa̧ podane w ter-
minach teorii spektralnej wzglȩdem pochodnejDf(x̃) w punkcie stałym
x̃ ∈ D odwzorowania f albo sa̧ to warunki geometryczne.

Bȩdȩ wiȩc zajmować siȩ tylko nastȩpuja̧cymi problemami zwia̧zanymi
z twierdzeniem 2.2:

1) iteracje odwzorowań holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) bez
punktów stałych przekształcaja̧cych otwarta̧ kulȩ jednostkowa̧ (w ze-
spolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖)) w siebie i ich zbieżność,

1’) iteracje funkcji holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) bez punk-
tów stałych przekształcaja̧cych ograniczony i silnie wypukły obszar
D ⊂ Ck (patrz definicja 2.5) w siebie i ich zbieżność,

2) orbity półgrup S = {ft}t0 złożonych z holomorficznych (kD-
nieoddalaja̧cych) odwzorowań i ich zbieżność,

3) graniczne zachowanie siȩ rodziny holomorficznych (kD-nieoddalaja̧-
cych) retraktów z pustym przeciȩciem.

Rozdzieliłam tutaj problem zachowania siȩ itearcji funkcji na dwie
czȩści (1 i 1’), ponieważ w chwili rozpoczȩcia moich badań wyniki otrzy-
mane dla otwartej kuli jednostkowej były zdecydowanie silniejsze od
tych otrzymanych dla ograniczonych i wypukłych obszarów.
1) Iteracje funkcji holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) prze-

kształcaja̧cych otwarta̧ kulȩ jednostkowa̧ (w zespolonej prze-
strzeni Banacha (X, ‖ · ‖)) w siebie i ich zbieżność
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Pierwszy tego typu wynik M. Hervé udowodnił w 1963 roku.

Twierdzenie 2.3. ( [66]) Niech B bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧
w Ck ze standardowa̧ norma̧. Jeżeli funkcja holomorficzna f : B → B
nie ma punktu stałego, to istnieje punkt ξ na brzegu kuli ∂B, taki że
cia̧g iteracji {fn} funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w
topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze
C ⊂ B.

Twierdzenie to było ponownie odkryte w 1983 roku przez B. D. Mac-
Cluer [109] i przez Y. Kubotȩ [93]. Okazuje siȩ jednak, że twierdzenie
Wolffa-Denjoya nie jest prawdziwe w zespolonej przestrzeni Banacha o
wymiarze nieskończonym. W 1985 roku, opieraja̧c siȩ na przykładzie
M. Edelsteina ( [52]), A. Stachura podał przykład holomorficznego
przekształcenia f otwartej kuli Hilberta Bl2 (w zespolonej przestrzeni
Hilberta l2) w siebie, które nie ma punktu stałego i

lim sup
n→∞

‖fn (0)‖ = 1 > 0 = lim inf
n→∞

‖fn (0)‖

( [143]). Okazuje siȩ jednak, że dodaja̧c dodatkowe założenie o od-
wzorowaniu f można udowodnić twierdzenie Wolffa-Denjoya również w
nieskończenie wymiarowej zespolonej przestrzeni Banacha. Pierwszym
takim wynikiem było nastȩpuja̧ce twierdzenie udowodnione przez C.-H.
Chu i P. Mellon w 1997 roku.

Twierdzenie 2.4. ( [36]) Niech BH bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧
w zespolonej przestrzeni Hilberta H, czyli tzw. kula̧ Hilberta. Jeżeli
funkcja holomorficzna f : BH → BH jest zwartym odwzorowaniem
bez punktu stałego, to istnieje punkt ξ na brzegu kuli, taki że cia̧g ite-
racji {fn} funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w topologii
zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze C ⊂ BH .

W 1999 roku twierdzenie to było uogólnione przez J. Kapelusznego,
T. Kuczumowa i S. Reicha do jednostkowej kuli otwartej BX o środku
w 0 w ściśle wypukłych przestrzeniach Banacha (X, ‖ · ‖) ( [74]).

Twierdzenie 2.5. ( [74]) Niech BX bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧ w
ściśle wypukłej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Jeżeli odwzo-
rowanie holomorficzne (kBX -nieoddalaja̧ce) f : BX → BX jest zwartym
odwzorowaniem bez punktu stałego, to istnieje punkt ξ na brzegu kuli,
taki że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny do odwzorowa-
nia stałego równego ξ w topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na
każdym zwartym zbiorze C ⊂ BX .

Omówiȩ teraz ideȩ dowodu tego twierdzenia, ponieważ bȩdȩ ja̧ sto-
sować w dowodach 3 twierdzeń wystȩpuja̧cych w moim osia̧gniȩciu
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naukowym. Okazało siȩ, że w dowodzie twierdzenia 2.5, z uwagi na
brak odpowiedniej gładkości brzegu kuli, nie można było bezpośred-
nio zastosować horosfer Ex̃ (ξ, R) i Fx̃ (ξ, R) użytych przez M. Abate
dla ograniczonych i silnie wypukłych obszarów w Ck (defincje tych ho-
rosfer podam w czȩści 1’)).Dlatego w [74] wprowadzono niezmiennicze
cia̧gowe horosfery G (x̃, ξ, R, {xn}) w ośrodkowych zespolonych prze-
strzeniach Banacha zamiast horosfer Ex̃ (ξ, R) i Fx̃ (ξ, R). Horosfery
G (x̃, ξ, R, {xn}) zdefiniowano nastȩpuja̧co.

Definicja 2.1. ( [74]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym ob-
szarem w ośrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), x̃ ∈ D,
ξ ∈ ∂D i niech {xn} bȩdzie cia̧giem w D z limxn = ξ. Załóżmy, że
dla każdych x, y ∈ D istnieje granica limn→∞ [kD (y, xn)− kD (x, xn)].
Wtedy horosferȩ G (x̃, ξ, R, {xn}) w D określamy nastȩpuja̧co

G (x̃, ξ, R, {xn}) =
{
y ∈ D : lim

n→∞
[kD (y, xn)− kD (x̃, xn)] <

1
2

logR
}
.

Podane w definicji 2.1 założenie istnienia granic
lim
n→∞

[kD (y, xn)− kD (x, xn)]

nie jest zbyt restrykcyjne, ponieważ interesuja̧ nas tylko cia̧gi aproksy-
muja̧ce dla f z granica̧ równa̧ ξ, które możemy odpowiednio zasta̧pić ich
podcia̧gami oraz mamy założenie ośrodkowości zespolonej przestrzeni
Banacha i prawdziwe sa̧ nierówności

|kD (y, xn)− kD (x, xn)| ¬ kD (y, x)

dla wszystkich x, y ∈ D,.

Uwaga 2.1. Od tej pory bȩdziemy wiȩc zawsze zakładać o cia̧gu {xn}
wystȩpuja̧cym w G (x̃, ξ, R, {xn}) , że wszystkie granice

lim
n→∞

[kD (y, xn)− kD (x, xn)] , x, y ∈ D,

istnieja̧.

Podstawowe własności horosferG (x̃, ξ, R, {xn}) sa̧ podane w nastȩpnym
twierdzeniu.

Twierdzenie 2.6. ( [74], [75]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypu-
kłym obszarem w ośrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖).
Niech x̃ ∈ D, ξ ∈ ∂D, R > 0, xn ∈ D, n = 1, 2, ... , i limn→∞ xn = ξ.
Wtedy horosfery G (x̃, ξ, R, {xn}) maja̧ nastȩpuja̧ce własności:

(i) Ex̃ (ξ, R) ⊂ G (x̃, ξ, R, {xn}) ⊂ Fx̃ (ξ, R) dla każdych x ∈ D,
ξ ∈ ∂D i R > 0;

(ii) jeżeli G (x̃, ξ, R, {xn}) jest zbiorem niepustym, to jest zbiorem
wypukłym;
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(iii) dla każdych 0 < R1 < R2 mamy[
D ∩G (x̃, ξ, R1, {xn})

‖·‖
]
⊂ G (x̃, ξ, R2, {xn}) ;

(iv) dla każdego R > 1 mamy BkD

(
x̃, 1

2 logR
)
⊂ G (x̃, ξ, R, {xn}) ;

(v) BkD

(
x̃,−1

2 logR
)
∩G (x, ξ, R, {xn}) = ∅ dla każdego 0 < R < 1;

(vi)
⋃
R>0

G (x̃, ξ, R, {xn}) = D i
⋂
R>0

G (x̃, ξ, R, {xn}) = ∅;

Zauważmy tutaj, że w przypadku otwartej kuli jednostkowej BX w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) używaja̧c zespolonych geode-
zyjnych ła̧cza̧cych 0 z dowolnym innym punktem z ∈ BX (jest to po
prostu przeciȩcie kuli BX z płaszczyzna̧ zespolona̧ przechodza̧ca̧ przez
0 i z), ortogonalnych projekcji na te geodezyjne i wzoru

kBX (0, z) = arg tgh ‖z‖

można stosunkowo łatwo udowodnić nastȩpuja̧cy lemat.

Lemat 2.2. ( [74]) Dla każdego ξ ∈ ∂BX i każdego 0 < t < 1 mamy

lim
w→ξ

[kBX (tξ, w)− kBX (0, w)] = −kBX (0, tξ).

Z niego dostajemy natychmiast dwa wnioski.

Wniosek 2.1. ( [74]) Niech BX bȩdzie otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧ w
ośrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), x̃ ∈ BX ,
ξ ∈ ∂BX i niech {xn} bȩdzie cia̧giem w BX z limxn = ξ. Załóżmy, że
dla każdych x, y ∈ BX istnieje granica limn→∞ [kD (y, xn)− kD (x, xn)].
Wtedy każda horosfera G (x̃, ξ, R, {xn}) jest niepustym zbiorem.

Wniosek 2.2. ( [74]) Przy założeniach z wniosku 2.1 i przy dodatko-
wym założeniu ścisłej wypukłości zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·
‖) punkt ξ jest nie tylko granica̧ cia̧gu {xn}, ale jednocześnie jedy-
nym punktem przeciȩcia

⋂
R>0G (x̃, ξ, R, {xn})

‖·‖
domkniȩć w normie

wszystkich cia̧gowych horosfer.

Biora̧c teraz odpowiedni cia̧g aproksymacyjny dla odwzorowania f
otrzymujemy

Twierdzenie 2.7. [74] Niech BX bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧ w
ośrodkowej i ściśle wypukłej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖).
Jeżeli odwzorowanie holomorficzne (kD-nieoddalaja̧ce) f : BX → BX

jest zwartym odwzorowaniem bez punktu stałego,

{xn} = {(1− tn)zn + tnf(xn)}
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jest zbieżnym cia̧giem aproksymacyjnym dla odwzorowania f , gdzie
zn ∈ BX , 0 < tn < 1 dla n = 1, 2, ..., ξ = limn→∞ xn ∈ ∂BX i dla
każdych x, y ∈ D istnieje granica

lim
n→∞

[kD (y, xn)− kD (x, xn)] ,

to każda horosfera G (0, ξ, R, {xn}) w BX jest niepustym zbiorem i

f (G (0, ξ, R, {xn})) ⊂ G (0, ξ, R, {xn}) .

Sta̧d i z wniosku 2.2 natychmiast dostajemy twierdzenie 2.5.
Zauważmy dalej, że gdy dla kBX -nieoddalaja̧cego odwzorowania

f : BX → BX w kuli otwartej BX w zespolonej przestrzeni Banacha
(X, ‖ · ‖) prawdziwe jest twierdzenie Wolffa-Denjoya, to dla każdego
x ∈ D cia̧g jego iteracji {fn(x)} jest warunkowo zwarty w (X, ‖ · ‖)
i dlatego α‖·‖({fn(x) : n = 1, 2, 3, ...}) = 0, gdzie α‖·‖ jest miara̧
niezwartości Kuratowskiego. Jak już wspomniałam w rozdziale 1 (le-
mat 1.7) B. N. Sadowskii udowodnił, że dla odwzorowania, z D ⊂ X
w D w przestrzeni metrycznej (X, d), bȩda̧cego αd-kontrakcja̧ mamy
αd({fn(x)}) = 0 dla każdego x ∈ D. Sta̧d dodatkowe założenie, że
holomorficzne (kD-nieoddalaja̧ce) odwzorowanie f : D → D jest α‖·‖-
kontrakcja̧, okazuje siȩ naturalne w przypadku badania iteracji odwzo-
rowania w nieskończenie wymiarowej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖).
Dalej przy tym założeniu możemy też skorzystać z twierdzenia A. Całki
(twierdzenie 1.2), które wyzwala nas od żmudnego dowodu rozbieżności
do brzegu cia̧gu iteracyjnego. Nastȩpnie (patrz wniosek 1.1) dla ogra-
niczonego i wypukłego obszaru D w zespolonej przestrzeni Banacha
(X, ‖·‖) i holomorficznej (kD-nieoddalaja̧cej) α‖·‖-kontrakcji f : D → D
każdy cia̧g aproksymuja̧cy {xn} dany wzorem

xn = hf (sn, zn) = fsn,zn (xn) = (1− sn) zn + snf (xn)

dla n = 1, 2, 3, ... (gdzie zn ∈ D, 0 < sn < 1 dla n = 1, 2, 3, ... i
limn→∞ sn = 1) zawiera podcia̧g zbieżny w normie ‖ · ‖.

Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem w zespolonej
przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Przypomnȩ teraz, że w [75] (patrz też
[B4]) J. Kapeluszny, T. Kuczumow i S. Reich wprowadzili horosferȩ
H (x̃, ξ, R, {xn}).

Definicja 2.2. ( [75]) Niech {nγ}γ∈Γ bȩdzie takim podcia̧giem uogól-
nionym cia̧gu {wn}n∈N = {n}n∈N, który jest maksymalnym cia̧giem
uogólnionym (patrz lemat 1.1). Niech D bȩdzie ograniczonym i wypu-
kłym obszarem w ośrodkowej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), x̃ ∈ D,
ξ ∈ ∂D i niech {xn} bȩdzie cia̧giem w D z limxn = ξ. Wtedy horosferȩ
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H (x̃, ξ, R, {xn}) w D określamy nastȩpuja̧co

H (x̃, ξ, R, {xn}) =
{
y ∈ D : lim

γ∈Γ

[
kD
(
y, xnγ

)
− kD

(
x̃, xnγ

)]
<

1
2

logR
}
.

Horosfera H (x̃, ξ, R, {xn}) ma takie same własności jak horosfera
G (x̃, ξ, R, {xn}).

Twierdzenie 2.8. ( [75]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Niech x̃ ∈ D,
ξ ∈ ∂D, R > 0, xn ∈ D, n = 1, 2, ... i limn→∞ xn = ξ. Wtedy horosfery
H (x̃, ξ, R, {xn}) maja̧ nastȩpuja̧ce własności:

(i) Ex̃ (ξ, R) ⊂ H (x̃, ξ, R, {xn}) ⊂ Fx̃ (ξ, R) ;
(ii) Jeżeli H (x̃, ξ, R, {xn}) jest zbiorem niepustym, to jest zbiorem

wypukłym;
(iii) dla każdych 0 < R1 < R2 mamy[

D ∩H (x̃, ξ, R1, {xn})
‖·‖
]
⊂ H (x, ξ, R2, {xn}) ;

(iv) dla każdego R > 1 mamy BkD

(
x, 1

2 logR
)
⊂ H (x̃, ξ, R, {xn}) ;

(v) dla każdego 0 < R < 1 mamy BkD

(
x̃,−1

2 logR
)
∩H (x̃, ξ, R, {xn}) =

∅;
(vi)

⋃
R>0

H (x̃, ξ, R, {xn}) = D i
⋂
R>0

H (x̃, ξ, R, {xn}) = ∅;

Lemat 2.3. ( [75]) Niech BX bȩdzie otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧ w ze-
spolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), x̃ ∈ BX , ξ ∈ ∂BX i niech {xn}
bȩdzie cia̧giem w BX z limxn = ξ.Wtedy każda horosfera H (x̃, ξ, R, {xn})
jest niepustym zbiorem.

Wniosek 2.3. ( [75]) Przy założeniach z ostatniego lematu i przy do-
datkowym założeniu ścisłej wypukłości zespolonej przestrzeni Banacha
(X, ‖ · ‖) punkt ξ jest nie tylko granica̧ cia̧gu {xn}, ale jednocześnie
jedynym punktem przeciȩcia domkniȩć w normie wszystkich cia̧gowych
horosfer

⋂
R>0H (x̃, ξ, R, {xn})

‖·‖
.

Na koniec otrzymujemy ostateczna̧ wersjȩ twierdzenia Wolffa-Denjoya
dla kuli jednostkowej.

Twierdzenie 2.9. ( [75]) Niech BX bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧
w ściśle wypukłej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Jeżeli od-
wzorowanie holomorficzne (kD-nieoddalaja̧ce) f : BX → BX jest
α‖·‖−kontrakcja̧ bez punktu stałego, to istnieje punkt ξ na brzegu kuli
taki, że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny do funkcji sta-
łej równej ξ w topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na każdym
zwartym zbiorze C ⊂ BX .
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Powróćmy na chwilȩ do kuli otwartej BH w przestrzeni Hilberta H.
Tutaj mamy trochȩ wiȩcej informacji o odwzorowaniach bez punktów
stałych. Najpierw wprowadzamy nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ.

Definicja 2.3. ( [126]) Niech G bȩdzie podrodzina̧ rodziny wszystkich
kBH -nieoddalaja̧cych odwzorowań jednostkowej kuli otwartej BH w sie-
bie. Mówimy, że rodzina G ma własność Wolffa-Denjoya, jeśli dla każ-
dego odwzorowania f ∈ G bez punktów stałych w BH istnieje punkt
ξ ∈ ∂BH , taki że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny do ξ i
to jednostajnie na każdym zbiorze zwartym w BH .

Twierdzenie 2.10. Niech BH bȩdzie jednostkowa̧ kula̧ otwarta̧ w prze-
strzeni Hilberta H. Dla kuli BH znamy nastȩpuja̧ce klasy odwzorowań
maja̧ce własność Wolffa-Denjoya:

i) ( [75]; patrz także [B3], [B5], [B6], [36], [74], [92] i [99]) klasa G1

składaja̧ca siȩ ze wszyskich αH-kontrakcji;
ii) ( [58], [59], [124] i [125]) klasa G2 złożona ze wszystkich mocno

(≡ firmly) kBH -nieoddalaja̧cych odwzorowań pierwszego rodzaju;
iii) ( [58], [59], [124] i [125] ) klasa G3 złożona ze wszystkich mocno

(≡ firmly) kBH -nieoddalaja̧cych odwzorowań drugiego rodzaju;
iv) ( [123]) klasa G4 składaja̧ca siȩ ze wszystkich uśrednionych od-

wzorowań pierwszego rodzaju, tzn. f = (1 − s)I ⊕ sg, gdzie g jest
kBH -nieoddalaja̧cym odwzorowaniem, s ∈ (0, 1) i dla x, y ∈ BH symbol
(1− s)x⊕ sy oznacza jedyny taki punkt z ∈ BH spełniaja̧cy równości:
kBH (x, z) = skBH (x, y) i kBH (z, y) = (1− s)kBH (x, y);

v) ( [123]) klasa G5 składaja̧ca siȩ ze wszystkich uśrednionych od-
wzorowań drugiego rodzaju, tzn. f = (1 − s)I + sg, gdzie g jest kBH -
nieoddalaja̧cym odwzorowaniem i s ∈ (0, 1);

vi) ( [64], [98] i [102]) klasa G6 do której należa̧ wszystkie odwzo-
rowania f z BH

‖·‖ na BH
‖·‖, które sa̧ kBH -izometriami w BH , maja̧

dokładnie dwa punkty stałe w BH
‖·‖ i oba te punkty leża̧ na brzegu

∂BH kuli otwartej BH .

1’) Iteracje funkcji holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) prze-
kształcaja̧cych ograniczony i silnie wypukły obszar D ⊂ Ck w
siebie i ich zbieżność

Zauważmy najpierw, że po zastosowaniu twierdzeń Riemanna i Osgooda-
Taylora-Carathéodory’ego ( [26]) otrzymujemy z twierdzenia 2.2 nastȩpuja̧
wersjȩ twierdzenia Wolffa-Denjoya na płaszczyźnie zespolonej C.

Twierdzenie 2.11. Niech D bȩdzie obszarem Jordana na płaszczyźnie
zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : D → D nie ma punktu
stałego, to istnieje ξ na brzegu ∂D obszaru D, takie że cia̧g iteracji
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{fn} funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze C ⊂ D.

Uwaga 2.2. W 1941 roku M. H. Heins ( [65]) uogólnił powyższe
twierdzenie do ograniczonych i m-spójnych obszarów w C ograniczo-
nych przez krzywe Jordana.

Nastȩpnie jako wniosek z twierdzenia 2.11 dostajemy

Twierdzenie 2.12. Niech D bȩdzie obszarem ograniczonym i wypu-
kłym na płaszczyźnie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : D → D
nie ma punktu stałego, to istnieje ξ na brzegu ∂D obszaru D, takie że
cia̧g iteracji {fn} funkcji f jest zbieżny do funkcji stałej równej ξ w to-
pologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na każdym zwartym zbiorze.

Ostatnie twierdzenie nie jest prawdziwe w Ck dla k  2 o czym
świadczy nastȩpuja̧cy przykład.

Przykład 2.1. ( [36]) W ∆ × ∆ ⊂ C2 wystarczy wzia̧ć nastȩpuja̧ca̧
funkcjȩ f : ∆×∆→ ∆×∆

f(z1, z2) := (
1
2

+ (1− 1
2

)z1, iz2)

dla (z1, z2) ∈ ∆×∆.

Musimy wiȩc tak jak w przypadku otwartej kuli dodać założenie na
brzeg obszaru i bȩdziemy rozważać obszary tylko leża̧ce w Ck. Dla-
tego teraz przypomnȩ nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ silnej wypukłości obszaru.
Zacznȩ od wprowadzenia funkcji definiuja̧cej dla obszaru.

Definicja 2.4. ( [2], [91]) Niech D ⊂ Rk bȩdzie ograniczonym obsza-
rem i niech 0 < m ∈ N ∪∞. Jeżeli istnieje funkcja ρ : Rk → R klasy
Cm, taka że

(i) D = {x ∈ Rk : ρ(x) < 0}
(ii) ∂D = {x ∈ Rk : ρ(x) = 0}
(iii) grad ρ(x) 6= 0 w każdym punkcie x ∈ ∂D,

to mówimy, że obszar D jest obszarem o brzegu klasy Cm ( lub, że
jest obszarem klasy Cm), a funkcjȩ ρ nazywamy funkcja̧ definiuja̧ca̧ dla
obszaru D.

Jeżeli x ∈ ∂D, to zbiór

Tx(∂D) = {w = (w1, ..., wk) ∈ Rk :
k∑
j=1

∂ρ

∂xj
(x)wj = 0}

nazywamy płaszczyzna̧ styczna̧ do brzegu ∂ w punkcie x.

Dalej mamy
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Definicja 2.5. ( [2], [91], [107]) Jeżeli ograniczony obszar D ⊂ Rk

jest obszarem o brzegu klasy C2 i ρ : Rk → R jest funkcja̧ definiuja̧ca̧
dla D, taka̧ że w punkcie x ∈ ∂D mamy

Hρ,x(w,w) =
k∑

j,j′=1

∂2ρ

∂xj∂xj′
(x)wjwj′ > 0

dla wszystkich 0 6= w = (w1, ..., wk) ∈ Tx(∂D) (tzn. rzeczywisty Hessian
Hρ,x jest dodatnio określony na Tx(∂D)), to obszar D nazywamy silnie
wypukłym w punkcie x. Jeżeli dla pewnej funkcji definiuja̧cej ρ dla D
Hessian Hρ,x jest dodatnio określony na Tx(∂D) w każdym punkcie x ∈
∂D, to obszar D nazywamy silnie wypukłym.

Ograniczony i silnie wypukły obszar D ⊂ Rk o brzegu klasy C2 jest
zawsze obszarem ściśle wypukłym ( [2]).

Przypominam, że głównym narzȩdziem w dowodzie klasycznego twier-
dzenia Wolffa-Denjoya jest tzw. horocyklD(ξ, R) czyli koło wewnȩtrznie
styczne do ∆ w punkcie ξ ∈ ∂∆ zadane wzorem

D(ξ, R) =
{
z ∈ ∆ :

|1− zξ̄|2

1− |z|2
< R

}
.

Okazuje siȩ, że można opisać ten horocykl przy pomocy odległości Po-
incaré’ego. Istotnie w 1978 roku P. Yang udowodnił nastȩpuja̧cy wzór

lim
∆3w→ξ

[k∆ (z, w)− k∆ (0, w)] =
1
2

log

∣∣∣1− zξ∣∣∣2
1− |z|2

,

gdzie z ∈ ∆ i ξ ∈ ∂∆ ( [158]). Dlatego mamy równoważna̧ definicjȩ
horocyklu D (ξ, R) w ∆

D(ξ, R) =
{
z ∈ ∆ :

|1− ξ̄z|2

1− |z|2
< R

}
=

=
{
z ∈ ∆ : lim

∆3w→ξ
[k∆ (z, w)− k∆ (0, w)] <

1
2

logR
}

( [158]). Dalej w dowodzie twierdzenia Wolffa-Denjoya dla jednostkowej
kuli Bk w Ck ze standardowa̧ norma̧, jak i dla kuli Hilberta BH w
przestrzeni Hilberta H, rolȩ horocyklu odgrywa elipsoida

E (ξ, R) =
{
x ∈ Bn :

|1− (x, ξ)|2

1− ‖x‖2 < R

}
, R > 0,

gdzie (·, ·) jest iloczynem skalarnym, a ‖ · ‖ norma̧ w Ck i odpowiednio

E (ξ, R) =
{
x ∈ BH :

|1− (x, ξ)|2

1− ‖x‖2 < R

}
, R > 0,
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gdzie (·, ·) jest iloczynem skalarnym, a ‖ · ‖ norma̧ ( [35], [36], [59], [60],
[66], [93], [103], [104], [109], [135]). Maja̧c ten wzór możemy pokazać,
że elipsoida może być równoważnie zadana wzorem

E (ξ, R) =
{
z ∈ BH : lim

BH3w→ξ
[kBH (z, w)− kBH (0, w)] <

1
2

logR
}
,

gdzie ξ ∈ ∂BH i R > 0. Podobnie jest w kuli Bk ( [158]).
To pozwoliło M. Abate wprowadzić nastȩpuja̧ce dwa rodzaje horosfer

w obszarze wypukłm i ograniczonym D w Ck.

Definicja 2.6. ( [1], patrz także [2]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w Ck. Dla x ∈ D, ξ ∈ ∂D, R > 0, mała horosfera
Ex (ξ, R) i duża horosfera Fx (ξ, R) o środku w x i promieniu R sa̧
określone wzorami

Ex (ξ, R) =
{
y ∈ D : lim sup

w→ξ
[kD (y, w)− kD (x,w)] <

1
2

logR
}

i

Fx (ξ, R) =
{
y ∈ D : lim inf

w→ξ
[kD (y, w)− kD (x,w)] <

1
2

logR
}
.

Używaja̧c silnej wypukłości M. Abate roku udowodnił w 1989 roku
nastȩpuja̧ce twierdzenie o horosferach.

Twierdzenie 2.13. ( [1], [2]) Niech D bȩdzie ograniczonym i silnie
wypukłym obszarem z brzegiem klasy C2 w Ck. Wtedy dla każdego x ∈
D, każdego ξ ∈ ∂D i każdego R > 0 mamy

(i) ∅ 6= Ex (ξ, R)
‖·‖ ⊂ Fx (ξ, R)

‖·‖
;

(ii) Ex (ξ, R)
‖·‖ ∩ ∂D = {ξ};

(iii) Fx (ξ, R)
‖·‖ ∩ ∂D = {ξ}.

Nastȩpnie biora̧c odpowiedni cia̧g aproksymacyjny {xn} dla holo-
morficznego odwzorowania M. Abate udowodnił

Twierdzenie 2.14. ( [1], [2]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypu-
kłym obszarem w Ck. Jeżeli odwzorowanie f : D → D jest holomor-
ficzne i nie ma punktów stałych, to istnieje ξ ∈ ∂D, takie że

fn(Ex (ξ, R)) ⊂ Ex (ξ, R)

dla każdego x ∈ D, R > 0 i n ∈ N.

Powyższe fakty daja̧ nam natychmiast

Twierdzenie 2.15. ( [1], [2]) Jeżeli D ⊂ Ck jest ograniczonym i silnie
wypukłym obszarem maja̧cym brzeg klasy C2 i holomorficzne odwzoro-
wanie f : D → D nie ma punktu stałego, to istnieje ξ ∈ ∂D, takie
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że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny w topologii zwarto-
otwartej do odwzorowania stałego przyjmuja̧cego wartość ξ.

W 1990 stosuja̧c dodatkowo twierdzenie Całki (tzn. twierdzenie 1.2)
T. Kuczumow i A. Stachura udowodnili, że twierdzenie 2.15 jest również
prawdziwe dla kD-nieoddalaja̧cych odwzorowań.

Twierdzenie 2.16. [103] Jeżeli D ⊂ Ck jest ograniczonym i silnie
wypukłym obszarem maja̧cym brzeg klasy C2 i kD-nieoddalaja̧ce odwzo-
rowanie f : D → D nie ma punktu stałego, to istnieje ξ ∈ ∂D, takie
że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny w topologii zwarto-
otwartej do odwzorowania stałego przyjmuja̧cego wartość ξ.

Z naszych dotychczasowych rozważań w punktach 1) i 1’) wynika, że
w znanych dotychczas dowodach uogólnień twierdzenia Wolffa-Denjoya
kluczowa̧ rzecza̧ było pokazanie, że każda odpowiednio wybranego ro-
dzaju horosfera jest niepustym zbiorem. Niestety w chwili rozpoczȩcia
moich badań fakt ten nie był znany nawet dla ograniczonych i ściśle
wypukłych obszarów w Ck.
2) Orbity półgrup S = {ft}t0 złożonych z holomorficznych

(kD-nieoddalaja̧cych) odwzorowań i ich zbieżność

Definicja 2.7. Jeżeli D jest ograniczonym i wypukłym obszarem w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), dla każdego t  0 odwzoro-
wanie ft jest odwzorowaniem holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) ob-
szaru D w siebie, f0 = I i (ft ◦fs)(x) = ft+s(x) dla wszystkich s, t  0,
to mówimy, że S = {ft}t0 jest półgrupa̧ odwzorowań holomorficznych
(kd-nieoddalaja̧cych) w D.

Łatwo stwierdzić, że prawostronna cia̧głość takiej półgrupy S w 0
(tzn. dla każdego x ∈ D mamy wówczas limt→0+ ft(x) = f0(x) = x w
(X, ‖ · ‖)) jest równoważna cia̧głości punktowej w D półgrupy S, tzn.
lims→t fs(x) = ft(x) dla każdego t  0 i każdego x ∈ D i że jest również
równoważna cia̧głości funkcji {ft(x)}(t,x)∈R+×D w R+ ×D.

Przydatna też jest silniejsza cia̧głość półgrupy zwana T -cia̧głościa̧
półgrupy.

Definicja 2.8. ( [69], [128]) Przy założeniach definicji 2.7 mówimy,
że półgrupa holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) odwzorowań S =
{ft}t0 jest lokalnie jednostajnie cia̧gła w 0, gdy

lim
t→0+

sup
x∈B
‖ft(x)− f0(x)‖ = lim

t→0+
sup
x∈B
‖ft(x)− f0(x)‖ = 0

dla każdej kuli B w D, kD).
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Tak jak poprzednio można udowodnić, że lokalnie jednostajna cia̧głość
w 0 półgrupy S przekształceń holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych)
jest równoważna lokalnej jednostajnej cia̧głości półgrupy S, tzn.

lim
s→t

sup
x∈B
‖fs(x)− ft(x)‖ = 0

dla każdej kuli B w D, kD) i dla każdego t  0. Piszemy wtedy T −
lims→t fs = ft i mówimy, że półgrupa T -cia̧gła̧ półgrupa̧ ( [128]).

Zauważmy teraz, że gdy X = Ck, to T -cia̧głość półgrupy S w D jest
równoważna cia̧głości półgrupy S ( [128]).

Mamy silny zwia̧zek miȩdzy maksymalnymi (≡ wysyconymi) rozwia̧-
zaniami zadania Cauchy’ego równań różniczkowych a półgrupami od-
wzorowań holomorficznych (kd-nieoddalaja̧cych). Mianowicie, gdy D
jest ograniczonym i wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Ba-
nacha (X, ‖·‖), f jest ustalonym holomorficznym polem wektorowym
na D (tzn. f : D → X jest odwzorowaniem holomorficznym), takim że
dla każdego x ∈ D zadanie Cauchy’ego

∂u
∂t

+ f ◦ u = 0
limt→0+ u(0, x) = x

ma maksymalne (≡ wysycone) rozwia̧zanie u : R+×D → D, to przyj-
muja̧c ft(x) = u(t, x) dla (t, x) ∈ R+ × D dostajemy holomorficzna̧
pógrupa̧ S = {ft}t0 ( [31], [68], [118]).

Podobnie, gdy D jest ograniczonym i wypukłym obszarem w zespo-
lonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), f jest cia̧głym polem wektorowym
na D (tzn. f : D → X jest odwzorowaniem cia̧głym), takim że dla
każdego x ∈ D problem Cauchy’ego

∂u
∂t

+ f ◦ u = 0
limt→0+ u(0, x) = x

ma jedyne rozwia̧zanie (tzn. gdy dla x ∈ D funkcje {u1(t)}t∈[0,t1],
{u2(t)}t∈[0,t2], gdzie t1, t2 > 0, sa̧ rozwia̧zaniami powyższego zadania
Cauchy’ego, to u1(t) = u2(t) dla każdego t ∈ [0,min(t1, t2]) i ma mak-
symalne rozwia̧zanie u : R+×D → D, to S = {ft}, gdzie ft(x) = u(t, x)
dla (u, t) ∈ R+ ×D, jest cia̧gła̧ pógrupa̧.

Z drugiej strony w 1976 roku E. Berkson i H. Porta udowodnili
nastȩpuja̧ce twierdzenie ła̧cza̧ce półgrupa̧ odwzorowań analitycznych z
maksymalnymi rozwia̧zaniami zadania Cauchy’ego odpowiedniego rów-
nania różniczkowego.
Twierdzenie 2.17. ( [16]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w C i niech S = {ft}t0 bȩdzie cia̧gła̧ półgrupa̧ funkcji ana-
litycznych w D. Wtedy istnieje funkcja analityczna f : D → C, taka
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że
∂ft(z)
∂t

+ f(ft(z)) = 0

dla wszystkich t ∈ R+ i z ∈ D. Ponadto

f(z) = lim
t→0+

z − ft(z)
t

i zbieżność ta jest jednostajna na zbiorach zwartych zawartych w D.
Półgrupa S = {ft}t0 jest też analityczna wzglȩdem parametru t.

Powyższy rezultat został uogólniony do przestrzeni Ck przez M.
Abate.

Twierdzenie 2.18. ( [3]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w Ck i niech S = {ft} bȩdzie cia̧gła̧ półgrupa̧ funkcji holo-
morficznych w D. Wtedy istnieje funkcja holomorficzna f : D → Ck,
taka że

∂ft(x)
∂t

+ f(ft(x)) = 0

dla wszystkich t ∈ R+ i x ∈ D. Ponadto

f(x) = lim
t→0+

x− ft(x)
t

i zbieżność ta jest zbieżnościa̧ jednostajna̧ na zbiorach zwartych zawar-
tych w D. Półgrupa S = {ft} jest też analityczna wzglȩdem parametru
t.

Ostatecznie S. Reich i D. Shoikhet uzyskali nastȩpuja̧cy rezultat.

Twierdzenie 2.19. ( [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech S = {ft}t0

bȩdzie T -cia̧gła̧ półgrupa̧ złożona̧ z odwzorowań holomorficznych z D w
D. Wtedy istnieje odwzorowanie holomorficzne f : D → X, takie że

∂ft(z)
∂t

= f(ft(z))

dla wszystkich t ∈ R+ i z ∈ D. Ponadto

f(z) = lim
t→0+

z − ft(z)
t

i zbieżność ta jest zbieżnościa̧ jednostajna̧ na zbiorach zwartych zawar-
tych w D.

Sta̧d mamy też nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ.
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Definicja 2.9. Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech S = {ft}t0 bȩdzie
cia̧gła̧ półgrupa̧ złożona̧ z odwzorowań kD-nieoddalaja̧cych z D w D.
Jeżeli istnieje odwzorowanie f : D → X, takie że

f(x) = lim
t→0+

x− ft(x)
t

i zbieżność ta jest jednostajna na każdym zbiorze leża̧cym ściśle wewna̧trz
obszaru D, to f nazywamy infinitezymalnym generatorem (lub po pro-
stu generatorem) półgrupy S i mówimy, że półgrupa S jest generowana
przez f .

Uwaga 2.3. Przy założeniach definicji 2.9 granicȩ

f(x) = lim
t→0+

x− ft(x)
t

można w tej definicji zasta̧pić granica̧

lim
t→0+

1
t
kD(x− tf(x), ft(x)) = 0.

Mamy teraz nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.20. ( [127]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech S = {ft}t0

bȩdzie cia̧gła̧ półgrupa̧ złożona̧ z odwzorowań holomorficznych z D w D.
Wtedy nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(a) S jest T -cia̧gła̧ półgrupa̧ na R+,
(b) wszystkie odwzorowania

ft =
1
t
(I − ft),

gdzie t > 0, sa̧ jednostajnie ograniczone na każdym podzbiorze leża̧cym
ściśle wewna̧trz D,

(c) dla każdego x ∈ D istnieje granica (w normie)

lim
t→0+

1
t
(x− ft(x)) = f(x),

i f jest odwzorowaniem ograniczonym na każdym podzbiorze leża̧cym
ściśle wewna̧trz D.

Uwaga 2.4. W punkcie (c) mamy wtedy zbieżność lokalnie jedno-
stajna̧, tzn. mamy f = T − limt→0+

1
t
(I − ft) ( [127]).

Uwaga 2.5. Okazuje siȩ, że w zespolonej przestrzeni Banacha o wy-
miarze nieskończonym istnieja̧ cia̧głe holomorficzne półgrupy, które nie
sa̧ różniczkowalne wzglȩdem parametru t. (patrz np. [126]).
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Sta̧d powstał naturalny problem opisu rodziny wszystkich holomor-
ficznych (cia̧głych) odwzorowań f : D → X, które sa̧ generatorami
cia̧głych półgrup holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) działaja̧cych w
ustalonym obszarze wypukłym i ograniczonym D ⊂ X. Bȩdȩ oznaczać
rodzinȩ wszystkich holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) generatorów
półgrup naD przezHG(D) (NG(D)). Warto tutaj zaznaczyć, że mamy
pełny opis rodziny wszystkich generatorów cia̧głych półgrup holomor-
ficznych działaja̧cych w otwartej kuli jednostkowej B ⊂ Ck( [3], [20]).

Przy pomocy generatora możemy również opisać zbiór punktów sta-
łych półgrupy.

Twierdzenie 2.21. ( [3]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), S = {ft}t0 pół-
grupa̧ złożona̧ z odwzorowań holomorficznych z D w D i niech f : D →
X bȩdzie jej generatorem. Przy tych założeniach punkt x̃ ∈ D jest punk-
tem stałym półgrupy S wtedy i tylko wtedy, gdy f(x̃) = 0, tzn. mamy
Fix(S) = Null(f).

Uwaga 2.6. ( [126]) Z przytoczonego dalej twierdzenia 2.30 ( [111]) i z
ostatniego twierdzenia wynika, że przy założeniach tych twierdzeń zbiór
miejsc zerowych generatora f jest holomorficznego retraktem obszaru
D.

Przejdziemy teraz do nastȩpnego pojȩcia - nieliniowej rezolwenty.

Definicja 2.10. Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech f : D → X bȩdzie
odwzorowaniem, takim że dla każdego s > 0 mamy D ⊂ (I + sf)(D)
i istnieje jednoznacznie wyznaczone odwzorowanie Js = (I + sf)−1 :
D → D, tzn. dla każdego s > 0 i każdego x ∈ D istnieje dokład-
nie jedno y ∈ D, takie że (I + sf)y = x. Mówimy wtedy, że od-
wzorowanie f spełnia warunek RC (lub, że ma własność RC) i że
odwzorowanie Js = (I + sf)−1 obszaru D w siebie jest dobrze okre-
ślone. Odwzorowanie Js nazywamy wtedy nieliniowa̧ resolwenta̧ odwzo-
rowania f . Rodzinȩ wszystkich holomorficznych (cia̧głych odwzorowań
f : D → X maja̧cych własność RC i takich że ich resolwenta jest
odwzorowaniem holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) oznaczamy przez
RH(D) (RN(D)).

Mamy nastȩpuja̧ca̧ tożsamość rezolwentowa̧.

Lemat 2.4. ( [126], [127], [128], [141]) Niech D bȩdzie ograniczonym
i wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech
cia̧głe odwzorowanie f : D → X spełnia warunek RC. Wtedy dla
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0 ¬ s ¬ t prawdziwa jest równość

Jt = Js

(
s

t
I +

(
1− s

t

)
Jt

)
.

Dalsze twierdzenia wia̧ża̧ rezolwentȩ z generatorem półgrupy.

Twierdzenie 2.22. ( [126], [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖)
i S = {ft}t0 półgrupa̧ złożona̧ z odwzorowań kD-nieoddalaja̧cych (ho-
lomorficznych) z D w D. Jeżeli f = T − limt→0+

1
t
(I − ft) : D → D i

f : D → X jest cia̧głe, to f ∈ RN(D) (f ∈ HD(D)).

Twierdzenie 2.23. ( [126], [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech
f : D → X bȩdzie odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie cia̧głym
na każdym leża̧cym ściśle wewna̧trz podzbiorze obszaru D. Jeżeli f ma
własność RC, to f jest generatorem kD-nieoddalaja̧cej półgrupy S =
{ft}t0 z D w D. Półgrupa S może być wygenerowana przez wzory typu
wykładniczego:

ft = lim
n→∞

Jnt
n

= lim
n→∞

(I +
t

n
f)−n

lub
ft = lim

n→∞
J

[tn]
1
n

= lim
n→∞

(I +
1
n
f)[−tn]

dla t  0 i zbieżność tutaj jest zbieżnościa̧ jednostajna̧ na każdym
leża̧cym ściśle wewna̧trz podzbiorze obszaru D. Jeżeli dodatkowo f jest
holomorficzne, to S jest także holomorficzna̧ półgrupa̧.

Tym samym twierdzenie 2.23 pokazuje nam jak przy pomocy rezol-
wenty wygenerować półgrupȩ.

Dalej mamy

Twierdzenie 2.24. ( [126], [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech
f : D → X bȩdzie odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie cia̧głym
na każdym leża̧cym ściśle wewna̧trz podzbiorze obszaru D. Przy tych
założeniach f ∈ GN(D) wtedy i tylko wtedy gdy f ∈ RN(D).

Twierdzenie 2.25. ( [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) i niech f : D → X
bȩdzie odwzorowaniem holomorficznym. Przy tych założeniach odwzo-
rowanie f generuje holomorficzna̧ półgrupȩ na R+ wtedy i tylko wtedy,
gdy gdy dla pewnego T > 0 i dla każdego 0 < s < T odwzorowanie
Js = (I+sf)−1 jest dobrze określonym holomorficznym odwzorowaniem
obszaru D w siebie. W tym przypadku dla każdego s > 0 odwzorowanie
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Js = (I+sf)−1 jest dobrze określonym holomorficznym odwzorowaniem
obszaru D w siebie.

Gdy f : D → X jest odwzorowaniem holomorficznym i lokalnie
ograniczonym, to dostajemy

Twierdzenie 2.26. ( [127], [128]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖). Jeżeli
f : D → X jest odwzorowaniem holomorficznym i jest lokalnie ograni-
czone (tzn. jest ograniczone na każdym zbiorze leża̧cym ściśle wewna̧trz
D), to f ∈ HG(D) wtedy i tylko wtedy gdy f ∈ HR(D).

Przedstawiȩ teraz znane już twierdzenia typu Wolffa-Denjoya dla
interesuja̧cych mnie półgrup i ich resolwent.

Twierdzenie 2.27. ( [126], [128]) Niech D ⊂ Ck bȩdzie silnie wypu-
kłym obszarem o brzegu klasy C2 i niech S = {ft}t0 bȩdzie półgrupa̧
złożona̧ z odwzorowań holomorficznych z D w D. Jeżeli S nie ma wspól-
nego punktu stałego, to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że

a) limt→∞ ft(x) = ξ dla każdego x ∈ D,
b) limt→∞ Jt(x) = (I − Dtf0(x))−1 = ξ dla każdego x ∈ D, gdzie

Dtf0(x) = limt→0+
ft(x)−x

t
.

Natomiast w przypadku jednostkowej kuli otwartej BH w przestrzeni
Hilberta H mamy nastȩpuja̧ce twierdzenie (patrz definicja 2.3 rodziny
G).

Twierdzenie 2.28. ( [100]) Niech G bȩdzie podrodzina̧ rodziny wszyst-
kich kBH -nieoddalaja̧cych odwzorowań BH w siebie i niech G ma wła-
sność Wolffa-Denjoya. Jeżeli cia̧gła kBH -nieoddalaja̧ca półgrupa
S = {ft} nie ma wspólnego punktu stałego w BH i ft̃ ∈ G dla pewnego
t̃ > 0, to istnieje punkt ξ ∈ ∂BH , taki że półgrupa S = {ft} jest zbieżna
i to jednostajnie na każdym zbiorze zwartym w BH do ξ, gdy t→∞.

4) Graniczne zachowanie siȩ rodziny holomorficznych
(kD-nieoddalaja̧cych) retraktów z pustym przeciȩciem

Zacznȩ od przypomnienia definicji retrakcji i retraktu.

Definicja 2.11. Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Odwzorowanie r ∈ H(D)
(r ∈ N(D)) nazywamy holomorficzna̧ (kD-nieoddalaja̧ca̧) retrakcja̧, gdy
r ◦ r = r. Zbiór R = r(D) nazywamy wtedy holomorficznym (kD-
nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru D.

Znane sa̧ nastȩpuja̧ce fakty o takich retraktach.
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Twierdzenie 2.29. ( [132], [32]) Holomorficzny retrakt wypukłego i
ograniczonego obszaru D w zespolonej przestrzeni Banacha jest spójna̧
analityczna̧ rozmaitościa̧.

Później w 1991 roku P. Mazet i J.-P. Vigué udowodnili nastȩpuja̧ce
twierdzenie o zbiorze punktów stałych odwzorowania holomorficznego.

Twierdzenie 2.30. ( [111]) Jeżeli D jest wypukłym i ograniczonym
obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) i od-
wzorowanie f ∈ H(D) ma punkt stały, to zbiór punktów stałych Fix(f)
tego odwzorowania jest holomorficznym retraktem obszaru D.

Uwaga 2.7. Okazuje siȩ, że w l∞ nie można zastosować dowodu po-
danego w [111], by uzyskać holomorficzny retrakt ( [111]).

Mamy także nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.31. ( [100]) Niech D wypukłym i ograniczonym ob-
szarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Jeżeli
odwzorowanie f : D → D jest α‖·‖-kondensuja̧ce, holomorficzne (kD-
nieoddalaja̧ce) i Fix(f) 6= ∅, to zbiór Fix(f) jest warunkowo zwarty w
(X, ‖ · ‖) i jest holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru
D.

Ponadto mamy

Twierdzenie 2.32. ( [100], [103]) Niech D bȩdzie wypukłym i ograni-
czonym obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ ·
‖). Jeżeli f : D → D jest holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) od-
wzorowaniem z niepustym zbiorem punktów stałych Fix(f) i niepusty
podzbiór M ⊂ D jest relatywnie zwarty w (X, ‖ · ‖), f -niezmienniczy
i jest holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru D, to
przeciȩcie Fix(f)∩M jest niepuste i jest holomorficznym (kD-nieoddala-
ja̧cym) retraktem obszaru D.

Powyższe twierdzenia pozwoliły udowodnić nastȩpuja̧ce twierdzenie
o skończonej komutuja̧cej rodzinie odwzorowań holomorficznych.

Twierdzenie 2.33. ( [100]) Niech D bȩdzie wypukłym i ograniczo-
nym obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ ·‖).
Jeżeli dla j = 1, 2, ..., n, odwzorowanie fj : D → D jest holomor-
ficzne (kD-nieoddalaja̧ce) z Fix(fj) 6= ∅, przynajmniej jedno z nich
jest odwzorowaniem α‖·‖-kondensuja̧cym i wszystkie odwzorowania fj,
j = 1, 2, ..., n, sa̧ przemienne, to zbiór wspólnych punktów stałych ∅ 6=⋂n
j=1 Fix(fj) jest relatywnie zwarty w (X, ‖ · ‖) i jest holomorficznym

(kD-nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru D.
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Sta̧d w przypadku wypukłego i ograniczonego obszaru D w Ck otrzy-
mujemy (patrz twierdzenie 2.31)

Twierdzenie 2.34. ( [2]) Jeżeli D jest wypukłym i ograniczonym
obszarem w Ck i F ⊂ H(D) jest komutuja̧ca̧ rodzina̧ odwzorowań ho-
lomorficznych, takich że Fix(f) 6= ∅ dla każdego f ∈ F , to rodzina F
ma wspólny punkt stały w D.

Wniosek 2.4. ( [2]) Jeżeli D jest wypukłym i ograniczonym obsza-
rem w Ck i {Rn} jest zstȩpuja̧cym cia̧giem holomorficznych retraktów
obszaru D, to

⋂
nRn jest niepustym retraktem obszaru D.

Twierdzenie 2.34 i wniosek 2.4 sa̧ nieprawdziwe w otwartej kuli jed-
nostkowej Hilberta BH , gdy dimH = +∞. Zauważmy najpierw, że w
BH mamy dokładny opis holomorficznych retraktów - sa̧ to po prostu
przeciȩcia zespolonych hiperpłaszczyz z kula̧ BH ( [60], [134], [135],
[145]). To i holomorficzna jednorodność kuli BH pozwoliło T. Kuczu-
mowowi, S. Reichowi i D. Shoikhetowi pokazać ( [100]), że ostatnie
twierdzenie nie jest prawdziwe w jednostkowej kuli otwartej BH w
zespolonej przestrzeni Hilberta H z dimH = ∞. Zauważyłam jed-
nak, że z ich konstrukcji cia̧gu holomorficznych retraktów {Rn} wy-
nika, że limn diam‖·‖(Rn) = 0 i że istnieje jedyne ξ ∈ ∂BH , takie że
limn dist‖·‖(ξ, Rn) = 0. Sta̧d zadałam naturalne pytanie: czy w ten
sposób zachowuje siȩ każdy zstȩpuja̧cy cia̧g retraktów w ograniczonym
i wypukłym obszarze w zespolonej przestrzeni Banacha o wymiarze
nieskończonym?

Uwaga 2.8. Wiȩcej wyników o twierdzeniu Wolffa-Denjoya i jemu po-
dobnych można np. znaleźć w [2], [14], [15], [26], [27], [33], [39], [78],
[99], [112], [115], [120], [122], [128], [141], [139] i [157] oraz w podanej
tam literaturze.
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3. Wokół twierdzenia Wolffa-Denjoya - opis osia̧gniȩcia
naukowego

Jak już wcześniej wspomniałam w swoim osia̧gniȩciu naukowym zaj-
mujȩ siȩ nastȩpuja̧cymi problemami:

1) iteracje funkcji holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) bez punk-
tów stałych przekształcaja̧cych ograniczony i ściśle wypukły obszar D
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) i ich zbieżność,

2) orbity półgrup S = {ft}t0 złożonych z holomorficznych (kD-
nieoddalaja̧cych) odwzorowań bez punktów stałych i ich zbieżność,

3) graniczne zachowanie siȩ rodziny holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych)
retraktów z pustym przeciȩciem.

Przypominam, że problemy te były badane w nastȩpuja̧cych pracach
wchodza̧cych w skład mojego osia̧gniȩcia naukowego:
B 1) M. Budzyńska, S. Reich, Intersections of holomorphic retracts in Banach spa-
ces, J. Aust. Math. Soc 89 (2010), 297-307.
B 2) M. Budzyńska, The Denjoy-Wolff theorem in Cn, Nonlinear Analysis 75 (2012),
22-29.
B 3) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, A Denjoy-Wolff theorem for compact
holomorphic mappings in reflexive Banach spaces, J. Math. Anal. Appl. 396 (2012),
504-512.
B 4) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, Theorems of Denjoy-Wolff type, Ann.
Mat. Pura Appl. 192 (2013), 621-648.
B 5) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, A Denjoy-Wolff theorem for compact
holomorphic mappings in complex Banach spaces, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 38
(2013), 747-756.
B 6) M. Budzyńska, The Denjoy-Wolff theorem for condensing mappings in a boun-
ded and strictly convex domain in a complex Banach space, Ann. Acad. Sci. Fenn.
Math. 39 (2014), 919-940.
B 7) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, Theorems of Denjoy-Wolff type for
families of holomorphic retracts, J. Nonlinear Conv. Anal. 15, 637-645 (2014).
1) Iteracje funkcji holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych)

bez punktów stałych przekształcaja̧cych ograniczony i ściśle
wypukły obszar D w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖)
i ich zbieżność

W tej czȩści rozdzielȩ twierdzenia zwia̧zane z odwzorowaniami zwar-
tymi od twierdzenia o odwzorowaniu α‖·‖-kondensuja̧cym. Wynika to z
innych idei dowodów tych twierdzeń.

Zacznȩ od wyniku w Ck. Tutaj kluczowa̧ rzecza̧ było pokazanie,
że każda horosfera jest niepustym zbiorem. Po skorzystaniu z lokal-
nej zwartości przestrzeni metrycznej i istnieniu odcinków metrycznych
[x, y]kD (patrz twierdzenie 1.9, ale w moim dowodzie nie wykorzystujȩ,
jak w przypadku jednostkowych kul otwartych w przestrzeni Banacha,
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dokładnego opisu zespolonych geodezyjnych przechodza̧cych przez 0)
dostajȩ

Lemat 3.1. ([B 2] Lemma 5.1) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypu-
kłym obszarem w Ck. Niech ξ ∈ ∂D, R > 0 i niech cia̧g {xn} bȩdzie
taki, że xn ∈ D dla n = 1, 2, ..., limn→∞ xn = ξ i granica

lim
n→∞

[kD (y, xn)− kD (x, xn)]

istnieje dla wszystkich x, y ∈ D. Wtedy horosfera G (x̃, ξ, R, {xn}) jest
niepustym zbiorem dla każdego x̃ ∈ D i każdego R > 0.

Dlatego po zastosowaniu odpowiedniego cia̧gu aproksymacyjnego by-
łam w stanie powtórzyć dowód twierdzenia 2.9 i uwzglȩdniaja̧c twier-
dzenia 1.16 i 2.6 otrzymać ostatecznie twierdzenie Wolffa-Denjoya dla
ograniczonych i ściśle wypukłych obszarów w Ck.

Twierdzenie 3.1. ([B 2] Theorem 5.3 i Theorem 5.6) Jeżeli D jest
ograniczonym i ściśle wypukłym obszarem w Ck i f : D 7→ D jest
odwzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym (w szczególności holomorficznym) i
bez punktu stałego, to istnieje ξ̃ ∈ ∂D, takie że cia̧g iteracyjny {fn}
funkcji f jest zbieżny w zwarto-otwartej topologii do odwzorowania sta-
łego o wartości równej ξ̃.

Nastȩpnie wspólnie z T. Kuczumowem i S. Reichem poprawiłam
trochȩ twierdzenie 3.1. Zauważyliśmy bowiem, że ξ̃ jest równe granicy
cia̧gu {xn}. Mamy bowiem nastȩpuja̧cy lemat.

Lemat 3.2. ([B 4], Lemma 5.7) Niech D bȩdzie ograniczonym i ściśle
wypukłym obszarem w Ck. Niech ξ ∈ ∂D, R > 0 i niech cia̧g {xn}
bȩdzie, taki że xn ∈ D dla n = 1, 2, ..., limn→∞ xn = ξ i granica

lim
n→∞

[kD (y, xn)− kD (x, xn)]

istnieje dla wszystkich x, y ∈ D. Wtedy przeciȩcie wszystkich domkniȩtych
w normie horosfer jest zbiorem jednopunktowym równym {ξ}, tzn.

D
‖·‖ ∩

⋂
R>0

G (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

= ∂D ∩
⋂
R>0

G (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

= {ξ} .

Ostateczna wersja twierdzenia Wolffa-Denjoya dla ograniczonych i
ściśle wypukłych obszarów w Ck jest wiȩc nastȩpuja̧ca.

Twierdzenie 3.2. ([B 4] Theorem 6.2 i Theorem 6.3) Jeżeli D jest
ograniczonym i ściśle wypukłym obszarem w Ck i f : D 7→ D jest od-
wzorowaniem kD-nieoddalaja̧cym (w szczególności holomorficznym) od-
wzorowaniem bez punktu stałego, to cia̧g iteracyjny {fn} funkcji f jest
zbieżny w zwarto-otwartej topologii do odwzorowania stałego o wartości
równej ξ.
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Uwaga 3.1. Ostatnio M. Abate i J. Raissy podali inny dowód twier-
dzenia 3.2 ( [4]).

Punkt ξ ∈ ∂D, wystȩpuja̧cy w twierdzeniu 3.2 i równy limn→∞ f
n(x)

dla każdego x ∈ D nazywamy punktem Wolffa odwzorowania f i nie
zależy on od wyboru cia̧gu aproksymacyjnego. Dlatego prawdziwe sa̧
poniższe wnioski z ostatniego twierdzenia.

Wniosek 3.1. ([B 4] Corollary 6.4) Niech D bȩdzie ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w Ck, i niech f : D → D bȩdzie odwzorowa-
niem holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) i bez punktu stałego. Niech
{zn} bȩdzie dowolnym cia̧giem w D i niech cia̧g {xn} ⊂ D bȩdzie taki,
że

{xn} = {hf (sn, zn)} = {fsn,zn (xn)} = {(1− sn) zn + snf (xn)} ,

gdzie 0 < sn < 1 dla n = 1, 2, ..., i limn→∞ sn = 1. Załóżmy, że cia̧g
{xn} jest zbieżny w normie i że granica

lim
n→∞

[kD (w, xn)− kD (z, xn)]

istnieje dla wszystkich w, z ∈ D. Wtedy cia̧g {xn} ma granicȩ równa̧ ξ,
gdzie ξ jest punktem Wolffa odwzorowania f .

Wniosek 3.2. ([B 4] Corollary 6.5) Niech D bȩdzie ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w Cn, f : D 7→ D odwzorowaniem holomor-
ficznym (kD-nieoddalaja̧cym) bez punktu stałego i niech ξ ∈ ∂D bȩdzie
punktem Wolffa odwzorowania f . Wprowadzamy {x(s, z)} wzorem

x(s, z) = hf (s, z) = fs,z (x(s, z)) = (1− s) z + sf (x(s, z))

dla 0 < s < 1 i z ∈ D. Jeżeli s→ 1−, to {x(s, ·)} da̧ży jednostajnie na
D do odwzorowania stałego o wartości równej ξ.

Wniosek 3.3. ([B 4] Corollary 6.6) Niech D bȩdzie ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w Cn, f : D 7→ D odwzorowaniem holomor-
ficznym (kD-nieoddalaja̧cym) bez punktu stałego i niech ξ ∈ ∂D bȩdzie
punktem Wolffa odwzorowania f . Wprowadzamy {x(s, z)} wzorem

x(s, z) = hf (s, z) = fs,z (x(s, z)) = (1− s) z + sf (x(s, z))

dla 0 < s < 1 i z ∈ D. Jeżeli s→ 1−, to {x(s, ·)} da̧ży jednostajnie na
D do odwzorowania stałego o wartości równej ξ. Wtedy

lim
s→1−

diam‖·‖x(s,D) = 0.

Okazało siȩ po analizie dowodu twierdzenia 3.1, że nie musimy wie-
dzieć, że wszystkie horosfery sa̧ niepuste - wystarczy by niepuste były
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horosfery generowane przez zbieżny do punktu brzegowego cia̧g aprok-
symacyjny. Zajȩłam siȩ wiȩc z T. Kuczumowem i S. Reichem odwzoro-
waniami zwartymi. W naszych dowodach zasta̧piliśmy horosferȩ
G (x̃, ξ, R, {xn}) przez horosferȩ H (x̃, ξ, R, {xn}) , ponieważ przestrze-
nie Banacha nie musza̧ być ośrodkowe. Podstawowym narzȩdziem oka-
zało siȩ nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. ([B 3] Theorem 3.3) Niech D bȩdzie ograniczonym
i wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Banacha
w (X, ‖ · ‖) i niech f : D 7→ D bȩdzie zwartym, kD-nieoddalaja̧cym
odwzorowaniem bez punktów stałych. Niech x̃ ∈ D i cia̧g {zn} ⊂ D bȩda̧
ustalone. Załóżmy, że cia̧gi {tn} ⊂ R i {xn} ⊂ D spełniaja̧ nastȩpuja̧ce
warunki

0 < tn < 1
dla każdego n ∈ N,

lim
n→∞

tn = 1,

xn = xn(tn, zn) = hf (tn, zn) = ftn,zn(xn(tn, zn))

= (1− tn)zn + tnf(xn(tn, zn)) = (1− tn)zn + tnf(xn)
dla każdego n ∈ N i

lim
n→∞

xn = ξ ∈ ∂D.
Wtedy dla każdego R > 0 horosfera H (x̃, ξ, R, {xn}) jest niepustym
zbiorem.

Przy okazji otrzymaliśmy też (patrz dowód Theorem 2.6 w [B 3]), że
jeżeli D jest ograniczonym i ściśle wypukłym obszarem w zespolonej
i refleksywnej przestrzeni Banacha i każda horosfera H (x, ξ, R, {xn})
jest niepusta, to

⋂
R>0

H (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

= {ξ}, a jeżeli D jest ograni-

czonym i ściśle wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha
i
⋂
R>0

H (x, ξ, R, {xn}) 6= ∅, to również mamy
⋂
R>0

H (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

=

{ξ}.
Sta̧d po zastosowaniu metody dowodowej twierdzenia 3.1 dostaliśmy

Twierdzenie 3.4. ([B 3] Theorem 4.1) Jeżeli D jest ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Bana-
cha (X, ‖ · ‖) i odwzorowanie f : D 7→ D jest zwarte, kD-nieoddalające
i bez punktu stałego, to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że cia̧g {fn}
iteracji tego odwzorowania jest zbieżny w ograniczono-otwartej topo-
logii do odwzorowania stałego o wartości równej ξ, tzn. na każdym kD-
ograniczonym podzbiorze C zbioru D, cia̧g {fn} jest zbieżny jednostaj-
nie do ξ.
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Ponownie analiza dowodu doprowadziła nas do wniosku, że możemy
opuścić założenie refleksywności. Rzeczywiście, możemy zastosować fun-
kcjȩ Lemperta jako definicjȩ odległości Kobayashiego (patrz definicja
1.12) i odpowiednie aproksymacje odcinków metrycznych, by otrzymać
nastȩpuja̧ce uogólnienie twierdzenia 3.3.

Twierdzenie 3.5. ([B 5] Theorem 3.3) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) i niech
f : D 7→ D bȩdzie zwartym, kD-nieoddalaja̧cym odwzorowaniem bez
punktów stałych. Niech x̃ ∈ D i cia̧g {zn} ⊂ D bȩda̧ ustalone. Załóżmy,
że cia̧gi {tn} ⊂ R i {xn} ⊂ D spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki

0 < tn < 1

dla każdego n ∈ N,
lim
n→∞

tn = 1,

xn = xn(tn, zn) = hf (tn, zn) = ftn,zn(xn(tn, zn))

= (1− tn)zn + tnf(xn(tn, zn)) = (1− tn)zn + tnf(xn)
dla każdego n ∈ N i

lim
n→∞

xn = ξ ∈ ∂D.
Wtedy dla każdego R > 0 horosfera H (x̃, ξ, R, {xn}) jest niepustym
zbiorem.

Wystarczy teraz zauważyć, że przy założeniach ostatniego twierdze-
nia każda określona w tym twierdzeniu horosfera H (x, ξ, R, {xn}) jest
niezmiennicza ze wzglȩdu na odwzorowanie f,
H (x, ξ, R1, {xn})

‖·‖ ⊂ H (x, ξ, R2, {xn})
‖·‖

dla 0 < R1 < R2,
f(H (x, ξ, R, {xn}))

‖·‖ ⊂ H (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

dla każdego R > 0 i zbiór
f(H (x, ξ, R, {xn}))

‖·‖
jest zbiorem zwartym w (X, ‖ · ‖), by dostać po-

dobnie jak w Theorem 3.2 w [B 3], że
⋂
R>0

H (x, ξ, R, {xn})
‖·‖

= {ξ} .
Ostatecznie dostajemy

Twierdzenie 3.6. ([B 5] Theorem 4.1 i Theorem 4.2) Jeżeli D jest
ograniczonym i ściśle wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Ba-
nacha (X, ‖·‖) i odwzorowanie f : D → D jest zwarte, kD-nieoddalające
i bez punktu stałego, to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że cia̧g {fn}
iteracji tego odwzorowania jest zbieżny w ograniczono-otwartej topo-
logii do odwzorowania stałego o wartości równej ξ, tzn.na każdym kD-
ograniczonym podzbiorze C zbioru D, cia̧g {fn} jest zbieżny jednostaj-
nie do ξ.

Mamy też nastȩpuja̧ce wnioski z tego twierdzenia i jego dowodu.
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Wniosek 3.4. ([B 5] Corollary 4.3) Jeżeli D jest ograniczonym i ściśle
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), odwzo-
rowanie f : D 7→ D jest zwarte, kD-nieoddalające i bez punktu stałego,
{zj} jest cia̧giem w D i jeżeli cia̧g {xj} ⊂ D jest zadany wzorem

{xj} = {hf (sj, zj)} =
{
fsj ,zj (xj)

}
= {(1− sj) zj + sjf (xj)} ,

gdzie 0 < sj < 1 dla j = 1, 2, ..., i limj→∞ sj = 1, to cia̧g {xj} jest
zbieżny, przy j →∞, do punktu Wolffa ξ odwzorowania f .

Wniosek 3.5. ([B 5] Corollary 4.4) Niech D bȩdzie ograniczonym i ści-
śle wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), f :
D → D odwzorowaniem zwartym, holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym)
i bez punktów stałych i niech ξ ∈ ∂D bȩdzie punktem Wolffa dla f . Dla
każdego z ∈ D krzywa̧ aproksymacyjna̧ {x(s, z) : 0 < s < 1} wprowa-
dzamy wzorem

x(s, z) = hf (s, z) = fs,z (x(s, z)) = (1− s) z + sf (x(s, z)) .

Wtedy, przy s → 1−, odwzorowania {x(s, ·)} da̧ża̧ jednostajnie na D
do odwzorowania stałego g = ξ.

Wniosek 3.6. ([B 5] Corollary 4.5) Niech D bȩdzie ograniczonym i ści-
śle wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖), f :
D → D odwzorowaniem zwartym, holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym)
i bez punktów stałych i niech ξ ∈ ∂D bȩdzie punktem Wolffa dla f . Dla
każdego z ∈ D krzywa̧ aproksymacyjna̧ {x(s, z) : 0 < s < 1} wprowa-
dzamy wzorem

x(s, z) = hf (s, z) = fs,z (x(s, z)) = (1− s) z + sf (x(s, z)) .

Wtedy lims→1− diam‖·‖x(s,D) = 0.

Niestety w przypadku odwzorowania α‖·‖-kondensuja̧cego nie wiemy,
czy wszystkie horosfery zwia̧zane z cia̧giem aproksymacyjnym sa̧ niepu-
ste i dlatego musimy tutaj całkowicie zmienić ideȩ dowodu twierdzenia
Wolffa-Denjoya. Bȩdzie to dowód nie wprost, ale muszȩ zaznaczyć, że
zastosujȩ w nim by dojść do sprzeczności odpowiednio zdefiniowana̧
horosferȩ. Mamy wiȩc nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.7. ([B 6] Theorem 3.1) Jeżeli D jest ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w zespolonej nieskończenie wymiarowej prze-
strzeni Banacha (X, ‖·‖) i f : D → D jest kD-nieoddalaja̧cym (w szcze-
gólności holomorficznym) i α‖·‖-kondensuja̧cym odwzorowaniem bez pun-
ktu stałego, to istnieje ξ ∈ ∂D, takie że cia̧g iteracyjny {fn} jest zbieżny
w zwarto-otwartej topologii do odwzorowania stałego o wartości równej
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ξ. Ponadto krzywa aproksymacyjna {x(s, z)} dana wzorem

x(s, z) = hf (s, z) = fs,z (x(s, z)) = (1− s) z + sf (x(s, z)) ,

gdzie 0 < s < 1 i z ∈ D, jest również zbieżna, przy s → 1−, do ξ, a
rodzina funkcji aproksymacyjnych {x(s, ·)} jest zbieżna na D w zwarto-
otwartej topologii do odwzorowania stałego ξ.

Ponieważ jest to najważniejsze twierdzenie w moim osia̧gniȩciu na-
ukowy, to podam teraz szkic jego dowodu. Dowód podzielȩ na kilka
czȩści. Jak już wcześniej zaznaczyłam jest to dowód nie wprost.
Krok 1. Przypomnȩ, że na podstawie twierdzeń 1.16 i 1.17 dla

zbiorów A i B (A jest zbiorem punktów skupienia cia̧gu iteracyjnego
{fn(x)} dla x ∈ D, a B jest zbiorem punktów skupienia B krzy-
wej aproksymacyjnej {x(s, z)}0¬s<1 = {hf (s, z)}0¬s<1 = {(1− s) z +
sf (hf (s, z))}0¬s<1 przy gdy s→ 1− i z ∈ D) mamy

(i) A 6= ∅ i B 6= ∅,
(ii) zbiór A jest zbiorem niezależnym od wyboru punktu x ∈ D i

zbiór B jest zbiorem niezależnym od wyboru punktu z ∈ D,
(iii) A ⊂ ∂D i B ⊂ ∂D,
(iv) jeżeli ∅ 6= C̃ ⊂ D jest wypukłym i f -niezmienniczym zbiorem,

to A ∪B ⊂ C̃
‖·‖
∩ ∂D.

Krok 2. Ponieważ zajmujȩ siȩ też teoria̧ przekształceń nieodda-
laja̧cych w przestrzeniach Banacha, to znam stosowane w niej dowody
nie wprost na istnienie punktu stałego odwzorowania przy pomocy mi-
nimalnego zbioru niezmienniczego ( [86], patrz także [6], [56], [57], [62],
[76], [77], [110]). Zastosujȩ tȩ metodȩ w moim dowodzie. Załóżmy, że
zbiór A ∪B ma dwa różne elementy ξ1 i ξ2. Wtedy dla każdego niepu-
stego, wypukłego, kD-domkniȩtego i f -niezmienniczego zbioru C̃ ⊂ D
cały otwarty odcinek liniowy (ξ1, ξ2) zawiera siȩ w tym zbiorze. Sta̧d
istnieje w D jedyny, niepusty, najmniejszy w sensie zawierania, wypu-
kły, kD-domkniȩty i f -niezmienniczy zbiór C. Oczywiście (ξ1, ξ2) ⊂ C

i A ∪ B ⊂ C
‖·‖ ∩ ∂D. Ponieważ zbiór C jest niepusty, najmniejszy w

sensie zawierania, wypukły, kD-domkniȩty, f -niezmienniczy, a f jest
odwzorowaniem α‖·‖-kondensuja̧cym, to

conv(f(C))
‖·‖ ∩D = C

i dlatego

α‖·‖(f(C)) = α‖·‖(conv(f(C))
‖·‖ ∩D) = α‖·‖(C).
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Oznacza to, że zbiór C‖·‖ jest zbiorem zwartym w normie ‖ ·‖. Tym sa-
mym przestrzeń metryczna (C‖·‖∩D, kD |C×C) jest przestrzenia̧ zupełna̧
i ograniczenie zwarta̧.
Krok 3. Wiemy, że podzbiory wypukłe i kD-domkniȩte nie musza̧

zawierać odcinków metrycznych w kD ła̧cza̧cych dwa punkty należa̧ce
do nich. Dlatego, aby zastosować odpowiednio zdefiniowana̧ horosferȩ,
musimy skonstruować nowa̧ metrykȩ wewnȩtrzna̧ kD,C w C. Dla x, y ∈
C dana jest ona wzorem
kD,C(x, y) = limη→0+ inf{Σn

j=1kD(wj−1, wj) : {w0, w1, ..., wn} ∈ PC,x,y,η},
gdzie PC,x,y,η jest zbiorem wszystkich cia̧gów skończonych {w0, w1, ..., wn}
takich, że wj ∈ C dla j = 0, 1, 2, .., n, n  1, w0 = x, wn = y i
kD(wj−1, wj) ¬ η dla j = 1, 2, ..., n.

Przy pomocy twierdzenia 1.3 można udowodnić, że dla każdego x̃ ∈
C i każdego R > 0 istnieje stała MC,x̃,R, taka że

arg tgh
(
‖x− y‖
diam‖·‖D

)
¬ kD(x, y) ¬ kD,C(x, y) ¬MC,x̃,R |x− y|

dla wszystkich x, y ∈ BkD(x̃, R)
‖·‖

= BkD(x̃, R)
kD
. Oznacza to, że me-

tryka kD,C jest poprawnie określona i że w C zbieżność w normie ‖·‖ jest
równoważna zbieżności w metryce kD,C i jest równoważna zbieżności w
metryce kD. Ponadto ograniczoność zbioru w (C, kD |C×C) jest równo-
ważna ograniczoności tego zbioru w (C, kD,C). Przestrzeń metryczna
(C, kD,C) jest przestrzenia̧ zupełna̧.

Okazuje siȩ, że metryka kD,C jest też metryka̧ wewnȩtrzna̧, a to ozna-
cza, że każde dwa różne punkty w, z ∈ C można poła̧czyć odcinkiem
metrycznym [w, z]kD,C leża̧cym w C.

Mamy również odpowiednik lematu 1.4, bo
(a) jeżeli x, y, w, z ∈ C i s ∈ [0, 1], to

kD,C (sx+ (1− s) y, sw + (1− s) z) ¬ max [kD,C (x,w) , kD,C (y, z)] ;

(b) jeżeli x, y ∈ C i s, t ∈ [0, 1], to
kD,C (sx+ (1− s) y, tx+ (1− t) y) ¬ kD,C (x, y) .

Na koniec zauważmy, że jeżeli odwzorowanie g : D → D jest kD-
nieoddalaja̧ce i C jest g-niezmiennicze, to g|C : C → C jest kD,C-
nieoddalaja̧ce i podobnie gdy odwzorowanie g : D → D jest kontr-
akcja̧ ze stała 0 ¬ k < 1 w przestrzeni metrycznej (D, kD) i C jest
g-niezmiennicze, to g|C : C → C jest także kontrakcja̧ z ta̧ sama̧ stała
0 ¬ k < 1 w przestrzeni metrycznej (C, kD,C). Pozwala to na zastoso-
wanie horosfer w C do wyjściowego odwzorowania f obciȩtego do C,
tzn. do f|C : C → C (patrz krok 4).
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Krok 4. Niech {xn} bȩdzie cia̧giem w C z limxn = ξ̃ ∈ ∂D i z
istnieniem granic

lim
n→∞

[kD,C (w, xn)− kD,C (z, xn)]

dla wszystkich w, z ∈ C. Horosferȩ GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
w C określamy

teraz podobnie jak horosferȩ G (x, ξ, R, {xn}) (patrz definicja definicja
2.1), tzn.

GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
=
{
y ∈ C : lim

n→∞
[kD,C (y, xn)− kD,C (x, xn)] <

1
2

logR
}
.

Biora̧c pod uwagȩ lokalna̧ zwartość zbioru C w metryce kD,C i wła-
sności tej metryki można, analogicznie jak w przypadku horosfery
G (x, ξ, R, {xn}) zawartej w ograniczonym i ściśle wypukłym obszarze
D w Cn, udowodnić, że nasza horosfera GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
w C ma

nastȩpuja̧ce własności:

(i) horosfera GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
jest zbiorem niepustym i wypu-

kłym dla każdego x ∈ C i każdego R > 0;
(ii) dla każdych 0 < R1 < R2 mamy[

C ∩GD,C

(
x, ξ̃, R1, {xn}

)‖·‖]
⊂ GC,D

(
x, ξ̃, R2, {xn}

)
;

(iii) dla każdegoR > 1 mamyBkD,C

(
x, 1

2 logR
)
⊂ GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
;

(iv) dla każdego 0 < R < 1 mamy

BkD,C

(
x,−1

2
logR

)
∩GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
= ∅;

(v)
⋃
R>0

GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
= C i

⋂
R>0

GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
= ∅.

Krok 5. Doprowadzimy teraz do sprzeczności z minimalnościa̧
f -niezmienniczego zbioru C. Ponieważ f|C jest odwzorowaniem kD,C-
nieoddalaja̧cym i bez punktu stałego to z twierdzenia 1.13, zwartości
domkniȩcia w normie C‖·‖ obszaru C i twierdzenia 1.17 dostajemy cia̧g

{xn} = {hf (sn, zn)} = {fsn,zn (xn)} = {(1− sn) zn + snf (xn)}

(gdzie zn ∈ C, 0 < sn < 1 dla n = 1, 2, ..., i limn→∞ sn = 1), który jest
zbieżny do ξ̃ ∈ ∂D. Dodatkowo biora̧c pod uwagȩ ośrodkowość zbioru
C i ewentualnie wycia̧gaja̧c podcia̧g możemy założyć, że

lim
n→∞

[kD,C (w, xn)− kD,C (z, xn)]

istnieje dla wszystkich w, z ∈ C.
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Ustalmy punkt x ∈ C i weźmy dowolne y ∈ C. Zauważmy, że wtedy
mamy

lim
n→∞

kD,C (f (y) , fsn,zn (y)) = lim
n→∞

kD,C (f (y) , (1− sn) zn + snf (y)) = 0.

Dlatego dostajemy

lim
n→∞

[kD,C (f (y) , xn)− kD,C (x, xn)]

¬ lim sup
n→∞

[kD,C (f (y) , fsn,zn (y)) + kD,C (fsn,zn (y) , fsn,zn (xn))− kD,C (x, xn)]

¬ lim
n→∞

[kD,C (y, xn)− kD,C (x, xn)] .

Z tej nierówności dostajemy

f

(
C ∩GC,D

(
x, ξ̃, R, {xn}

)‖·‖)
⊂ C ∩GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)‖·‖

dla dowolnego R > 0, czyli każdy zbiór C ∩GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)‖·‖
⊂ C

jest niepusty, wypukły, kD-domkniȩty i f -niezmienniczy. Dalej dla 0 <

R < 1 zbiór C ∩ GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)‖·‖
⊂ C jest istotnie różny od C

(patrz własność (iv) horosfery GD,C

(
x, ξ̃, R, {xn}

)
), a to przeczy mi-

nimalności zbioru C. Otrzymaliśmy sprzeczność i dlatego zbiór A ∪ B
musi być zbiorem jednopunktowym równym {ξ}, gdzie ξ ∈ ∂D. To
dowodzi ża̧danej w twierdzeniu zbieżności cia̧gu iteracyjnego i krzywej
iteracyjnej do ξ. Zbieżność w topologii zwarto-otwartej można udowod-
nić stosuja̧c lemat 1.5.
2) Orbity półgrup S = {ft}t0 złożonych z holomorficznych

(kD-nieoddalaja̧cych) odwzorowań bez punktów stałych i ich
zbieżność

Jako wniosek z twierdzenia 3.2 dostajemy nastȩpuja̧ce twierdzenie
Denjoy-Wolffa dla półgrup przekształceń.

Twierdzenie 3.8. ([B 4] Theorem 7.2) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck i niech S = {ft}t0 bȩdzie cia̧gła̧
półgrupa̧ holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) odwzorowań obszaru D
w siebie. Jeżeli półgrupa S = {ft}t0 nie ma wspólnego punktu stałego
w D, to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że półgrupa S jest zbieżna do ξ,
przy t da̧ża̧cym do ∞, i to jednostajnie na każdym zwartym podzbiorze
obszaru D.

Nastȩpny lemat odgrywa główna̧ rolȩ w dowodzie zbieżności resol-
wenty (Twierdzenie 3.9).
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Lemat 3.3. ([B 4] Lemma 8.4) Niech D bȩdzie ograniczonym i ściśle
wypukłym obszarem w Ck i niech S = {ft}t0 bȩdzie cia̧gła̧ półgrupa̧
holomorficznych (kD-nieoddalaja̧cych) odwzorowań obszaru D w siebie.
Niech f : D → Ck bȩdzie cia̧głym i ograniczonym generatorem półgrupy
S i dla każdego s > 0 niech Js = (I + sf)−1 bȩdzie resolwenta̧. Wtedy
dla wszystkich r, s > 0 prawdziwa jest równość

J(r+1)s = Js(I + r(I − Js))−1.

Lemat 3.3 z wnioskiem 3.1 zastosowanym do f = Js daje nam
nastȩpuja̧ce twierdzenie dla resolwenty podobne do twierdzenia Wolffa-
Denjoya.

Twierdzenie 3.9. ([B 4] Theorem 8.5) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck. Załóżmy, że f : D → Ck jest cia̧głym
i ograniczonym odwzorowaniem, które nie ma punktu zerowego. Jeżeli
f jest generatorem kD-nieoddalaja̧cej półgrupy w D i jeżeli Jr = (I +
rf)−1, r > 0 jest resolwenta̧ tego generatora, to istnieje punkt ξ0 ∈ ∂D,
taki że

lim
r→∞

Jr(z) = lim
r→∞

(I + rf)−1(z) = ξ0

dla każdego z ∈ D.

Dalej po zastosowaniu rezolwentowej tożsamości (lemat 2.4) i metody
horosfer G(x, ξ0, R, {xn}) do resolwenty Jr otrzymujemy

Twierdzenie 3.10. ([B 4] Theorem 8.6) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck. Załóżmy, że f : D → Ck jest cia̧głym
i ograniczonym odwzorowaniem, które nie ma punktu zerowego. Jeżeli
f jest generatorem kD-nieoddalaja̧cej półgrupy w D i jeżeli Jr = (I +
rf)−1, r > 0 jest resolwenta̧ tego generatora, to istnieje punkt ξ0 ∈ ∂D
(niezależny od wyboru r > 0), taki że

lim
n→∞

Jnr = lim
n→∞

(I + rf)−n = ξ0

dla każdego r > 0, gdzie ξ0 ∈ ∂D jest punktem wystȩpuja̧cym w po-
przednim twierdzeniu.

Ostatnie twierdzenie ła̧czy twierdzenie 3.8 z twierdzeniami 3.9 i 3.10.

Twierdzenie 3.11. ([B 4] Theorem 8.8) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck. Załóżmy, że f : D → Ck jest cia̧głym
i ograniczonym odwzorowaniem, które nie ma punktu zerowego. Jeżeli f
jest generatorem kD-nieoddalaja̧cej półgrupy S = {ft} on D w D i jeżeli
Jr = (I+rf)−1, r > 0 jest resolwenta̧ tego generatora, to ξ0 = ξ ∈ ∂D,
gdzie

lim
n→∞

Jnr = lim
n→∞

(I + rf)−n = ξ0
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i
lim
t→∞

ft = ξ.

3) Graniczne zachowanie siȩ rodziny holomorficznych (kD-
nieoddalaja̧cych) retraktów z pustym przeciȩciem

Zanim przejdȩ do omawiania zachowania siȩ rodziny kD-nieoddala-
ja̧cych (holomorficznych) retraktów maja̧cej własność skończonego prze-
ciȩcia i jednocześnie z pustym przeciȩciem całej rodziny podam wynik
dotycza̧cy niepustego przeciȩcia rodziny kD-nieoddalaja̧cych (holomor-
ficznych) retraktów. Zacznȩ od definicji ściśłej wypukłości w sensie li-
niowym przestrzeni metrycznej (D, kD).

Definicja 3.1. ([B 15]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) . Bȩdziemy mówić,
że przestrzeń metryczna (D, kD) jest ściśle liniowo wypukła, gdy każda
kD-kula jest zbiorem ściśle wypukłym w przestrzeni liniowej X.

Uwaga 3.2. Ściśła̧ wypukłość w sensie liniowym przestrzeni metrycz-
nej (D, kD) omówiȩ w nastȩpnym rozdziale w którym przedstawiȩ rezul-
taty z prac, które nie wchodza̧ w skład mojego osia̧gniȩcia naukowego.

Potrzebna jest też definicja ścisłej retrakcji.

Definicja 3.2. ([B 1], patrz także [40]) Niech D bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) . Jeżeli
∅ 6= F ⊂ D, r : D → F jest holomorficzna̧ (kD-nieoddalaja̧ca̧) retrakcja̧
obszaru D na F i jeżeli

kD(r(x), y) < kD(x, y)

kala każdego y ∈ F i każdego x ∈ D \ F , to mówimy, że r jest holo-
morficzna̧ (kD-nieoddalaja̧ca̧) ścisła̧ retrakcja̧ D na F .

Dalej mamy techniczny lemat pokazuja̧cy jak można z retrakcji otrzy-
mać ścisła̧ retrakcjȩ.

Lemat 3.4. ([B 1] Lemma 5.2, patrz także [40]) Jeżeli D jest ograni-
czonym i wypukłym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖),
przestrzeń metryczna (D, kD) jest ściśle liniowo wypukła, ∅ 6= F ⊂ D
i R : D 7→ F jest holomorficzna̧ (kD-nieoddalaja̧ca̧) retrakcja̧ D na F ,
to odwzorowanie r : D 7→ F nastȩpuja̧co określone

r(x) = R(
x+R(x)

2
)

(dla x ∈ D) jest holomorficzna̧ (kD-nieoddalaja̧ca̧) ścisła̧ retrakcja̧ D
na F .
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Zastosowanie twierdzeń 1.6 i 1.7, lematu 3.4 i albo istotnie zmodyfi-
kowanej metody W. J. Davisa i P. Enflo ( [40]) znajdywania minimal-
nego odwzorowania albo istotnie zmodyfikowanej metody R. Brucka
( [23]) znajdywania minimalnego odwzorowania (sta̧d dwa absolutnie
różne dowody poniższego twierdzenia) doprowadza do

Twierdzenie 3.12. ([B 1] Theorem 5.4 i [B 4] Theorem 4.2) Niech D
bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej
przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) . Jeżeli (D, kD) jest przestrzenia̧ ściśle wy-
pukła̧ w sensie liniowym, F jest rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych (holomor-
ficznych) retraktów obszaru D i jeżeli F =

⋂
F̃∈F F̃ 6= ∅, to przeciȩcie

F jest również holomorficznym (kD-nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru
D.

Można też uogólnić twierdzenie 3.12 uwalniaja̧c siȩ od refleksywności
przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 3.13. ([B 1] Theorem 5.17) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie ze-
spolona̧ przestrzenia̧ Banacha, N zbiorem normuja̧cym dla (X, ‖·‖) i
niech D ⊂ X bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem, takim że
jego domkniȩcie w normie D‖·‖ jest zwarte w topologii σ (X,N ). Je-
żeli (D, kD) jest przestrzenia̧ ściśle wypukła̧ w sensie liniowym, F jest
rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych (holomorficznych) retraktów obszaru D i
jeżeli F =

⋂
F̃∈F F̃ 6= ∅, to przeciȩcie F jest również holomorficznym

(kD-nieoddalaja̧cym) retraktem obszaru D.

Założenie ścisłej liniowej wypukłości przestrzeni metrycznej (D, kD)
jest istotne o czym świadczy nastȩpuja̧cy przykład.

Przykład 3.1. ([B 1] Example 5.15) Weźmy D = ∆×∆ ⊂ C2. Niech

F1 = {(z1, z2) ∈ D : z2 =
1
2
z1},

gdzie

r1(z1, z2) = (z1,
1
2
z1)

dla (z1, z2) ∈ ∆×∆ i niech

F2 = {(z1, z2) ∈ ∆×∆ : z2 = z2
1}

z
r2(z1, z2) = (z1, z

2
1)

dla (z1, z2) ∈ D. Wtedy dostajemy

F1 ∩ F2 = {(0, 0), (
1
2
,
1
4

)}
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i to oznacza że F1 ∩ F2 nie jest kD-nieoddalaja̧cym retraktem obszaru
D.

Wykorzystuja̧c ostatnie twierdzenie i fakt, że w Ck holomorficzny re-
trakt ograniczonego i wypukłego obszaru jest spójna̧ analityczna̧ roz-
maitościa̧ (patrz twierdzenie 2.29) można udowodnić
Twierdzenie 3.14. ([4] Theorem 9.3) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck i niech {Fi}i∈Ibȩdzie rodzina̧ holo-
morficznych retraktów obszaru D z własnościa̧ skończonego przeciȩcia,
tzn.

⋂
j∈J Fj 6= ∅ dla każdego skończonego cia̧gu indeksów ∅ 6= J ⊂ I.

Przy tych założeniach przeciȩcie
⋂
i∈I Fi tej rodziny jest niepuste i jest

również holomorficznym retraktem obszaru D.
Natomiast, gdy przeciȩcie kD-nieoddalaja̧cych retraktów jest puste,

to otrzymujemy twierdzenie typu Denjoy-Wolffa.
Twierdzenie 3.15. ([4] Theorem 9.4) Niech D bȩdzie ograniczonym
i ściśle wypukłym obszarem w Ck i niech {Fi}i∈Ibȩdzie rodzina̧ kD-
nieoddalaja̧cych retraktów obszaru D z własnościa̧ skończonego przeciȩcia,
tzn.

⋂
j∈J Fj 6= ∅ dla każdego skończonego cia̧gu indeksów ∅ 6= J ⊂ I.

Jeżeli
⋂
i∈I Fi = ∅, to istnieje ξ ∈ ∂D, takie że

lim
J
dist‖·‖(

⋂
j∈J

Fj), ξ) = lim
J

sup
x∈
⋂
j∈J Fj

‖x− ξ‖ = 0,

gdzie rodzina wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I}
jest czȩściowo uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.

W dowodzie tego twierdzenia, po zastosowaniu skończonych przeciȩć
retraktów, ośrodkowości obszaru D, założenia

⋂
i∈I Fi = ∅ i twierdze-

nia Lindöloffa, wyznaczyliśmy odpowiedni zstȩpuja̧cy cia̧g retraktów i
wybieraja̧c z retraktów wystȩpuja̧cych w tym cia̧gu po jednym punk-
cie xn (n = 1, 2, ...) przeszliśmy do rozważania zachowania siȩ horosfer
G(x̃, ξ, R, {xn}) i to doprowadziło nas do udowodnienia ża̧danych wła-
sności punktu ξ.

Z ostatniego twierdzenia możemy wycia̧gna̧ć nastȩpuja̧ce wnioski.
Wniosek 3.7. ([4] Corollary 9.5) Niech D bȩdzie ograniczonym i ści-
śle wypukłym obszarem w Ck i niech {Fi}i∈I bȩdzie maja̧ca̧ własność
skończonego przeciȩcia rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych retraktów obszaru
D. Jeżeli

⋂
i∈I Fi = ∅, to limJ diam‖·‖(

⋂
j∈J Fj) = 0, gdzie rodzina

wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo
uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.
Wniosek 3.8. ([4] Corollary 9.6) Niech D bȩdzie ograniczonym i ści-
śle wypukłym obszarem w Ck i niech F = {fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ ko-
mutuja̧cych kD-nieoddalaja̧cych odwzorowań obszaru D w siebie, takich
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że Fix(fi) 6= ∅ dla każdego i ∈ I. Jeżeli rodzina F nie ma wspólnego
punktu stałego w D, to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że

lim
J
dist‖·‖(

⋂
j∈J

Fix(fj), ξ) = 0,

gdzie rodzina wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I}
jest czȩściowo uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.

Wniosek 3.9. ([4] Corollary 9.7) Niech D bȩdzie ograniczonym i ści-
śle wypukłym obszarem w Ck i niech F = {fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ ko-
mutuja̧cych kD-nieoddalaja̧cych odwzorowań obszaru D w siebie, takich
że Fix(fi) 6= ∅ dla każdego i ∈ I. Jeżeli rodzina F nie ma wspólnego
punktu stałego w D, to limJ diam‖·‖(

⋂
j∈J Fix(fi)) = 0, gdzie rodzina

wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo
uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.

Natomiast w przypadku zespolonej przestrzeni Banacha o wymiarze
nieskończonym mamy nastȩpuja̧ce wyniki - używamy tutaj podobnej
metody dowodowej, zmieniaja̧c tylko rodzaj horosfery i musimy tutaj
(z wyja̧tkiem kuli Hilberta) zadać dodatkowe założenia na rodzinȩ re-
traktów.

Twierdzenie 3.16. ([B 7] Theorem 5.1) Niech D bȩdzie ograniczo-
nym i ściśle wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni
Banacha (X, ‖ · ‖) i niech {Fi}i∈I bȩdzie maja̧ca̧ własność skończo-
nego przeciȩcia rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych retraktów obszaru D. Jeżeli⋂
i∈I Fi = ∅ i istnieje skończony zbiór indeksów ∅ 6= J̃ ∈ I, taki że⋂
j∈J̃ Fj

‖·‖ jest zbiorem zwartym w (X, ‖ · ‖), to istnieje ξ ∈ ∂D, takie
że limJ dist‖·‖(

⋂
j∈J Fj, ξ) = 0, gdzie rodzina wszystkich skończonych

cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo uporza̧dkowana przez
inkluzjȩ.

Bezpośrednio z ostatniego twierdzenia dostajemy wniosek

Wniosek 3.10. ([B 7] Corollary 5.3) Niech D bȩdzie ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, ‖ · ‖) i niech {Fi}i∈I bȩdzie maja̧ca̧ własność skończonego
przeciȩcia rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych retraktów obszaru D. Jeżeli

⋂
i∈I Fi =

∅ i istnieje skończony zbiór indeksów ∅ 6= J̃ ∈ I, taki że ⋂j∈J̃ Fj‖·‖ jest
zbiorem zwartym w (X, ‖·‖), to istnieje ξ ∈ ∂D, takie że limJ diam‖·‖(

⋂
j∈J Fj) =

0, gdzie rodzina wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I}
jest czȩściowo uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.

Również po zastosowaniu twierdzeń 2.30, 2.32, 3.12 i 3.13 otrzymu-
jemy nastȩpne dwa rezultaty.
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Twierdzenie 3.17. ([B 7] Theorem 5.4) Niech D bȩdzie ograniczo-
nym i ściśle wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni
Banacha (X, ‖·‖) i niech F = {fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ komutuja̧cych kD-
nieoddalaja̧cych odwzorowań obszaru D w siebie, takich że Fix(fi) 6= ∅
dla każdego i ∈ I. Jeżeli rodzina F nie ma wspólnego punktu stałego w
D i istnieje skończony zbiór indeksów ∅ 6= J̃ ∈ I, taki że ⋂j∈J̃ Fix(fj)

‖·‖

jest zbiorem zwartym w (X, ‖ · ‖), to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że
lim
J
dist‖·‖(

⋂
j∈J

Fix(fj), ξ) = 0,

gdzie rodzina wszystkich skończonych cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I}
jest czȩściowo uporza̧dkowana przez inkluzjȩ.

Wniosek 3.11. ([B 7] Corollary 5.5) Niech D bȩdzie ograniczonym i
ściśle wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, ‖ · ‖) i niech F = {fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ komutuja̧cych kD-
nieoddalaja̧cych odwzorowań obszaru D w siebie, takich że Fix(fi) 6= ∅
dla każdego i ∈ I. Jeżeli rodzina F nie ma wspólnego punktu stałego w
D i istnieje skończony zbiór indeksów ∅ 6= J̃ ∈ I, taki że ⋂j∈J̃ Fix(fj)

‖·‖

jest zbiorem zwartym w (X, ‖ · ‖), to istnieje punkt ξ ∈ ∂D, taki że
limJ diam‖·‖(

⋂
j∈J Fix(fi)) = 0, gdzie rodzina wszystkich skończonych

cia̧gów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo uporza̧dkowana przez
inkluzjȩ.

W przypadku kuli jednostkowej w przestrzeni Banacha mamy silniej-
sze twierdzenie.

Twierdzenie 3.18. ([B 4] Theorem 10.2) Niech B bȩdzie otwarta̧
kula̧ jednostkowa̧ w ściśle wypukłej, refleksywnej i zespolonej przestrzeni
Banacha (X, ‖ · ‖) i nich {Fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ kD-nieoddalaja̧cych
retraktów kuli B z własnościa̧ skończonego przeciȩcia, tzn

⋂
j∈J Fj 6= ∅

dla każdego skończonego zbioru indeksów ∅ 6= J ⊂ I. Jeżeli
⋂
i∈I Fi = ∅

i limJ α(
⋂
j∈J Fj) = 0, gdzie rodzina wszystkich skończonych zbiorów

indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo uporza̧dkowana przez inkluzjȩ i
α‖·‖ jest miara̧ niezwartości Kuratowskiego w (X, ‖·‖), to istnieje punkt
ξ ∈ ∂B, taki że limJ dist‖·‖(

⋂
j∈J Fj), ξ) = limJ supx∈⋂

j∈J Fj
‖x−ξ‖ = 0.

W kuli Hilberta mamy tego typu twierdzenie bez dodatkowego zało-
żenia o mierze Kuratowskiego skończonego przeciȩcia retraktów.

Twierdzenie 3.19. ([B 4] Theorem 11.5, patrz też Theorem 11.2)
Niech BH bȩdzie kula̧ Hilberta i niech {Fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ kBH -nieodda-
laja̧cych retraktów tej kuli BH maja̧ca̧ własność skończonego przeciȩcia,
tzn.

⋂
j∈J Fj 6= ∅ dla każdego skończonego zbioru indeksów ∅ 6= J ⊂ I.
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Jeżeli
⋂
i∈I Fi = ∅, to istnieje ξ ∈ ∂BH , takie że limJ dist‖·‖(

⋂
j∈J Fj), ξ) =

limJ supx∈⋂
j∈J Fj

‖x − ξ‖ = 0, gdzie rodzina wszystkich skończonych
zbiorów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo uporza̧dkowana przez
inkluzjȩ.

Wdowodzie twierdzenia wykorzystujemy elipsoidȩ E(ξ, R) i nastȩpu-
ja̧cy lemat (jest on uogólnieniem Lemma 2 w [96]), a w zasadzie wniosek
z tego lematu.

Lemat 3.5. ([B 4] Lemma 11.3) Jeżeli cia̧gi uogólnione {xu}u∈U i
{yu}u∈U o wyrazach z BH sa̧ zbieżne w słabej topologii do x ∈ BH , to
dla każdego y ∈ BHmamy

LIMu∈U
σ(yu, y)
σ(xu, x)

= σ (x, y)LIMu∈U
1− ‖yu‖2

1− ‖xu‖2 ,

gdzie LIMu∈U oznacza jedna̧ z granic (po obu stronach równości jest
ta sama granica)

lim inf
u∈U

σ(yu, y)
σ(xu, x)

,
lim infu∈U σ(yu, y)
lim infu∈U σ(xu, x)

, lim sup
u∈U

σ(yu, y)
σ(xu, x)

, ...,

o ile granica ta ma sens.

Sta̧d dostajemy

Wniosek 3.12. ([B 4] Corollary 11.4) Przy założeniach lematu 3.5 i
dodatkowym założeniu ‖yu‖  ‖xu‖ dla wszystkich u ∈ U prawdziwa
jest nierówność

LIMu∈U
σ(yu, y)
σ(xu, x)

¬ σ (x, y) .

Podam teraz ostatni już wniosek w tej czȩści mojego autoreferatu -
jest to wniosek z twierdzenia 3.18.

Wniosek 3.13. ([B 4] Corollary 11.6) Niech BH bȩdzie kula̧ Hilberta
i niech {Fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ kBH -nieoddalaja̧cych retraktów tej kuli
BH maja̧ca̧ własność skończonego przeciȩcia, tzn.

⋂
j∈J Fj 6= ∅ dla każ-

dego skończonego zbioru indeksów ∅ 6= J ⊂ I. Jeżeli
⋂
i∈I Fi = ∅, to

limJ diam‖·‖(
⋂
j∈J Fj) = 0, gdzie rodzina wszystkich skończonych zbio-

rów indeksów {∅ 6= J ⊂ I} jest czȩściowo uporza̧dkowana przez in-
kluzjȩ.
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4. Inne osia̧gniȩcia naukowo-badawcze

Omówiȩ tutaj wyniki z pozostałych moich prac:
B 8) M. Budzyńska, W. Kaczor, M. Koter-Mórgowska, Asymptotic normal struc-
ture, semi-Opial property and fixed points, Ann. Univ. Mariae Curie-Skłodowska
Sect. A 50 (1996), 33-41.
B 9) M. Budzyńska, W. Kaczor, M. Koter-Mórgowska, T. Kuczumow, Asymptotic
normal structure and the semi-Opial property, Nonlinear Analysis 30 (1997), 3505-
3515.
B 10) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, Uniform asymptotic normal struc-
ture, the uniform semi-Opial property and fixed points of asymptotically regular
uniformly Lipschitzian semigroups. Part I, Abstr. Appl. Anal. 3 (1998), 133-151,
MR 2000j:47096.
B 11) M. Budzyńska, T. Kuczumow, S. Reich, Uniform asymptotic normal struc-
ture, the uniform semi-Opial property and fixed points of asymptotically regular
uniformly Lipschitzian semigroups. Part II, Abstr. Appl. Anal. 3 (1998), 247-263,
MR 1 749 411.
B 12) M. Budzyńska, T. Kuczumow, T. Sękowski, Total sets and semicontinuity of
the Kobayashi distance, Nonlinear Analysis 47 (2001), 2793 -2803.
B 13) M. Budzyńska, T. Kuczumow, A new proof of the Shafrir lemma, Lecture
Notes in Nonlinear Analysis 3 (2002), 37-40
B 14) M. Budzyńska, Existence of a holomorphic retraction onto a common fixed
point set of a family of commuting holomorphic self-mappings of BnH , Nonlinear
Analysis 53 (2003), 139-146.
B 15) M. Budzyńska, T. Kuczumow, A. Stachura, Properties of the Kobayashi
distance, Proceedings of the Second Conference on Nonlinear Analysis and Convex
Analysis (Eds. W. Takahashi and T. Tamaka), Yokohama Publishers, 2003, 25-36.
B 16) M. Budzyńska, Local uniform linear convexity with respect to the Kobayashi
distance, Abstr. Anal. Appl. vol 2003, no 6 (2003), 367-373.
B 17) M. Budzyńska, Domains which are locally uniformly linearly convex in the
Kobayashi distance, Abstr. Anal. Appl. vol 2003, no 8 (2003), 513-519.
B 18) M. Budzyńska, An example in holomorphic fixed point theory, Proc. Amer.
Math. Soc. 131 (2003), 2771-2777.
B 19) M. Budzyńska, T. Kuczumow, A strict convexity of the Kobayashi distance,
Fixed Point Theory and Applications, Vol. 4 (Ed. Y. J. Cho) (2003), Nova Science
Publishers, Inc., 27-33.
B 20) M. Budzyńska, T. Kuczumow, A structure of common fixed point sets of
commuting holomorphic mappings in finite powers of domains, Ann. Univ. Mariae
Curie Skłodowska 57 (2003), 23-33.
B 21) M. Budzyńska, Holomorphic retracts in domains with the locally uniformly
linearly convex Kobayashi distance, Contemp. Math. 364 (2004), 27-34.
B 22) M. Budzyńska, T, Kuczumow, Common fixed points of holomorphic mappings
and retracts of B∞H , Contemp. Math. 364 (2004), 35-40.
B 23) M. Budzyńska, S. Reich, Infinite products of holomorphic mappings, Abstr.
Anal. Appl. vol. 2005 no 4 (2005), 327-341.
B 24) M. Budzyńska, M. A. Khamsi, Holomorphic retracts in B∞H , J. Math.Anal.
Appl. 317 (2006), 707-713.
B 25) M. Budzyńska, T. Kuczumow, M. Michalska, The Γ-Opial property, Bull.
Austr. Math. Soc. 73 (2006), 473-476.
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B 26) M. Budzyńska, T. Kuczumow, Linear strict convexity of the Kobayashi di-
stance in nonreflexive Banach spaces, Fixed Point Theory and Applications (Eds.
H. Fetter Nathansky, B. Gamboa de Buen, K. Goebel, W. A. Kirk, B. Sims), Yoko-
hama Publishers, 2006, 1-9.
B 27) M. Budzyńska, T. Kuczumow, The common fixed point set of commuting
nonexpansive mappings in infinite products of unit balls, Complex analysis and
dynamical systems III, Contemp. Math. 455, 2008, 53-62.
B 28) M. Budzyńska, T. Kuczumow, M. Michalska, The common fixed point set of
commuting nonexpansive mappings in Cartesian products of Banach spaces with
the Opial property, J. Nonlinear Conv. Anal. 15, 637-645 (2014).

Problemy poruszane w wyżej wymienionych pracach można podzielić
na 2 czȩści:;

1) własności przestrzeni Banacha i ich zastosowanie w teorii punktów
stałych przekształceń jednakowo lipschitzowskich (prace [B 8], [B 9],
[B 10], [B 11], [B 25], [B 28]),

2) własności liniowo-topologiczne odległości Kobayashi’ego ich zasto-
sowanie w teorii punktów stałych przekształceń kD-nieoddlaja̧cych, a
w szczególnośći przekształceń holomorficznych (prace [B 12], [B 13],
[B 14], [B 15], [B 16], [B 17], [B 18], [B 19], [B 20], [B 21], [B 22],
[B 23], [B 24], [B 26], [B 27]).
1) Własności przestrzeni Banacha i ich zastosowanie w teorii

punktów stałych przekształceń jednakowo lipschitzowskich
Zanim omówiȩ wyniki podane w tych pracach muszȩ wprowadzić

parȩ definicji. Zacznȩ od definicji asymptotyczego centrum.

Definicja 4.1. ( [53]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha
i niech C ⊂ X bȩdzie niepustym zbiorem. Jeżeli {xn}n1 ({xβ}β∈J)
jest ograniczonym cia̧giem (cia̧giem uogólnionym) w C, to asympto-
tyczny promień ra ({xn} , C) (ra ({xβ}β∈J , C)) cia̧gu (cia̧gu uogólnio-
nego) {xn} ({xβ}β∈J) wzglȩdem zbioru C jest wprowadzony wzorem

ra ({xn} , C) = inf{ra ({x, {xn}}) = lim sup
n
‖x− xn‖ : x ∈ C}

(
ra ({xβ}β∈J , C) = inf{ra ({x, {xβ}β∈J}) = lim sup

β∈J
‖x− xβ‖ : x ∈ C}

)
.

Zbiór

Ac({xn}, C) = {x ∈ C : ra(x, {xn}) = lim sup
n
‖x− xn‖ = ra ({xn} , C)}

(
Ac({xβ}β∈J , C) = {x ∈ C : ra(x, {xβ}β∈J) = lim sup

β∈J
‖x− xβ‖ = ra ({xβ}β∈J , C)}

)
nazywamy asymptotycznym centrum cia̧gu (cia̧gu uogólnionego) {xn}
({xβ}β∈J) ze wzglȩdu na zbiór C.
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Natomiast asymptotyczna̧ średnicȩ cia̧gu {xn} określamy nastȩpuja̧co

diama,‖·‖({xn}) = lim
k
diam‖·‖ ({xn}nk) .

Jeżeli C = conv ({xn})
‖·‖
, to asymptotyczny promień cia̧gu {xn} bȩdȩ

zapisywać krócej - ra ({xn}) i podobnie Ac({xn}) bȩdzie wtedy oznaczać
asymptotyczne centrum cia̧gu {xn}.

W 1967 roku Z. Opial wprowadził własność przestrzeni Banacha
nazwana̧ później jego imieniem ( [119]). Była ona wtedy zwia̧zana tylko
z cia̧gami i ze słaba̧ topologia̧. Ja potrzebowałam w swoich pracach jej
ogólniejsze wersje.

Definicja 4.2. (patrz np. [81] i [83]) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie przestrzenia̧
Banach i niech T bȩdzie liniowa̧ topologia̧ Hausdorffa w X. Bȩdziemy
mówić, że niepusty zbiór C ⊂ X ma własność Opiala (własność Opiala
dla cia̧gów uogólnionych) ze wzglȩdu na topologiȩ T , gdy dla każdego
ograniczonego cia̧gu {xn} o wyrazach w C (dla każdego ograniczonego
cia̧gu uogólnionego {xβ}β∈J) o wyrazach w C, który jest zbieżny w to-
pologii T do x ∈ C i y ∈ C\{x}, prawdziwa jest nierówność

ra(x, {xn}) = lim supn‖xn − x‖ < ra(y, {xn}) = lim supn‖xn − y‖(
ra (x, {xβ}β∈J) = lim supβ∈J‖xβ − x‖ <

< ra (y, {xβ}β∈J) = lim supβ∈J‖xβ − y‖
)

dla każdego y ∈ C\{x}.

Ponieważ w wielu zastosowaniach liniowe topologie sa̧ generowane
przez odpowiednie rodziny cia̧głych funkcjonałów liniowych to teraz
definicjȩ zbioru normuja̧cego Γ, która̧ siȩ bȩdziemy dalej posługiwać i
która jest zawȩżeniem definicji 1.16.

Definicja 4.3. ([B 25]) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha
i niech Γ bȩdzie podprzestrzenia̧ przestrzeni sprzȩżonej X∗. Jeżeli dla
każdego x ∈ X mamy

sup {f (x) : f ∈ Γ, ‖f‖ = 1} = ‖x‖ .
to Γ nazywamy zbiorem normuja̧cym dla X.

Jest rzecza̧ oczywista̧, że zbiór normuja̧cy Γ generuje liniowa̧ topo-
logiȩ Hausdorffa σ (X,Γ) w X, która jest słabsza od słabej topologii
σ (X,X∗).

W [B 25] udowodniłam razem z T. Kuczumowem i M. Michalska̧
nastȩpuja̧ce twierdzenie o równoważności własności Opiala dla cia̧gów
z własnościa̧ Opiala dla cia̧gów uogólnionych.
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Twierdzenie 4.1. ([B 25], Theorem 3.1) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie prze-
strzenia̧ Banacha, Γ zbiorem normuja̧cym dla X i niech C bȩdzie niepu-
stym, ograniczonym i cia̧gowo zwartym w topologii σ (X,Γ) podzbiorem
w X. Wtedy w topologii σ (X,Γ) własność Opiala jest równoważna z
własnościa̧ Opiala dla cia̧gów uogólnionych.

Uwaga 4.1. Dla słabej topologii twierdzenie 4.1 było udowodnione inna̧
metoda̧ przez W. Kaczor i S. Prusa w [72].

W [B 28] razem z T. Kuczumowem i M. Michalska̧ badałam wy-
korzystuja̧c własność Opiala dla cia̧gów uogólnionych strukturȩ zbioru
wspólnych punktów stałych przekształceń nieoddalaja̧cych. Udowod-
niliśmy w tej pracy nastȩpuja̧ce wyniki najpierw dla jednego odwzo-
rowania, a później dla rodziny komutuja̧cych odwzorowań. W naszych
twierdzeniach norma̧ w iloczynie kartezjańskim X1 × X2 dwóch prze-
strzeni Banacha (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ · ‖2) jest norma maksimum.

Twierdzenie 4.2. ([B 28] Theorem 3.3) Niech (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ ·
‖2) bȩda̧ przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiami
Hausdorffa T1 i T2, i niech normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 w tych przestrzeniach
Banacha bȩda̧ dolnie półcia̧głe odpowiednio w tych topologiach T1 i T2.
Niech niepuste, ograniczone i wypukłe zbiory C1 ⊂ X1 i C2 ⊂ X2 bȩda̧
cia̧gowo zwarte odpowiednio w T1 i T2. Załóżmy, że C1 ma własność
Opiala wzglȩdem topologii T1, a C2 wzglȩdem topologii T2. Jeżeli niepu-
sty i wypukły podzbiór C iloczynu kartezjańskiego C1×C2 jest domkniȩty
w topologii T1 × T2, to C ma własność punktu stałego dla odwzorowań
nieoddalaja̧cych, tzn. każde nieoddalaja̧ce odwzorowanie f : C → C ma
punkt stały.

Twierdzenie 4.3. ([B 28], Theorem 3.4) Niech (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ ·
‖2) bȩda̧ przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiami
Hausdorffa T1 i T2 i niech normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 w tych przestrzeniach
Banacha bȩda̧ odpowiednio dolnie półcia̧głe w tych topologiach T1 i T2.
Niech niepuste, ograniczone i wypukłe zbiory C1 ⊂ X1 i C2 ⊂ X2 bȩda̧
zwarte odpowiednio w T1 i T2. Załóżmy, że C1 ma własność Opiala dla
cia̧gów uogólnionych wzglȩdem topologii T1, a C2 wzglȩdem topologii T2.
Jeżeli niepusty i wypukły podzbiór C iloczynu kartezjańskiego C1 × C2

jest domkniȩty w topologii T1 × T2, to C ma własność punktu stałego
dla odwzorowań nieoddalaja̧cych i dla każdego nieoddalaja̧cego odwzoro-
wania f : C → C zbiór jego punktów stałych Fixf jest nieoddalaja̧cym
retraktem zbioru C.

Twierdzenie 4.4. ([B 28], Theorem 4.2) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie prze-
strzenia̧ Banacha z liniowa̧ topologia̧ Hausdorffa T i z własnościa̧ Opiala
dla cia̧gów uogólnionych wzglȩdem topologii T . Niech norma ‖·‖ bȩdzie
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dolnie półcia̧gła w topologii T . Jeżeli niepusty, ograniczony i wypu-
kły zbiór C ⊂ X jest zwarty w T , to dla każdej komutuja̧cej rodziny
M = {Tα}α∈I przekształceń nieoddalaja̧cych zbioru C w siebie zbiór
jej wspólnych punktów stałych Fix(M) =

⋂
β∈J Fix(fβ) jest niepustym

nieoddalaja̧cym retraktem zbioru C.

W twierdzeniu 4.4 wystarczy założenie, że C ma własność Opiala dla
cia̧gów uogólnionych wzglȩdem topologii T , a nie cała przestrzeń X.

Twierdzenie 4.5. ([B 28], Theorem 4.3) Niech (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ ·
‖2) bȩda̧ przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiami
Hausdorffa T1 i T2 i niech normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 w tych przestrzeniach
Banacha bȩda̧ odpowiednio dolnie półcia̧głe w tych topologiach T1 i T2.
Niech niepuste, ograniczone i wypukłe zbiory C1 ⊂ X1 i C2 ⊂ X2 bȩda̧
zwarte odpowiednio w T1 i T2. Załóżmy, że C1 ma własność Opiala dla
cia̧gów uogólnionych wzglȩdem topologii T1, a C2 wzglȩdem topologii T2.
Jeżeli niepusty, ograniczony i wypukły podzbiór C iloczynu kartezjań-
skiego C1 ×C2 jest domkniȩty w topologii T1 × T2, to dla każdej komu-
tuja̧cej rodziny M = {Tα}α∈I przekształceń nieoddalaja̧cych zbioru C
w siebie zbiór jej wspólnych punktów stałych Fix(M) =

⋂
β∈J Fix(fβ)

jest niepustym nieoddalaja̧cym retraktem zbioru C.

Istotne jest tutaj to, że nasze wyniki dotycza̧ podzbioru C w iloczynie
kartezjańskim C1 × C2, a nie całego iloczynu kartezjańskiego C1 × C2.
Dlatego w dowodach stosuje siȩ dwukrotnie asymptotyczne centrum,
otrzymać domkniȩty zbiór w odpowiedniej topologii!

W pracach [B 8], [B 9], [B 10], [B 11] zawartych jest czȩść wyników
z mojej pracy doktorskiej. Zacznȩ od kilku definicji.

Definicja 4.4. ( [21]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha.
Ograniczony cia̧g {xn}n1 w X spełnia̧cy warunek xn − xn+1 → 0 na-
zywamy cia̧giem asymptotycznie regularnym.

Definicja 4.5. ( [21]) Bȩdziemy mówić, że przestrzeń Banacha
(X, ‖ · ‖) ma asymptotyczna̧ strukturȩ normalna̧ (ze wzglȩdu na słaba̧
topologiȩ), czyli ANS (w-ANS), jeżeli dla każdego ograniczonego, do-
mkniȩtego (słabo zwartego) i wypukłego zbioru C w X z C  2 i każdego
asymptotycznie regularnego cia̧gu {xn} w C istnieje punkt x ∈ C, taki
że

lim inf
n
‖x− xn‖ < diam‖·‖ (C) .

W [B 10] wprowadziłam razem z T. Kuczumowem i S. Reichem
współczynnik AN (X).
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Definicja 4.6. ([B 10]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha.
Współczynnik asymptotycznej struktury normalnej AN (X) dany jest
wzorem

AN (X) = sup{k : k · inf
{xni}i1

ra
(
{xni}i1

)
¬ diama,‖·‖ ({xn})

dla każdego ograniczonego cia̧gu {xn}n1 z xn − xn+1 → 0}.

Współczynnik ten "mierzy" minimalna̧ odległość podcia̧gów asymp-
totycznie regularnych cia̧gów do najbliższego punktu.

Jeżeli w definicji współczynnika AN (X) dodamy założenie, że dla
cia̧gu {xn}n1 jego domkniȩta otoczka wypukła conv

(
{xn}n1

)
jest

zbiorem słabo zwartym, to dostaniemy nastȩpny współczynnik.

Definicja 4.7. ([B 10]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha.
Współczynnik dany wzorem

w-AN (X) = sup{k : k · inf
{xni}i1

ra
(
{xni}i1

)
¬ diama,‖·‖ ({xn})

dla każdego cia̧gu {xn}n1 , takiego że jego domkniȩta wypukła otoczka

conv
(
{xn}n1

)‖·‖
jest zbiorem słabo zwartym ixn − xn+1 → 0}

nazywamy współczynnikiem asymptotycznej struktury normalnej ze wzglȩdu
na słaba̧ topologiȩ.

Definicja 4.8. ([B 10]) Gdy AN (X) > 1, to mówimy, że przestrzeń
Banacha (X, ‖·‖) ma jednostajna̧ asymptotyczna̧ strukturȩ normalna̧,
krótko ma UAN .

Gdy w-AN (X) > 1, to mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖·‖)
ma jednostajna̧ asymptotyczna̧ strukturȩ normalna̧ ze wzglȩdu na słaba̧
topologiȩ, krótko ma w-UAN .

Definicja 4.9. ([B 10]) Przestrzeń Banacha (X, ‖·‖) ma prawie wła-
sność Opiala (prawie własność Opiala ze wzglȩdu na słaba̧ topologiȩ),
krótko ma własność SO (w-SO), jeżeli dla każdego ograniczonego i
asymptotycznie regularnego cia̧gu {xn} (ze słabo zwarta̧ domkniȩta̧ wy-
pukła̧ otoczka̧), który nie jest cia̧giem stałym, istnieje podcia̧g {xni}
zbieżny słabo do x, taki że

lim inf
n
‖x− xn‖ < diam ({xn}) .

W [B 8] udowodniliśmy nastȩpuja̧ce twierdzenie o punkcie stałym
odwzorowań nieoddalaja̧cych w sumie dwóch zbiorów.
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Twierdzenie 4.6. ([B 8]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Ba-
nacha maja̧ca̧ w-SO i niech C1 i C2 bȩda̧ dwoma wypukłymi i słabo
zwartymi zbiorami w X z niepustym przeciȩciem C1 ∩C2. Wtedy każde
nieoddalaja̧ce przekształcenie f : C1 ∪ C2 → C1 ∪ C2 ma punkt stały.

Przejdźmy teraz do nastȩpnych współczynników charakteryzuja̧cych
przestrzeń Banacha.

Definicja 4.10. ([B 10]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha.
Podobnie jak poprzednio możemy dla tej przestrzeni wprowadzić współ-
czynnik w-SOC prawie własności Opiala ze wzglȩdu na słaba̧ topologiȩ:

w-SOC (X) = sup{k : k· inf
{xni}i1,xni⇀y

ra
(
y, {xni}i1

)
¬ diama,‖·‖ ({xn})

dla każdego cia̧gu {xn}n1 , takiego że

conv
(
{xn}n1

)‖·‖
jest zbiorem słabo zwartym i xn − xn+1 → 0}.

Współczynnik w-SOC (X) "mierzy" minimalna̧ odległość od sła-
bej granicy słabo zbieżnych podcia̧gów asymptotycznie regularnych
cia̧gów.

Definicja 4.11. ([B 10]) Jeżeli w-SOC (X) > 1, to przestrzeń Ba-
nacha (X, ‖·‖) ma jednostajna̧ prawie własność Opiala ze wzglȩdu na
słaba̧ topologiȩ, krótko ma w-USO.

W pracach [B 9] i [B 10] pokazaliśmy zwia̧zki pomiȩdzy wyżej wy-
mienionymi własnościami przestrzeni Banacha, a także miȩdzy nimi in-
nymi wcześniej znanymi własnościami oraz zwia̧zki miȩdzy wyżej zdefi-
niowanymi współczynnikami. Zajȩliśmy siȩ też problemem zachowania
siȩ tych własności w iloczynie kartezjańskim przestrzeni i problemem
zwia̧zku miȩdzy współczynnikami dwóch przestrzeni i odległościa̧ Ba-
nacha Mazura miȩdzy tymi przestrzeniami.

W pracy [B 11] przedstawiono kilka twierdzeń o punktach stałych
półgrup przekształceń asymptotycznie regularnych i jednakowo
k-lipschitzowskich. Zanim je przedstawiȩ podam dwie definicje. Bȩdȩ
potrzebować ogólniejszej definicji półgrupy niż ta podana w rozdziale
2 (definicja 2.7).

Definicja 4.12. Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha, C nie-
pustym, domkniȩtym, ograniczonym i wypukłym zbiorem w X, G nie-
ograniczonym zbiorem w [0,∞) , takim że

t+ h ∈ G dla wszystkich t, h ∈ G,

t− h ∈ G dla wszystkich t, h ∈ G z t  h,
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i niech S = {ft : t ∈ G} bȩdzie rodzina̧ odwzorowań zbioru C w C.
Rodzinȩ S nazywamy półgrupa̧ odwzorowań, gdy S spełnia warunki:

i) fs+t(x) = (fs ◦ ft)(x) dla wszystkich s, t ∈ G i x ∈ C,
ii) dla każdego x ∈ C, odwzorowanie t→ ft(x) z G w C jest cia̧głe

przy topologii w G generowanej przez standardowa̧ topologiȩ w
[0,∞).

Jeżeli dla półgrupy S istnieje dodatkowo liczba k > 0, taka że

‖ft(x)− ft(y)‖ ¬ k ‖x− y‖

dla wszystkich x, y ∈ C i t ∈ G, to mówimy, że S jest półgrupa̧ prze-
kształceń jednakowo lipschitzowskich (k-lipschitzowskich) na zbiorze C.

Jeżeli dla półgrupy S mamy

lim
t→∞
‖ft+h(x)− ft(x)‖ = 0,

dla wszystkich x ∈ C i h ∈ G, to mówimy, że półgrupa S jest asymp-
totycznie regularna ( [20]).

Definicja 4.13. ( [49], [B 11]) Jeżeli (X, ‖·‖) jest przestrzenia̧ Ba-
nach i C ⊂ X jest zbiorem niepustym, domkniętym, ograniczonym i
wypukłym, to

i) liczba b  0 ma własność (Pω) ze wzglȩdu na zbiór C, gdy ist-
nieje liczba a > 1, taka że dla wszystkich x, y ∈ C i r > 0
z ‖x− y‖  r oraz dla każdego słabo zbieżnego cia̧gu {zn} o
wyrazach z C i spełniaja̧cego warunki lim supn ‖x− zn‖ ¬ ar
i lim supn ‖y − zn‖ ¬ br istnieje z ∈ C dla którego mamy
lim infn ‖z − zn‖ ¬ r;

ii) κω (C) = sup {b > 0 : b ma własność (Pω) ze wzglȩdu na zbiór C} ;
iii) κω (X) = inf{κω (C) : C jest niepustym, domkniȩtym,

ograniczonym i wypukłym zbiorem w X}.

Nastȩpuja̧ce twierdzenia sa̧ dwoma głównymi twierdzeniami o punk-
tach stałych w [B 11].

Twierdzenie 4.7. ([B 11], Theorem 3.3) Niech C bȩdzie wypukłym i
słabo zwartym zbiorem w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) z
w-SOC (X) > 1. Wtedy każda asymptotycznie regularna półgrupa
S = {ft : t ∈ G} k-lipschitzowskich przekształceń zbioru C w siebie z
k < [w-SOC (X)]

1
2 ma wspólny punkt stały.

Twierdzenie 4.8. ([B 11] Theorem 3.4) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie prze-
strzenia̧ Banacha z w-SOC (X) > 1, C wypukłym i słabo zwartym
zbiorem w X i niech S = {ft : t ∈ G} bȩdzie asymptotycznie regularna̧
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półgrupa̧ k-lipschitzowskich przekształceń zbioru C w siebie. Jeżeli

k <
1 +

√
1 + 4 · [w-SOC (X)] · (κω (X)− 1)

2
,

to S ma wspólny punkt stały.

2) Własności liniowo-topologiczne odległości Kobayashiego
i ich zastosowanie w teorii punktów stałych przekształceń kD-
nieoddlaja̧cych, a w szczególnośći przekształceń holomorficz-
nych

Zacznȩ od omówienia mojej pierwszej pracy [B 12] z tego tematu,
która̧ napisałam wspólnie z T. Kuczumowem i T. Sȩkowskim. W 1958
roku A. Alexiewicz ( [7], patrz także [8]) wprowadził pojȩcie zbioru
totalnego dla przestrzeni Banacha i przy jego pomocy scharakteryzował
odwzorowania holomorficzne w podobny sposób do tego przy użyciu
zbioru normuja̧cego N (twierdzenie 1.5).

Definicja 4.14. ( [7]) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie przestrzenia̧ Banacha i
niech T bȩdzie niepustym zbiorem w przestrzeni sprzȩżonej X∗ (tzn.
przestrzeni wszystkich cia̧głych funkcjonałów liniowych na X). Jeżeli
z warunku u (x) = 0 dla każdego u ∈ T wynika x = 0, to rodzinȩ T
nazywamy totalna̧ dla X.

Zbiór totalny, podobnie jak zbiór normuja̧cy, generuje liniowa̧ topo-
logiȩ Hausdorffa σ (X, T ) w X. Okazuje siȩ, że dla topologii σ (X, T )
można udowodnić wyniki podobne do twierdzeń 1.6 i 1.7.

Głównym twierdzeniem w pracy [B 12] jest twierdzenie o dolnej
półcia̧głości odległości Kobayashiego wzglȩdem topologii σ (X, T ).

Twierdzenie 4.9. ([B 12 Theorem 3.1) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie zespo-
lona̧ przestrzenia̧ Banacha, T zbiorem totalnym dla X i niech D ⊂ X
bȩdzie ograniczonym i wypukłym obszarem, takim że jego domkniȩcie
D
‖·‖ w normie ‖ · ‖ jest zwarte w topologii σ (X, T ). Jeżeli {xβ}β∈J

i {yβ}β∈J sa̧ uogólnionymi cia̧gami w D i sa̧ one zbieżne w topologii
σ (X, T ) odpowiednio do x ∈ D i y ∈ D, to prawdziwa jest nierówność

kD (x, y) ¬ lim inf
β∈J

kD (xβ, yβ) .

Jeżeli rozważamy tylko cia̧gi {xn}n∈N i {yn}n∈N, to zwartość w topologii
σ (X, T ) zbioru D‖·‖ może być zasta̧piona przez cia̧gowa̧ zwartość zbioru
D
‖·‖ w topologii σ (X, T ).

Jako wniosek otrzymujemy Lemma 4.1 w [B 12], który jest analogiem
twierdzenia 1.7.
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Lemat 4.1. Niech D1, D2 bȩda̧ ograniczonymi i wypukłymi obszarami
odpowiednio w przestrzeniach Banacha (X1, ‖·‖1) i (X2, ‖·‖2) , i niech
T bȩdzie zbiorem totalnym dla (X2, ‖·‖2). Jeżeli D2

‖·‖2 jest zbiorem
zwartym w topologii σ (X2, T ), {fλ}λ∈J jest cia̧giem uogólnionym od-
wzorowań fλ : D1 → D2 nieoddalaja̧cych ze wzglȩdu na odległość Ko-
bayashiego, który jest punktowo zbieżny w topologii σ (X2, T ) do funkcji
f : D1 → D2

‖·‖2 i istnieje punkt z0 ∈ D1, taki że w0 = f (z0) ∈ D2,
to f odwzorowuje D1 w D2 i jest nieoddalaja̧ce ze wzglȩdu na odległość
Kobayashiego.

Aby otrzymać otrzymać wynik silniejsze od tego z lematu 1.5 musimy
wprowadzić własność Kadeca-Klee’ego przestrzeni Banacha (X, ‖·‖) ze
wzglȩdu na topologiȩ σ (X, T ).

Definicja 4.15. ( [10], [57], [81]) Niech T bȩdzie zbiorem totalnym dla
przestrzeni Banacha (X, ‖·‖). Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖·‖)
ma własność Kadeca-Klee’ego ze wzglȩdu na topologiȩ σ (X, T ), gdy dla
każdego cia̧gu {xk} w X prawdziwa jest nastȩpuja̧ca implikacja

‖xk‖ ¬ 1
sep {xk} = inf {‖xk − xj‖ : j 6= k} > 0
σ (X,N )− limk→∞ xk = x

⇒ ‖x‖ < 1.

Możemy teraz wypowiedzieć nasz lemat.

Lemat 4.2. ([B 12] Lemma 4.2) Niech T bȩdzie zbiorem totalnym w
ściśle wypukłej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), B otwarta̧ kula̧ jednost-
kowa̧ w (X, ‖·‖) , taka̧ że jej domkniȩcie w normie B‖·‖ jest cia̧gowo
zwarte w topologii σ (X, T ) . Jeżeli {xk}k∈N i {yk}k∈N sa̧ cia̧gami w B,
cia̧g {xk}k∈N jest zbieżny w normie ‖ · ‖ do ξ ∈ ∂B i

sup {kB (xk, yk) : k = 1, 2, ...} = c <∞,
to {yk}k∈N jest także silnie zbieżny do ξ.

Opieraja̧c siȩ na twierdzeniu 2.9 i ostatnim lemacie udowodniliśmy w
[B 12] nastȩpuja̧ce twierdzenie o lokalnej jednostajnej zbieżności cia̧gu
iteracyjnego w twierdzeniu Wolffa-Denjoya.

Twierdzenie 4.10. ([B 12] Theorem 4.2) Niech T bȩdzie zbiorem to-
talnym w ściśle wypukłej przestrzeni Banacha (X, ‖·‖), B otwarta̧ kula̧
jednostkowa̧ w (X, ‖·‖) , taka̧ że domkniȩcie w normie B‖·‖ jest cia̧gowo
zwarte w topologii σ (X, T ) . Jeżeli (X, ‖·‖) ma własność Kadeca-Klee’ego
ze wzglȩdu na topologiȩ σ (X, T ) i odwzorowanie f : B → B jest kB-
nieoddalaja̧ce i kondensuja̧ce ze wzglȩdu na miarȩ niezwartości Kura-
towskiego α‖·‖ oraz f nie ma punktu stałego, to istnieje punkt ξ ∈ ∂B,
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taki że cia̧g iteracji {fn} odwzorowania f jest zbieżny lokalnie jedno-
stajnie do funkcji stałej o wartości równej ξ, tzn. zbieżność ta jest jed-
nostajna na każdym zbiorze leża̧cym ściśle wewna̧trz kuli B.

Był to mój zreszta̧ pierwszy wynik zwia̧zany z uogólnieniami kla-
sycznego twierdzenia Wolffa-Denjoya.

Znacza̧ca̧ rolȩ w moich dalszych badaniach odegrały prace zwia̧zane
ze ścisła̧ liniowa̧ wypukłościa̧ kul w (D, kD). Okazuje siȩ, że gdy obszar
D jest ściśle wypukły w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Banacha
(X, ‖·‖), to mamy nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.11. ([B 19] Theorem 3.1) Niech D bȩdzie ograniczo-
nym i wypukłym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, ‖·‖) . Jeżeli D jest ściśle wypukłe, to każda kula w przestrzeni
metrycznej (D, kD) jest także liniowo ściśle wypukła.

W Cn twierdzenie to zostało udowodnione w 1984 roku przez G. Pa-
trizio przy dodatkowym założeniu o brzegu ∂D, że jest klasy C∞ i że
Hessian funkcji definiuja̧cej jest dodatni na brzegu ∂D, ( [121] Corol-
lary 5.5). Nastȩpnie twierdzenie to zostało uogólnione (po zastosowaniu
innego dowodu) do obszarów silnie wypukłych o brzegu klasy C2 w Cn

przez A. Stachurȩ ( [144]). Ostatecznie w 1999 roku J.-P. Vigué po-
kazał, że twierdzenie 5.11 jest prawdziwe w Ck ( [152]) bez założenia
gładkości brzegu. W 2001 roku udowodniłam razem z T. Kuczumowem
twierdzenie 5.11 wzoruja̧c siȩ na dowodach danych w pracach [47], [152]
i [144] oraz stosuja̧c własność aRNP przestrzeni refleksywnej. Okazało
siȩ, że niemal jednocześnie udowodnił je J.-P. Vigue ( [153]), ale o tym
wtedy nie wiedziałam - później zawsze cytujȩ jego pracȩ.

W [B 26] (jest to wspólna praca z T. Kuczumowem) uogólniono
twierdzenie 5.11 nastȩpuja̧co.

Twierdzenie 4.12. ([B 26] Theorem 2.9) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie ze-
spolona̧ przestrzenia̧ Banacha, N zbiorem normuja̧cym dla X i niech
D ⊂ X bȩdzie ściśle wypukłym obszarem, takim, że jego domkniȩcie w
normie D‖·‖ jest zwarte w σ (X,N ). Jeżeli (X, ‖·‖) ma aRNP, to każda
kula w przestrzeni metrycznej (D, kD) jest liniowo ściśle wypukła.

W pracy [B 15] wspólnie z T. Kuczumowem i A. Stachura̧ podałam
przykład ograniczonego i wypukłego obszaru D ⊂ C, który nie jest
ściśle wypukły i jednocześnie każda kula w (D, kD) jest liniowo ściśle
wypukła i sta̧d mamy definicjȩ 3.1.

W pracach [B 15], [B 19] i [B 26] pojȩcie ścisłej wypukłości przestrzeni
metrycznej (D, kD) zostało użyte w twierdzeniach stwierdzaja̧cych, że
niepusty zbiór (wspólnych) punktów stałych odwzorowania (rodziny
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odwzorowań) jest odpowiednio holomorficznym lub kD-nieoddalaja̧cym
retraktem. Metoda Brucka ( [22], [23]) była główny narzȩdziem w dowo-
dach tych twierdzeń. Podam teraz przykładowe twierdzenie tego typu.

Twierdzenie 4.13. ([B 26] Theorem 3.2) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie ze-
spolona̧ przestrzenia̧ Banacha, N zbiorem normuja̧cym dla X i niech
D ⊂ X bȩdzie wypukłym obszarem, takim że jego domkniȩcie w normie
D
‖·‖ jest zwarte w σ (X,N ). Załóṁy, że przestrzeń metryczna (D, kD)

jest liniowo ściśle wypukła. Jeżeli odwzorowanie f : D → D jest kD-
nieoddalaja̧ce (holomorficzne), to zbiór punktów stałych Fix (f) jest
albo zbiorem pustym albo kD-nieoddalaja̧cym (holomorficznym) retrak-
tem obszaru D.

Przejdȩ teraz do opisu zbioru punktów stałych w iloczynie kartezjań-
skim przestrzeni Banacha.

W mojej pracy [B 14] udowodniłam najpierw nastȩpuja̧ce własności
Opiala w kuli Hilberta BH i w iloczenie kartezjańskim Bn

H kul Hilberta
(patrz także [60]).

Twierdzenie 4.14. ([B 14] Proposition 3.1) Jeżeli ograniczony w kBH
cia̧g uogólniony {xj}j∈J o wyrazach w (BH , kBH ) jest słabo zbieżny do
x ∈ BH , to

lim sup
j

kBH (xj, x) < lim sup
j

kBH (xj, y)

dla każdego y ∈ BH\ {x}.

Wniosek 4.1. ([B 14] Corollary 3.1) Przestrzeń metryczna
(
Bn
H , kBnH

)
ma słaba̧ własność Opiala (ze wzglȩdu na słaba̧ topologiȩ w Hn) dla
cia̧gów uogólnionych, tzn. jeżeli ograniczony w

(
Bn
H , kBnH

)
cia̧g uogól-

niony jest słabo zbieżny do x ∈ Bn
H , to

lim sup
j

kBnH (xj, x) ¬ lim sup
j

kBnH (xj, y)

dla każdego y ∈ Bn
H .

Mamy też nastȩpuja̧ce twierdzenie należa̧ce do T. Kuczumowa.

Twierdzenie 4.15. ( [95]) Dana jest rodzina {f1, ..., fm} złożona z
m komutuja̧cych kBnH -nieoddalaja̧cych (holomorficznych) odwzorowaṅ z
Bn
H w Bn

H , taka że Fix(fj) 6= ∅ dla 1 ¬ j ¬ m. Wtedy zbiór wspól-
nych punktów stałych tej rodziny

⋂m
j=1 Fix(fj) jest niepusty i jest kBnH -

nieoddalaja̧cym (holomorficznym) retraktem obszaru Bn
H .

To wszystko oraz dolna półcia̧głość odległości Kobayashiego kBnH
wzglȩdem słabej topologii (patrz twierdzenie 1.6) pozwoliło mi w po
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zastosowaniu metody Brucka ( [23]) i metody asymptotycznego cen-
trum udowodnić twierdzenie o zbiorze wspólnych punktów stałych ko-
mutuja̧cej rodziny przekształceń w Bn

H .

Twierdzenie 4.16. ([B 14] Theorem 4.2) Dla każdej komutuja̧cej ro-
dziny F = {fβ}β∈I holomorficznych (kBnH -nieoddalaja̧cych) odwzorowań
z Bn

H w Bn
H z niepustym zbiorem Fix(F) =

⋂
β∈I Fix(fβ) wspólnych

punktów stałych, zbiór Fix(F) jest holomorficznym (kBnH -nieoddalaja̧cyme)
retraktem obszaru Bn

H .

W pracy [B 18] podajȩ rozwia̧zanie nastȩpuja̧cego problemu w teorii
punktów stałych przekształceń holomorficznych ściśle zwia̧zanego zBn

H :
czy istnieje zespolona przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖), taka że

i) dimX =∞,
ii) otwarta kula jednostkowa B w (X, ‖ · ‖) nie jest holomorficznie

równoważna kartezjańskiemu iloczynowi
∏m
j=1BHj skończonej

liczby kul Hilberta,
iii) każde holomorficzne przekształcenie f otwartej kuli B w siebie

ma punkt stały wtedy i tylko wtedy gdy supn∈N ‖fn(x)‖ < 1
dla pewnego x ∈ B?

Warto tutaj przypomnieć, że gdy J jest nieskończonym zbiorem in-
deksów,

l∞ (H) =

x = {xj}j∈J ∈
∏
j∈J

H : sup
j∈J
‖xj‖ <∞

 ,
i B∞H jest otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧ w l∞ (H) z norma̧ supremum,
to B∞H nie jest holomorficznie równoważne kartezjańskiemu iloczynowi∏m
j=1 BHj skończonej liczby kul Hilberta i że istnieje holomoficzne od-

wzorowanie f z B∞H w B∞H , które nie ma punktu stałego i jednocześnie
mamy supn∈N ‖fn(x)‖ < 1 dla każdego x ∈ B∞H ( [99], [101]).

W mojej pracy [B 18] pokazałam, że iloczyn kartezjański l2 × l2 z
lp-norma̧ ‖ · ‖, gdzie 1 < p < ∞ i p 6= 2, ma podane wyżej własności
i) - iii). Aby uzyskać iii) wprowadziłam tutaj po raz pierwszy pojȩcie
lokalnie jednostajnej liniowej wypukłości odległości Kobayashiego kBH .
Udowodniłam bowiem, używaja̧c ścisłej wypukłości kuli i sprowadzaja̧c
rozważania do przestrzeni o wymiarze 6, nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.17. ([B 18] Theorem 3.1) Jeżeli B jest otwarta̧ kula̧
jednostkowa̧ w iloczynie kartezjańskim l2× l2 z lp-norma̧, gdzie 1 < p <
∞ i p 6= 2, to przestrzeń metryczna (B, kB) jest lokalnie jednostajnie
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liniowo wypukła, tzn. dla każdych z ∈ B, R > 0 i 0 < ε < 2 mamy

kB (z, x) ¬ R
kB (z, y) ¬ R
kB (x, y) = εR

⇒ kB

(
z,

1
2
x+

1
2
y
)
¬ (1− δ (z,R, ε))R

i
δ (R1, R2, R3, ε1, ε2)

= inf {δ (z,R, ε) : ε1 ¬ ε ¬ ε2, ‖z‖ ¬ R1 R2 ¬ R ¬ R3} > 0

dla wszystkich 0 < R1, 0 < R2 ¬ R3 i 0 < ε1 ¬ ε2 < 2.

Sta̧d dostałam twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie 4.18. ([B 18] Proposition 3.1) Niech B bȩdzie otwarta̧
kula̧ jednostkowa̧ w iloczynie kartezjańskim l2 × l2 z lp-norma̧, gdzie
1 < p < ∞ i p 6= 2. Wtedy każdy kB-ograniczony cia̧g {xn} w B ma
jedyne asymptotyczne centrum wzglȩdem niepustego kB-dmkniȩtego i
wypukłego podzbioru C kuli B.

Ostatecznie stosuja̧c metodȩ asymptotycznego centrum otrzymałam
ża̧dany wynik.

Twierdzenie 4.19. ([B 18] Theorem 4.1) Niech B bȩdzie otwarta̧
kula̧ jednostkowa̧ w iloczynie kartezjańskim t l2 × l2 z lp-norma̧, gdzie
1 < p < ∞ i p 6= 2, i niech f : B → B bȩdzie kB-nieoddalaja̧cym
odwzorowaniem. Wtedy nastȩpuja̧ce zdania sa̧ równoważne

i) f ma punkt stały;
ii) istnieje punkt x w B, taki że cia̧g iteracji {fn(x)} jest kB-

ograniczony;
iii) cia̧g iteracji {fn(x)} jest kB-ograniczony dla każdego x w B;
iv) istnieje kB-ograniczony cia̧g aproksymacyjny {xn} dla f , tzn.
‖xn − f(xn)| → 0 i {xn} jest cia̧giem kB-ograniczonym;

v) istnieje domkniȩta i f -niezmiennicza kula w (B, kB);
vi) istnieje niepusty, domkniȩty, wypukły, kB-ograniczony i

f -niezmienniczy podzbiór C kuli B.

Okazuje siȩ, że wprowadzone przeze mnie w twierdzeniu 4.17 wła-
sność lokalnie jednostajnej liniowej wypukłości przestrzeni metrycznej
(B, kB) mogłam uogólnić do wypukłego i ograniczonego obszaru D w
zespolonej przestrzeni Banacha i ta własność odgrywa kluczowa̧ rolȩ
w badaniach struktury wspólnych punktów stałych przekształceń pew-
nych obszarów w siebie w iloczynach kartezjańskich zespolonych prze-
strzeni Banacha z norma̧ supremum.
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Definicja 4.16. ([B 16]) Niech D bȩdzie ograniczonym i wypukłym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha. Przestrzeń metryczna (D, kD)
jest lokalnie jednostajnie liniowo wypukła, gdy istnieje w ∈ D i funkcja

δ(w, ·, ·, ·, ·, ·)

taka że dla każdych R1 > 0, z ∈ D z kD(w, z) ¬ R1, 0 < R2 ¬ R ¬ R3

i 0 < ε1 ¬ ε ¬ ε2 < 2 mamy

δ (w,R1, R2, R3, ε1, ε2) > 0

i

kD (z, x) ¬ R
kD (z, y) ¬ R
kD (x, y) = εR

⇒ kD

(
z,

1
2
x+

1
2
y
)
¬ (1− δ (w,R1, R2, R3, ε1, ε2))R.

Funkcjȩ δ(w, ·, ·, ·, ·, ·) nazywamy modułem liniowej wypukłości dla od-
ległości Kobayashiego (dla przestrzeni metrycznej (D, kD) lub równo-
ważnie dla obszaru D).

Uwaga 4.2. W powyższej definicji możemy zasta̧pić równość kD (x, y) =
εR dla 0 < ε1 ¬ ε ¬ ε2 < 2 przez nierówność kD (x, y)  εR dla
0 < ε1 ¬ ε < 2 i oczywiście mamy wtedy moduł liniowej wypukłości
{δ1 (w,R1, R2, R3, ε1)} zamiast {δ (w,R1, R2, R3, ε1, ε2)}.

Dalej w definicji 4.16 punkt w ∈ D możemy zasta̧pić dowolnym in-
nym punktem z D. W przypadku otwartych kul jednostkowych mamy
też inna̧ równoważna̧ definicjȩ.

Definicja 4.17. ([B 27]) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie zespolona̧ przestrzenia̧
Banacha i niech BX bȩdzie otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧ w (X, ‖ ·‖). Prze-
strzeń metryczna (BX , kBX ) jest lokalnie jednostajnie liniowo wypukła,
gdy dla każdych x, y, z ∈ BX , R > 0 i 0 < ε ¬ 2 mamy

kBX (z, x) ¬ R

kBX (z, y) ¬ R

kBX (x, y)  εR

⇒ kBX

(
z,

1
2
x+

1
2
y
)
¬
(
1− δ̃X (z,R, ε)

)
R

i

δ̃X (R1, R2, R3, ε) = inf
{
δ̃X (z,R, ε) : ‖z‖ ¬ R1, R2 ¬ R ¬ R3

}
> 0

dla wszystkich 0 < ε ¬ 2, 0 < R1 < 1, 0 < R2 ¬ R3. Funkcja
δ̃X (·, ·, ·, ·) jest nazywana modułem liniowej wypukłości dla odległości
Kobayashiego kBX .
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Definicja 4.18. ([B 27]) Niech J bȩdzie nieskończonym zbiorem in-
deksów. Dla każdego j ∈ J niech (Xj, ‖ ·‖j) i BXj bȩda̧ odpowiednio ze-
spolona̧ przestrzenia̧ Banacha i otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧. Jeżeli mamy

inf
j∈J

δ̃Xj (R1, R2, R3, ε) > 0

dla wszystkich 0 < ε ¬ 2, 0 < R1 < 1, 0 < R2 ¬ R3, to mówimy, że
rodzina kul jednostkowych {(BXj , ‖·‖j)}j∈J jest lokalnie jednakowo jed-
nostajnie liniowo wypukła lub że rodzina ta ma wspólny moduł liniowej
wypukłości.

Oczywiście pojȩcie lokalnie jednostajnej liniowej wypukłości prze-
strzeni metrycznej (D, kD) wzorowałam na pojȩciu jednostajnej wy-
pukłości przestrzeni Banacha wprowadzonemu przez J. A. Clarksona
( [37]). Podobnie jak jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha jest
przestrzenia̧ refleksywna̧ ( [37], patrz także [57]) tak i z lokalnie jed-
nostajnej liniowej wypukłości ograniczonego i wypukłego obszaru D
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) wynika refleksywność tej
przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 4.20. ([B 27] Theorem 3.2) Niech (X, ‖ · ‖) bȩdzie ze-
spolona̧ przestrzenia̧ Banacha i niech D ⊂ X bȩdzie ograniczonym i
wypukłym obszarem w (X, ‖ · ‖). Jeżeli przestrzeń metryczna (D, kD)
jest lokalnie jednostajnie liniowo wypukła, to przestrzeń Banacha X
jest refleksywna.

Dowód tego twierdzenia jest prostym zastosowaniem nastȩpuja̧cego
twierdzenia Šmuliana.

Twierdzenie 4.21. ( [142]) Przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest re-
fleksywna wtedy i tylko wtedy gdy każdy zstȩpuja̧cy cia̧g {Cn} niepu-
stych, domkniȩtych, ograniczonych i wypukłych zbiorów w X ma nie-
puste przeciȩcie

⋂∞
n=1 Cn .

W przypadku kuli mamy jeszcze lepszy rezultat.

Twierdzenie 4.22. ([B 17] Theorem 4.1) Niech (X, ‖·‖) bȩdzie zespo-
lona̧ przestrzenia̧ Banacha i niech B bȩdzie otwarta̧ kula̧ jednostkowa̧
w tej przestrzeni. Jeżeli przestrzeń metryczna (B, kB) jest lokalnie jed-
nostajnie liniowo wypukła, to przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest prze-
strzenia̧ jednostajnie wypukła̧.

Okazuje siȩ, że lokalnie jednakowo jednostajna̧ liniowa̧ wypukłość ro-
dziny kul jednostkowych {(BXj , ‖ · ‖j)}j∈J można skutecznie wykorzy-
stać w dowodach o istnieniu holomorficznej retrakcji na zbiór wspólnych
punktów stałych komutuja̧cej rodziny przekształceń jednostkowej kuli
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otwartej w l∞ (Xj, J). Zanim omówiȩ wyniki podam kilka potrzebnych
definicji.

Najpierw wprowadzȩ zespolona̧ przestrzeń Banacha l∞(Xj, J).

Definicja 4.19. Niech J bȩdzie nieskończonym zbiorem indeksów i
niech (Xj, ‖ · ‖j) bȩdzie zespolona̧ i refleksywna̧ przestrzenia̧ Banacha
dla każdego j ∈ J . Zespolona̧ przestrzeń Banacha l∞(Xj, J) wprowa-
dzamy nastȩpuja̧co

l∞ (Xj, J) = {x = {xj}j∈J ∈
∏
j∈J

Xj : sup
j∈J
‖xj‖j <∞}

i ‖·‖∞ jest jest tutaj norma̧ supremum. B∞ = Bl∞(Xj ,J) bȩdzie oznaczać
jednostkowa̧ kulȩ otwarta̧ w (l∞(Xj, J), ‖ · ‖∞).

W (l∞(Xj, J), ‖ · ‖∞) dodatkowo mamy topologiȩ σ(X,N ) genero-
wana̧ przez zbiór normuja̧cy

N = {x∗ = {x∗j} ∈ (l∞ (Xj, J))∗ : x∗j ∈ X∗j dla każdego j ∈ J i istnieje j′ ∈ J,

takie że x∗j′′ = 0 dla każdego j” 6= j′}.

W pierwszym podejściu ([B 22] - praca napisana wspólnie z T. Ku-
czumowem) do pokazania, że niepusty zbiór wspólnych punktów sta-
łych cia̧gu komutuja̧cych kB∞H -nieoddalaja̧cych przekształceń jest kB∞H -
nieoddalaja̧cym retraktem kuli B∞H zastosowałam metodȩ Brucka po-
dana̧ w [24], w której przy konstrukcji odpowiednich odwzorowań (patrz
dowód Lemma 3.1) używa siȩ punktów wziȩtych z metrycznych odcin-
ków w (B∞H , kB∞H ) i dlatego otrzymana w [B 22] retrakcja jest tylko
kB∞H -nieoddalaja̧ca i to nawet, gdy badana rodzina odwzorowań składa
siȩ z holomorficznych odwzorowań. Podsumowuja̧c udowodniłam wtedy
nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.23. ([B 22] Theorem 3.3) Dla każdego cia̧gu {fn}n∈N
komutuja̧cych i holomorficznych (kB∞H -nieoddalaja̧cych) odwzorowań kuli
B∞H w siebie z pustym zbiorem Fix({fn}n∈N) =

⋂
n∈N Fix(fn) wspólnych

punktów stałych, zbiór Fix({fn}n∈N) jest kB∞H -nieoddalaja̧cym retrak-
tem kuli B∞H .

Wynik ten nie był satysfakcjonuja̧cy mnie. Twierdzenie to było bo-
wiem dalekie od ideału. Później w trakcie rozmów podczas konferencji
w Japonii z M. A. Khamsim doszliśmy do wniosku, że należy zastoso-
wać jego twierdzenie z [82] w poła̧czeniu metodȩ Brucka z pracy [24] .
Aby to wyjaśnić potrzebujȩ kilku kluczowych definicji i faktów z me-
trycznej teorii punktów stałych.
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Definicja 4.20. ( [82]) Niech (Y, d) bȩdzie przestrzenia̧ i niech Bc(x, r)
bȩdzie domkniȩta̧ kula̧ (w tej przestrzeni metrycznej) o środku w x ∈ Y
i promieniu r  0. Dla każdego ograniczonego zbioru G ⊂ Y mamy

rx(G) = sup{d(y, x) : x ∈ G}, y ∈ Y,

r(G) = inf{rx(G) : x ∈ G},

δ(G) = diamd(G) = sup{rx(G) : x ∈ G}

= sup{d(x, y) : x, y ∈ G}

Liczbȩ r(G) nazywamy promieniem Chebysheva zbioru G.
Dalej dla ograniczonego zbioru G w Y mamy

cov(G) =
⋂
{Bc(y, r) : y ∈ Y,G ⊂ Bc(y, r)}.

Bȩdziemy mówić, że G jest zbiorem dopuszczalnym, gdy G = cov(G),
tzn. G jest przeciȩciem kul domkniȩtych. Rodzinȩ wszystkich dopuszczal-
nych zbiorów w Y bȩdziemy oznaczać przez A(Y ).

Rodzinȩ S ⊂ 2Y nazywamy struktura̧ wypukłości, gdy
(i) ∅, Y ∈ S,
(ii) {y} ∈ S dla każdego y ∈ Y ,
(iii) S zawiera wszystkie kule domkniȩte w Y ,
(iv) S jest rodzina̧ domkniȩta̧ ze wzglȩdu na przeciȩcia.

Bȩdziemy mówić, że struktura wypukłości S w Y jest zwarta, gdy
każdy zstȩpuja̧cy łańcuch niepustych zbiorów w S ma niepuste przeciȩcie.

Mówimy, że struktura wypukłości S jest normalna, gdy dla każdego
G ∈ S mamy albo δ(G) = 0 albo r(G) < δ(G).

Zauważmy, że najmniejsza̧ struktura̧ wypukłości jest rodzina A(Y )
złożona z wszystkich zbiorów dopuszczalnych w Y .

Nastȩpuja̧ce twierdzenie jest kluczowe w dowodzie naszego twierdze-
nia o zbiorze wspólnych punktów stałych.

Twierdzenie 4.24. [82] Niech (Y, d) bȩdzie ograniczona̧ przestrzenia̧
metryczna̧ ze struktura̧ wypukłości S. Jeżeli rodzina S jest zwarta i
normalna, to każda komutuja̧ca rodzina F nieoddalaja̧cych przekształ-
ceń zbioru Y w zbiór Y ma wspólny punkt stały.

Łatwo zauważyć, że nastȩpuja̧cy lemat jest prawdziwy.

Lemat 4.3. ([B 24] Lemma 4.1) Niech G =
∏
j∈J

Gj bȩdzie

kB∞H -ograniczonym iloczynem kartezjańskim niepustych, domkniȩtych i
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wypukłych podzbiorów kuli. Wtedy rodzina A(G) wszystkich dopuszczal-
nych zbiorów w przestrzeni metrycznej (G, kB∞H ) jest zwarta i normalna.

Używaja̧c powyższego lematu i twierdzenia 4.24 udowodniliśmy me-
toda̧ Brucka ( [23]) główne twierdzenie w [B 24].

Twierdzenie 4.25. ([B 24], Theorem 4.4) Dla każdej komutuja̧cej ro-
dziny F holomorficznych (kB∞H -nieoddalaja̧cych) odwzorowań kuli Hil-
berta B∞H w nia̧ sama̧ z niepustym zbiorem punktów stałych Fix(F),
zbiór Fix(F) jest holomorficznym (kB∞H -nieoddalaja̧cym) retraktem kuli
Hilberta B∞H .

Bardziej szczegółowe rozważania prowadza̧ do ogólniejszego twier-
dzenia.

Twierdzenie 4.26. ([B 27] Theorem 6.1) Niech J bȩdzie nieskoń-
czonym zbiorem indeksów i niech (Xj, ‖ · ‖j) bȩdzie zespolona̧ prze-
strzenia̧ Banacha dla każdego j ∈ J . Załóżmy, że wszystkie jednost-
kowe kule otwarte (BXj , kBXj ) sa̧ lokalnie jednakowo jednostajnie li-
niowo wypukłe. Wtedy dla każdej komutuja̧cej rodziny F holomorficz-
nych (kB∞-nieoddalaja̧cych) odwzorowań z B∞ do B∞ z niepustym
zbiorem punktów stałych Fix(F), zbiór Fix(F) jest holomorficznym
(kB∞-nieoddalaja̧cym) retraktem kuli B∞.

Dwie ostatnie przeze mnie omawiane prace sa̧ trochȩ innego rodzaju.
Zacznȩ od pracy [B 23]. Przypomnȩ najpierw pojȩcie porowatości.

Definicja 4.21. ( [41], [42], [43], [45]) Niech (Y, d) zupełna̧ prze-
strzenia̧ metryczna̧ i niech Bc(y,R) oznacza domkniȩta̧ kulȩ (w tej prze-
strzeni) o środku w y ∈ Y i promieniu R > 0. Podzbiór E ⊂ Y nazy-
wamy porowatym w przestrzeni metrycznej (Y, d), gdy istnieje α ∈ (0, 1)
i R0 > 0, takie że dla każdego R ∈ (0, R0) i każdego y ∈ Y , istnieje
punkt z ∈ Y dla którego mamy

Bc(z, αR) ⊂ Bc(y,R)\E.
Podzbiór zbioru Y nazywamy σ-porowatym w (Y, d), gdy jest przeli-
czalna̧ suma̧ zbiorów porowatych w (Y, d).

Niech teraz (X, ‖·‖) bȩdzie zespolona̧ przestrzenia̧ Banacha, N zbio-
rem normuja̧cym dla X i niech D ⊂ X bȩdzie ograniczonym i wypu-
kłym obszarem, takim że jego domkniȩcie w normie D‖·‖ jest zwarte w
topologii σ (X,N ). Niech zbiór ∅ 6= C ⊂ D leży ściśle wewna̧trz D. W
[B 23] badamy zbieżność na C złożenia przeliczalnej liczby odwzorowań
z C w C, które maja̧ holomorficzne rozszerzenie na D. Wyposażaja̧c
przestrzeń złożona̧ z cia̧gów takich odwzorowań w odpowiednia̧ me-
trykȩ pokazujemy, że podzbiór składaja̧cy siȩ z wszystkich cia̧gów dla
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których wspomniane wyżej złożenie nie jest zbieżne jest σ-porowaty
([B 23], Theorem 3.1).

Wprowadźmy teraz nastȩpuja̧ce oznaczenie. Niech BH bȩdzie kula̧
Hilberta. Wtedy symbol N(Bn

H
‖·‖) oznacza rodzinȩ wszystkich cia̧głych

w normie odwzorowań f : Bn
H
‖·‖ → Bn

H
‖·‖
, takich że tf|BnH jest dla każ-

dego 0 < t < 1 odwzorowaniem kBnH - nieoddalaja̧cym ( [95]). Rodzina
ta zawiera wszystkie holomorficzne funkcje f : Bn

H → Bn
H
‖·‖
, które

maja̧ cia̧głe w normie rozszerzenie na Bn
H
‖·‖ (( [95]).).

W [138] I. Shafrir udowodnił nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.27. ( [138]) Komutuja̧ca rodzina {fα}α∈I odwzorowań
N(Bn

H
‖·‖) ma wspólny punkt stały w Bn

H
‖·‖.

Zastosowanie podanego niżej lematu jest kluczowe w dowodzie twier-
dzenia Shafrira.

Lemat 4.4. ( [138]) Niech {xα}α∈I bȩdzie kBH -nieograniczonym cia̧giem
uogólnionym BH spełniaja̧cym warunek

sup
α¬β
{kB (xα, xβ)− kB (x, xβ)} = R < +∞

dla pewnego x ∈ B. Istnieje wtedy punkt ξ ∈ ∂B, taki że ξ = limα xα.

W swoim dowodzie lematu I. Shafrir zastosował twierdzenie cosinu-
sów. W [B 13] (praca napisana wspólnie z T. Kuczumowem) podajȩ
inny dowód opieraja̧c siȩ tylko na podstawowych własnościach odległo-
ści Kobayashiego kBH .
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