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1. Wprowadzenie

Sªaba granica ci¡gu (xn) w przestrzeni Banacha mo»e by¢ aproksymowana z
dowoln¡ dokªadno±ci¡ elementami otoczki wypukªej conv{xn}. Dowód tego faktu
podany przez Mazura nie okre±la kombinacji wypukªych, jednak w wielu klasycz-
nych przestrzeniach Banacha mo»na za nie przyj¡¢ ±rednie arytmetyczne. Banach
i Saks [5] zauwa»yli ju» wcze±niej, »e z ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) w prze-
strzeni Lp([0, 1]), 1 < p < ∞, mo»na wybra¢ podci¡g (x′n) sumowalny w sensie
Cesàro, tzn. taki, »e ci¡g (

∑n
i=1 x

′
i/n) jest mocno zbie»ny. Podobn¡ reguª¦ wyka-

zano nast¦pnie dla przestrzeni jednostajnie wypukªych [45] i superre�eksywnych.
Wªasno±ci tego typu rozpatrywane s¡ obecnie w kilku wariantach dla przestrzeni,

operatorów i zbiorów. Mówimy, »e liniowy i ograniczony operator T dziaªaj¡cy
mi¦dzy przestrzeniami Banacha X i Y ma wªasno±¢ Banacha�Saksa (BS), je±li z
ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) w X mo»na wybra¢ taki podci¡g (x′n), »e ci¡g
(Tx′n) jest sumowalny w sensie Cesàro. Je±li w de�nicji tej ci¡g (Tx′n) zast¡pimy
ci¡giem ((−1)nTx′n), to mówimy, »e T ma wªasno±¢ Banacha�Saksa z naprze-
miennymi znakami (ABS). Je±li w de�nicji wªasno±ci BS ci¡gi ograniczone (xn)
zast¡pimy ci¡gami sªabo zbie»nymi w X, to mówimy, »e T ma sªab¡ wªasno±¢
Banacha�Saksa (WBS). B¦dziemy posªugiwa¢ si¦ angielskimi skrótami nazw tych
wªasno±ci podanymi w nawiasach. Wªasno±ci BS, ABS i WBS przestrzeni Banacha
X s¡ odpowiednio wªasno±ciami operatora identyczno±ci na X.
Przeªomem w badaniach wªasno±ci Banacha�Saksa okazaªo si¦ zastosowanie w

latach 70. ubiegªego wieku metod opartych na twierdzeniu Ramseya [60]. Metody
te pozwoliªy wykaza¢ pewne dychotomie dla ci¡gów w przestrzeniach Banacha,
które umo»liwiaj¡ wybór podci¡gów o okre±lonych z punktu widzenia sumowalno-
±ci wªasno±ciach.
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Rosenthal [61] wykazaª, »e dla ka»dego sªabo zbie»nego do zera ci¡gu (xn) istnieje
podci¡g (x′n) taki, »e wszystkie jego podci¡gi s¡ sumowalne do zera w sensie Cesàro
albo »aden podci¡g ci¡gu (x′n) nie jest sumowalny w sensie Cesàro i istnieje wtedy
taka δ > 0, »e

(1.1)

∥∥∥∥∥∑
n∈A

cnx
′
n

∥∥∥∥∥ > δ
∑
n∈A

|cn|

dla wszystkich ci¡gów liczbowych (cn) i podzbiorów A ⊂ N z |A| 6 2k, k 6 minA,
gdzie k ∈ N.
Erdös i Magidor [32] udowodnili w oparciu o twierdzenie Galvina�Prikrego [37],

»e z ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) mo»na wybra¢ taki podci¡g (x′n), »e wszyst-
kie jego podci¡gi s¡ sumowalne wzgl¦dem regularnej metody sumowalno±ci albo
»aden podci¡g ci¡gu (x′n) nie jest sumowalny w ten sposób. Wynika st¡d w szcze-
gólno±ci, »e z ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) w przestrzeni z wªasno±ci¡ BS
mo»na wybra¢ taki podci¡g (x′n), »e wszystkie jego podci¡gi s¡ sumowalne w sen-
sie Cesàro.
Dla wªasno±ci ABS kluczowy rezultat wykazaª Beauzamy [8]: przestrze« Bana-

cha X nie ma wªasno±ci ABS wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ δ > 0 i ograniczony
ci¡g (xn) w X taki, »e

(1.2)

∥∥∥∥∥∑
n∈A

εnxn

∥∥∥∥∥ > δ |A|

dla wszystkich sko«czonych podzbiorów A ⊂ N i wszystkich ci¡gów (εn), εn = ±1.
Wykorzystuj¡c modele rozszerzaj¡ce (ang. spreading models) Brunela i Suche-

stone'a [13], Beauzamy [8] wykazaª równie», »e istnienie ci¡gu (xn) opisanego wa-
runkiem (1.2) jest równowa»ne istnieniu ci¡gu (x′n) z warunku Rosenthala (1.1).
Przypomnijmy, »e je±li ograniczony ci¡g (xn) nie ma podci¡gu Cauchy'ego, to po-
siada on podci¡g (en), dla którego w uzupeªnieniu F przestrzeni span{en} okre±li¢
mo»na tak¡ norm¦ | · |, »e dla ka»dego ε > 0 i wszystkich skalarów (a1, . . . , am)
istnieje takie v ∈ N, »e je±li v 6 n1 < . . . < nm, to∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aieni

∥∥∥∥∥−
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε.

Norma | · | jest niezmiennicza ze wzgl¦du na tzw. rozszerzanie:∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiei

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aieni

∣∣∣∣∣
dla wszystkich n1 < . . . < nm. Przestrze« F z norm¡ | · | jest nazywana modelem
rozszerzaj¡cym przestrzeni X zbudowanym na (xn). Ci¡g (en) nazywamy ci¡giem
fundamentalnym modelu rozszerzaj¡cego F .
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Cykl publikacji [K1]�[K5] wpisuje si¦ w badania z zakresu dziedziczenia wªa-
sno±ci przez przestrzenie zbudowane na danej przestrzeni Banacha oraz przez ope-
ratory pomi¦dzy takimi przestrzeniami. Stosujemy podej±cie ilo±ciowe, wykorzy-
stuj¡c do tego miary odchylenia od danych wªasno±ci. Dziedziczenie wªasno±ci
Banacha�Saksa z punktu widzenia jako±ciowego jest dobrze znane w literaturze.
Wymieni¢ tu nale»y chocia»by rezultaty Partingtona [58] dla sum prostych prze-
strzeni Banacha. Wynika z nich w szczególno±ci, »e wªasno±ci BS i WBS przenosz¡
si¦ z przestrzeni Banacha X na przestrze« ci¡gow¡ lp(X) dla 1 < p < ∞. Dla
funkcyjnych odpowiedników przestrzeni lp(X) taka reguªa nie zachodzi. Bourgain
[40] i Schachermayer [62] skonstruowali takie przestrzenie Banacha X z wªasno-
±ci¡ BS, »e L2(X) nie maj¡ wªasno±ci BS. Bourgain wykazaª ponadto, »e Lp(X)
z 1 < p < ∞ ma wªasno±¢ BS wtedy i tylko wtedy, gdy X ma wªasno±¢ Kom-
lósa. Odpowiednik tego rezultatu dla wªasno±ci WBS podaªa Cembranos [15], a
uogólnienie na przestrzenie Köthego�Bochnera E(X), zbudowane na re�eksywnej
przestrzeni funkcyjnej Köthego E, podaª Lin [48].
Dziedziczenie wªasno±ci przez przestrzenie lp(X) lub ich uogólnienia E(X) jest

±ci±le zwi¡zane z analogicznym zagadnieniem dla rzeczywistych przestrzeni inter-
polacyjnych. Podstawowe fakty o dziedziczeniu wªasno±ci BS i ABS przez prze-
strzenie interpolacyjne Lionsa�Peetrego [49], wraz z faktoryzacj¡ tych wªasno±ci,
ustalone zostaªy przez Beauzamy'ego [8, 9]. Heinrich [41] wykazaª, »e z wªasno±ci
BS zanurzenia I : A0 ∩ A1 → A0 + A1 wynika wªasno±¢ BS przestrzeni interpola-
cyjnych (A0, A1)θ,p dla wszystkich parametrów 0 < θ < 1 i 1 < p < ∞. Wynik
Heinricha jest jeszcze ogólniejszy i dotyczy suriektywnych i iniektywnych domkni¦-
tych ideaªów operatorowych z wªasno±ci¡ Σp.
W omawianym cyklu publikacji wypracowano pewn¡ metod¦ szacowania od-

chyle« od wªasno±ci Banacha�Saksa dla operatorów liniowych i ograniczonych po-
mi¦dzy przestrzeniami Banacha, poddanych rzeczywistej interpolacji. Z grubsza
bior¡c, metoda ta polega na skojarzeniu odpowiednio dobranego warunku geo-
metrycznego opisuj¡cego odchylenie od danej wªasno±ci z pewn¡ relacj¡ u±rednia-
nia dla ci¡gów, która umo»liwia ustabilizowanie odchylenia wzgl¦dem kolejnych
u±rednie«. Uzyskane wyniki maj¡ zatem charakter ilo±ciowy, dla których wyniki
jako±ciowe�w cz¦±ci znane w literaturze�s¡ wnioskiem. Zasadniczy ci¦»ar do-
wodów twierdze« interpolacyjnych spoczywa na wynikach dotycz¡cych zachowa-
nia si¦ odchyle« pod wpªywem dziaªania pewnych klas operatorów dziaªaj¡cych
pomi¦dzy przestrzeniami typu lp(Xν) lub ich uogólnieniami, w których lp zast¦pu-
jemy ci¡gow¡ krat¡ Banacha. Z kolei w dowodach tych rezultatów zasadnicz¡ rol¦
graj¡ wyniki stabilizacyjne, gdzie gªównym narz¦dziem matematycznym jakiego
u»ywamy jest model rozszerzaj¡cy.
Zalet¡ zastosowanego podej±cia jest ogólno±¢ wyników�nie nakªadamy dodat-

kowych ogranicze« na pary lub rodziny Banacha. Oszacowania nie podnosz¡ sta-
ªych wyst¦puj¡cych naturalnie w interpolacji. Wypracowana metoda obejmuje
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klasyczn¡ rzeczywist¡ interpolacj¦ Lionsa�Peetrego, jej uogólnienia wielowymia-
rowe, ogóln¡ interpolacj¦ opart¡ na przestrzeniach E(Xν) oraz pewne abstrak-
cyjne metody ekstrapolacyjne obejmuj¡ce konstrukcj¦ przestrzeni logarytmicznych
Edmundsa�Triebla.
Inspiracj¡ dla indywidualizacji miar odchylenia dla poszczególnych wªasno±ci

byªy z jednej strony badania dotycz¡ce miar sªabej niezwarto±ci jakie prowadziªem
pod kierunkiem prof. Stanisªawa Prusa, promotora mojej rozprawy doktorskiej, z
drugiej za± prace grupy matematyków skupionych wokóª prof. Fernando Cobosa
dotycz¡ce miar odchylenia od ideaªów operatorowych. Z wynikami tych bada«
miaªem okazj¦ zapozna¢ si¦ w czasie sta»u podoktorskiego na Uniwersytecie Com-
plutense w Madrycie. Proponowane przeze mnie podej±cie mo»na traktowa¢ jako
uzupeªnienie lub pewn¡ alternatyw¦ wªa±nie dla bada« ilo±ciowych opartych na
miarach zwi¡zanych z domkni¦tymi ideaªami operatorów reprezentowanymi przede
wszystkim w pracach [17, 20, 23, 24, 25, 34, 35]. W badaniach, które prowadziªem,
chodziªo mi o podanie mo»liwie naturalnych miar odchylenia, uzyskanie wyników
ªatwiejszych do interpretacji, unikni¦cie dodatkowych warunków na interpolowane
przestrzenie i operatory oraz o przejrzysto±¢ dowodów.
Jak si¦ przekonamy, odlegªe wªasno±ci topologiczne, takie jak sªaba zwarto±¢

czy wªasno±¢ BS, mog¡ posiada¢ zaskakuj¡co bliskie opisy geometryczne. Pozwala
to przyj¡¢ wspóln¡ strategi¦ przy rozwi¡zywaniu wspomnianych wy»ej problemów
przy zastosowaniu ró»nych narz¦dzi matematycznych.
Otwart¡ kul¦ jednostkow¡ przestrzeni Banacha X oznaczamy przez B(X). Prze-

strze« Banacha wszystkich liniowych i ograniczonych operatorów dziaªaj¡cych po-
mi¦dzy przestrzeniami Banacha X i Y oznaczamy przez L(X, Y ). Podprzestrzenie
przestrzeni L(X, Y ) skªadaj¡ce si¦ z operatorów z wªasno±ciami BS i ABS ozna-
czamy odpowiednio przez BS(X, Y ) i ABS(X, Y ). Liczb¦ elementów sko«czonego
podzbioru A ⊂ N = {1, 2, 3, . . .} oznaczamy przez |A|.

2. Interpolacja odchyle« od wªasno±ci ABS

Odchylenia od wªasno±ci ABS rozwa»ane w pracy [K1] opieraj¡ si¦ na warunku
Beauzamy'ego (1.2). Kluczow¡ kwesti¡ dla oszacowa« interpolacyjnych jest mo»li-
wo±¢ ustabilizowania warto±ci

∥∥∑
n∈A εnxn/ |A|

∥∥ wzgl¦dem zmian (εn) i A. Mo»na
to osi¡gn¡¢ przechodz¡c do ci¡gu ±rednich zbudowanych na dostatecznie dªugich,
równolicznych blokach ci¡gu (xn). Równoliczno±¢ bloków jest konsekwencj¡ zasto-
sowania modeli rozszerzaj¡cych.
Wprowadzamy nast¦puj¡ce relacje dla ci¡gów (zachowujemy skróty u»ywane w

[K1], pochodz¡ce od nazw w j. angielskim): (yn) nazywamy ci¡giem kolejnych
±rednich o zmiennych znakach (svsm) dla (xn), je±li istniej¡ m ∈ N, ci¡g (An)
sko«czonych podzbiorów zbioru N z maxAn < minAn+1 i |An| = m dla ka»dego
n oraz ci¡g znaków (εn) taki, »e yn = m−1

∑
k∈An εkxk dla ka»dego n. Je±li w

de�nicji tej εn = 1 dla ka»dego n, to (yn) nazywamy ci¡giem kolejnych ±rednich
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arytmetycznych (sam) dla (xn). Poniewa» wszystkie zbiory An s¡ równoliczne,
relacje svsm i sam s¡ przechodnie.
W pracy [K1] wprowadzamy dwie charakterystyki ograniczonego ci¡gu (xn) w

przestrzeni Banacha X:

φvsm(xn) = inf

{∥∥∥∥∥|A|−1
∑
n∈A

εnxn

∥∥∥∥∥ : |A| <∞, εn = ±1

}
oraz

φam(xn) = inf

{∥∥∥∥∥|A|−1
∑
n∈A

xn

∥∥∥∥∥ : |A| <∞

}
.

Pierwsza z nich posªu»y do okre±lenia seminormy w L(X, Y ) zwi¡zanej z wªasno±ci¡
ABS, druga ma charakter pomocniczy.

Stwierdzenie 2.1 ([K1, Prop. 2.3]). Niech (xn) b¦dzie ograniczonym ci¡giem w
przestrzeni Banacha X. Wtedy dla ka»dego ε > 0 istniej¡ ci¡gi (yn) svsm dla (xn)
oraz (vn) sam dla (xn) takie, »e dla wszystkich sko«czonych podzbiorów A ⊂ N i
wszystkich ci¡gów znaków (εn),∥∥∥∥∥|A|−1

∑
n∈A

εnyn

∥∥∥∥∥ 6 φvsm(yn) + ε,

∥∥∥∥∥|A|−1
∑
n∈A

vn

∥∥∥∥∥ 6 φam(vn) + ε.

Dowód tego rezultatu wykorzystuje zwi¡zek mi¦dzy normami przestrzeni X i
modelu rozszerzaj¡cego zbudowanego na (xn). Korzystamy w cz¦±ci z u±redniania
ci¡gów zastosowanego przez Beauzamy'ego [8, Thm. II.2] w dowodzie równowa»no-
±ci warunków (1.1) i (1.2), które opiera si¦ na elementach dowodu twierdzenia Ja-
mesa [42] o dystorsji przestrzeni l1. Twierdzenie Brunela�Suchestone'a [13] umo»li-
wia taki podziaª zbioru A, przy którym zaburzenia normy ±redniej

∑
n∈A εnyn/ |A|

mog¡ by¢ dowolnie ograniczone przez odpowiednie wydªu»anie bloków, na których
zbudowany jest ci¡g (yn).
Pierwsze zastosowanie Stwierdzenia 2.1 pojawia si¦ w dowodzie subaddytywno-

±ci seminormy
ΦABS(T ) = sup {φvsm(Txn) : (xn) ⊂ B(X)}

okre±lonej dla dowolnego operatora T ∈ L(X, Y ) pomi¦dzy przestrzeniami Bana-
chaX i Y . Wykazujemy, »e ΦABS(T ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy T ∈ ABS(X, Y )
[K1, Prop. 2.5].
Kolejnym etapem prowadz¡cym do gªównego rezultatu jest twierdzenie doty-

cz¡ce zachowania odchyle« od wªasno±ci ABS przez pewn¡ klas¦ operatorów dzia-
ªaj¡cych pomi¦dzy przestrzeniami lp(X). Operatory tej klasy wyst¡pi¡ zarówno
w interpolacji jak i ekstrapolacji. Twierdzenie to mo»na uzna¢ za ilo±ciowy od-
powiednik dla wªasno±ci ABS rezultatu Partingtona [58, Thm. 3], który wykazaª,
»e suma prosta ci¡gu (Xν) przestrzeni Banacha, zbudowana na przestrzeni z wªa-
sno±ci¡ BS i baz¡ hiperortogonaln¡, ma wªasno±¢ BS wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie przestrzenie Xν maj¡ wªasno±¢ BS.
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Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a (ei) baz¡ jednostkow¡ przestrzeni lp
dla 1 < p < ∞. Przez lp(X) oznaczamy przestrze« Banacha wszystkich ci¡gów
x = (x(i)) takich, »e x(i) ∈ X dla ka»dego i ∈ N oraz

‖x‖lp(X) =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

‖x(i)‖X ei

∥∥∥∥∥
lp

<∞.

W interpolacji rozwa»a¢ b¦dziemy przestrzenie lp(X) ci¡gów (x(i))i∈Z indeksowa-
nych liczbami caªkowitymi.

Twierdzenie 2.2 ([K1, Thm. 3.2]). Niech 1 < p <∞ i X, Y b¦d¡ przestrzeniami
Banacha. Je±li T ∈ L(X, Y ) i operator T̃ ∈ L(lp(X), lp(Y )) dany jest wzorem
T̃ x = (Tx(i)) dla ka»dego x = (x(i)), to ΦABS(T ) = ΦABS(T̃ ).

Dowód tego twierdzenia poprzedza lemat, który pozwala ograniczy¢ rozwa»ania
do sko«czenie wielu wspóªrz¦dnych przestrzeni lp(X). W dowodzie tego lematu
wykorzystujemy wªasno±¢ BS przestrzeni lp dla 1 < p < ∞, wspomniany ju»
wynik Erdösa�Magidora [32] oraz stabilno±¢ φam wykazan¡ w Stwierdzeniu 2.1.
W zasadniczej cz¦±ci dowodu wykonujemy pewn¡ procedur¦ u±redniania, która

ma na celu ustabilizowanie waha« na pozostaªych sko«czenie wielu wspóªrz¦dnych.
Procedura ta jest jednym z kluczowych elementów caªego cyklu prac [K1]�[K5] i
pojawia¢ si¦ b¦dzie w ró»nych formach w dowodach innych twierdze«.

Wniosek 2.3 ([K1, Cor. 3.3]). Niech 1 < p < ∞. Przestrze« lp(X) ma wªasno±¢
ABS wtedy i tylko wtedy, gdy X ma wªasno±¢ ABS.

Przypomnijmy, »e przestrzenie Banacha A0 i A1, które mo»na liniowo i w sposób
ci¡gªy zanurzy¢ we wspólnej topologicznej przestrzeni Hausdor�a V , nazywamy
par¡ interpolacyjn¡ lub par¡ Banacha. Tak¡ par¦ oznacza¢ b¦dziemy przez ~A =
(A0, A1). Wtedy przestrzenie ∆( ~A) = A0 ∩ A1, Σ( ~A) = A0 + A1 z normami

‖a‖∆( ~A) = max{‖a‖A0
, ‖a‖A1

}, ‖a‖Σ( ~A) = inf{‖a0‖A0
+ ‖a1‖A1

: a0 + a1 = a}
s¡ przestrzeniami Banacha.
Rozwa»amy rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne Lionsa�Peetrego [49]

Aθ,p =
{
a ∈ Σ( ~A) : ‖a‖Aθ,p <∞

}
dla parametrów 0 < θ < 1 i 1 < p <∞, wyposa»one w dyskretn¡ norm¦

‖a‖Aθ,p = inf max
{
‖(2iθa0(i))‖lp(A0), ‖(2i(θ−1)a1(i))‖lp(A1)

}
,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich rodzinach (a0(i)) ⊂ A0, (a1(i)) ⊂ A1 takich,
»e a0(i) + a1(i) = a dla wszystkich i ∈ Z.
Niech Aθ,p, Bθ,p b¦d¡ przestrzeniami interpolacyjnymi wzgl¦dem par odpowied-

nio ~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1). Niech T : Σ( ~A) → Σ( ~B) b¦dzie operatorem
liniowym. Piszemy T : ~A→ ~B, je±li operator T |Aj jest ograniczony i ma warto±ci
w Bj dla j = 0, 1.
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Gªównym wynikiem pracy [K1] jest logarytmicznie wypukªa (z dokªadno±ci¡ do
staªego czynnika) nierówno±¢ dla seminormy ΦABS b¦d¡ca odpowiednikiem nast¦-
puj¡cej klasycznej nierówno±ci dla normy operatora interpolowanego:

‖T : Aθ,p → Bθ,p‖ 6 cθ ‖T : A0 → B0‖1−θ ‖T : A1 → B1‖θ .

Zasadniczy ci¦»ar dowodu poni»szego wyniku spoczywa na Stwierdzeniu 2.1 oraz
Twierdzeniu 2.2.

Twierdzenie 2.4 ([K1, Thm. 4.1]). Niech Aθ,p, Bθ,p dla 0 < θ < 1 i 1 < p <
∞ b¦d¡ rzeczywistymi przestrzeniami interpolacyjnymi wzgl¦dem par odpowiednio
~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1). Wtedy dla ka»dego T : ~A→ ~B,

ΦABS(T : Aθ,p → Bθ,p) 6 2θ(1−θ) (ΦABS(T : A0 → B0))1−θ (ΦABS(T : A1 → B1))θ .

Dzi¦ki zastosowanej metodzie jako wniosek otrzymujemy wynik o dziedziczeniu
wªasno±ci ABS bez ogranicze« na pary interpolacyjne.

Wniosek 2.5 ([K1, Cor. 4.2]). Je±li T : A0 → B0 lub T : A1 → B1 ma wªasno±¢
ABS, to ma j¡ równie» T : Aθ,p → Bθ,p dla wszystkich 0 < θ < 1 i 1 < p <∞. W
szczególno±ci, je±li A0 lub A1 ma wªasno±¢ ABS, to ma j¡ równie» Aθ,p.

Analogiczny wynik Beauzamy'ego [8, Prop. IV.1] dotyczy dziedziczenia wªasno-
±ci ABS przez przestrzenie interpolacyjne wzgl¦dem par Banacha (A0, A1) przy
zaªo»eniu ci¡gªej iniekcji A0 ↪→ A1. Takie zaªo»enie byªo wystarczaj¡ce w dowo-
dzie faktoryzacji wªasno±ci ABS [8, Thm. IV.2].

3. Interpolacja odchyle« od wªasno±ci BS

Wpracy [K2] badamy odchylenia od wªasno±ci BS, stosuj¡c technik¦ podobn¡ do
tej wypracowanej w [K1]. Decyduj¡ce znaczenie ma sformuªowanie odpowiedniego
geometrycznego warunku odchylenia od wªasno±ci BS i powi¡zanie go z pewn¡
relacj¡ pomi¦dzy ci¡gami, która umo»liwiaªaby wielokrotne u±rednianie ci¡gu z
zachowaniem stabilno±ci odchylenia. Beauzamy [8, Prop. III.2] wykazaª, »e prze-
strze« Banacha X nie ma wªasno±ci BS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje δ > 0 i
ograniczony ci¡g (xn) w X taki, »e dla wszystkich podci¡gów (x′n) ci¡gu (xn) oraz
wszystkich k,m ∈ N z 1 6 k 6 m,∥∥∥∥∥ 1

m

(
k∑

n=1

x′n −
m∑

n=k+1

x′n

)∥∥∥∥∥ > δ.

Wprowadzamy pewn¡ mody�kacj¦ tego warunku, dzi¦ki której posªugiwa¢ b¦-
dziemy si¦ ±rednimi arytmetycznymi zbudowanymi na równolicznych blokach ci¡gu
(xn).
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De�nicja 3.1 ([K2, Def. 2.2]). Niech (xn) b¦dzie ograniczonym ci¡giem w prze-
strzeni Banacha X. Arytmetyczne rozseparowanie ci¡gu (xn) okre±lamy jako

asep(xn) = inf

∥∥∥∥∥ 1

m

(∑
n∈A

xn −
∑
n∈B

xn

)∥∥∥∥∥ ,
gdzie in�mum przebiega po wszystkich m ∈ N i wszystkich podzbiorach A,B ⊂ N
z |A| = |B| = m i maxA < minB.

Arytmetyczne rozseparowanie asep(xn), którym szerzej zajmiemy si¦ w omówie-
niu pracy [K4], jest warto±ci¡ po±redni¡ pomi¦dzy rozseparowaniem

sep(xn) = inf
m 6=n
‖xm − xn‖ ,

stosowanym w staªej Kottmana [46] i separacyjnej mierze niezwarto±ci zbiorów β
(zob. [1, 6]), a opartym na warunku Jamesa [43] wypukªym rozseparowaniem

csep(xn) = inf
m

dist{conv{xn}mn=1, conv{xn}∞n=m+1},

które opisuje sªab¡ zwarto±¢ zbiorów i re�eksywno±¢ przestrzeni.

Stwierdzenie 3.2 ([K2, Prop. 2.3]). Niech X, Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha.
Operator T ∈ L(X, Y ) nie ma wªasno±ci BS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ograniczony ci¡g (xn) w X taki, »e asep(Txn) > 0.

Je±li T nie jest sªabo zwarty, to dodatnie arytmetyczne rozseparowanie ci¡gu
(Txn) jest konsekwencj¡ warunku Jamesa i nierówno±ci csep(Txn) 6 asep(Txn).
Je±li T jest sªabo zwarty i nie ma wªasno±ci BS, to T nie ma wªasno±ci ABS. Wy-
korzystujemy wtedy istnienie modelu rozszerzaj¡cego z ci¡giem fundamentalnym
równowa»nym bazie jednostkowej przestrzeni l1.
Z powy»szego stwierdzenia wynika (zob. [K2, Cor. 2.4]), »e przestrze« Banacha

X nie ma wªasno±ci BS wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera ograniczony ci¡g (xn)
taki, »e asep(xn) > 0. Seminorma okre±lona dla ka»dego T ∈ L(X, Y ) wzorem

ΦBS(T ) = sup {asep(Txn) : (xn) ⊂ B(X)}

zeruje si¦ w BS(X, Y ). Subaddytywno±¢ ΦBS dowodzimy korzystaj¡c ze nast¦pu-
j¡cego wyniku stabilizacyjnego.

Stwierdzenie 3.3 ([K2, Prop. 3.1]). Niech (xn) b¦dzie ograniczonym ci¡giem w
przestrzeni Banacha X. Wtedy dla ka»dego ε > 0 istnieje ci¡g (yn) sam dla (xn)
taki, »e dla ka»dego m ∈ N i wszystkich podzbiorów A,B ⊂ N z |A| = |B| = m i
maxA < minB, ∥∥∥∥∥ 1

m

(∑
n∈A

yn −
∑
n∈B

yn

)∥∥∥∥∥ 6 asep(yn) + ε.
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Jako wniosek otrzymujemy odpowiednik rezultatu Beauzamy'ego [8], »e prze-
strze« Banacha X nie ma wªasno±ci ABS wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego
ε > 0 istnieje ograniczony ci¡g (xn) w X taki, »e dla wszystkich sko«czonych
podzbiorów A ⊂ N i wszystkich ci¡gów znaków (εn),

1− ε 6

∥∥∥∥∥ 1

|A|
∑
n∈A

εnxn

∥∥∥∥∥ 6 1 + ε.

Wniosek 3.4 ([K2, Cor. 3.2]). Przestrze« Banacha X nie ma wªasno±ci BS wtedy
i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje ograniczony ci¡g (xn) w X taki,
»e dla ka»dego m ∈ N i wszystkich podzbiorów A,B ⊂ N z |A| = |B| = m i
maxA < minB,

1− ε 6

∥∥∥∥∥ 1

m

(∑
n∈A

xn −
∑
n∈B

xn

)∥∥∥∥∥ 6 1 + ε.

Interpolacj¦ odchyle« od wªasno±ci BS przeprowadzamy podobnie jak w przy-
padku seminormy ΦABS opieraj¡c si¦ na analogicznym rezultacie dla przestrzeni
lp(X) [K2, Thm. 4.4].

Twierdzenie 3.5 ([K2, Thm. 5.1]). Niech Aθ,p, Bθ,p dla 0 < θ < 1 i 1 < p <
∞ b¦d¡ rzeczywistymi przestrzeniami interpolacyjnymi wzgl¦dem par odpowiednio
~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1). Wtedy dla ka»dego T : ~A→ ~B,

ΦBS(T : Aθ,p → Bθ,p) 6 2θ(1−θ) (ΦBS(T : A0 → B0))1−θ (ΦBS(T : A1 → B1))θ .

Do przeniesienia wªasno±ci BS na operator T : Aθ,p → Bθ,p wystarczy zatem
wªasno±¢ BS operatora T : A0 → B0 lub T : A1 → B1. Pierwszy jako±ciowy rezultat
o dziedziczeniu wªasno±ci BS uzyskaª Beauzamy [10, Thm. III.3.3] dla operatorów
dziaªaj¡cych pomi¦dzy przestrzeniami interpolacyjnymi wzgl¦dem par Banacha
(A0, A1) z ci¡gª¡ iniekcj¡ A0 ↪→ A1. Dziedziczenie wªasno±ci BS przez przestrzenie
interpolacyjne wzgl¦dem dowolnych par Banacha wynika ze wspomnianego ju»
rezultatu Heinricha [41].

4. Interpolacja odchyle« od wªasno±ci BS i ABS dla metod

wielowymiarowych

W pracy [K4] badamy odchylenia od wªasno±ci BS i ABS operatorów inter-
polowanych wielowymiarow¡ metod¡ Cobosa�Peetrego [26]. Metoda ta nie jest
tak bezpo±rednim uogólnieniem metody Lionsa�Peetrego jak chocia»by metody
Yoshikawy [67] czy Sparra [63] dla sko«czonych rodzin interpolacyjnych. Para-
metrem metody Cobosa�Peetrego s¡ wewn¦trzne punkty wypukªego wielok¡ta na
pªaszczy¹nie. Jak si¦ przekonamy, zwi¡zanie ju» czterech przestrzeni Banacha z
punktami pªaszczyzny powoduje, »e dziedziczenie wªasno±ci przez uzyskane w ten
sposób przestrzenie interpolacyjne istotnie zale»y od poªo»enia parametru wzgl¦-
dem wierzchoªków wielok¡ta.
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Zachowanie miary niezwarto±ci Hausdor�a dla metody Cobosa�Peetrego zba-
dano w [19]. Jako±ciowe rezultaty o dziedziczeniu sªabej zwarto±ci uzyskano w
[18]. Ilo±ciowe wyniki dla miary sªabej niezwarto±ci γ opartej na warunku Ja-
mesa zawiera praca [K3], gdzie wykazane zostaªy kluczowe dla rozwa»a« prowa-
dzonych w pracy [K4] oszacowania norm. W pracy [K4] podajemy oszacowania
miar odchylenia od wªasno±ci BS i ABS dla trzech typów operatorów rozwa»anych
w literaturze.
Rodzin¦ przestrzeni Banacha A1, . . . , AN , liniowo i w sposób ci¡gªy zanurzon¡

w topologicznej przestrzeni Hausdor�a E, nazywamy N -tk¡ Banacha i oznaczamy
przez ~A = (A1, . . . , AN). Niech N > 3 i Π = P1 . . . PN b¦dzie wypukªym wielok¡-
tem o wierzchoªkach Pj ∈ R2, j = 1, . . . , N . Dla ka»dego z ∈ Z2, J-funkcjonaª w
∆( ~A) i K-funkcjonaª w Σ( ~A) okre±lamy wzorami

J(z; a) = max
16j6N

{
2〈Pj ,z〉 ‖a‖Aj

}
oraz

K(z; a) = inf

{
N∑
j=1

2〈Pj ,z〉 ‖aj‖Aj : aj ∈ Aj, a =
N∑
j=1

aj

}
.

Funkcjonaªy te wprowadzaj¡ równowa»ne normy odpowiednio w przestrzeniach
∆( ~A) = A1 ∩ · · · ∩ AN i Σ( ~A) = A1 + · · · + AN , które okre±lamy analogicznie
jak dla par Banacha. Niech 1 6 q < ∞. Dla ka»dego wewn¦trznego punktu P
wielok¡ta Π, J-przestrze« AP,q;J skªada si¦ ze wszystkich a ∈ Σ( ~A), dla których
istnieje rodzina u = (u(z))z∈Z2 ⊂ ∆( ~A) taka, »e

∑
z∈Z2 u(z) zbiega do a w Σ( ~A)

oraz

‖a‖AP,q;J = inf


(∑
z∈Z2

(
2−〈P,z〉J(z;u(z))

)q)1/q

: a =
∑
z∈Z2

u(z)

 <∞.

Na K-przestrze« AP,q;K skªadaj¡ si¦ wszystkie a ∈ Σ( ~A), dla których

‖a‖AP,q;K =

(∑
z∈Z2

(
2−〈P,z〉K(z; a)

)q)1/q

<∞.

W pracach [K3, K4] u»ywamy norm równowa»nych opartych na przestrzeniach
X(j) = lq(P −Pj, Aj) dla j = 1, . . . , N . W przestrzeni AP,q;J wprowadzamy norm¦

|||a|||AP,q;J = inf

{
max

16j6N
‖u‖X(j)

}
,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich reprezentacjach

(4.1) u = (u(z))z∈Z2 ∈
N⋂
j=1

X(j), a =
∑
z∈Z2

u(z) w Σ( ~A),
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a w przestrzeni AP,q;K norm¦

|||a|||AP,q;K = inf

{
max

16j6N
‖aj‖X(j)

}
,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich rozkªadach

(4.2) aj = (aj(z))z∈Z2 ∈ X(j), j = 1, . . . , N, a =
N∑
j=1

aj(z), z ∈ Z2.

Je±li P ∈ Π = P1 . . . PN , to dowolne nieujemne liczby θ1, . . . , θn takie, »e∑n
j=1 θj = 1 oraz P =

∑n
j=1 θjPj nazywamy wspóªrz¦dnymi barycentrycznymi

punktu P wzgl¦dem Π. Wspóªrz¦dne barycentryczne wzgl¦dem trójk¡ta wyzna-
czone s¡ jednoznacznie, a dla wewn¦trznych punktów dowolnego wielok¡ta istniej¡
dodatnie wspóªrz¦dne barycentryczne.
Zbiór wszystkich trójek {j1, j2, j3} takich, »e P nale»y do trójk¡ta Pj1Pj2Pj3

oznacza¢ b¦dziemy przez PP . Aby uj¡¢ w jednym oszacowaniu przypadki, gdy P
le»y we wn¦trzu trójk¡ta lub na jego boku (przek¡tnej wielok¡ta Π), przyjmujemy
konwencj¦, »e 00 = 1 (zob. [K3, Lem. 4.1]).
Dla q ∈ (1,∞) i wewn¦trznego punktu P wielok¡ta Π, operatory T : AP,q;J →

BP,q;J , T : AP,q;K → BP,q;K , T : AP,q;J → BP,q;K i T : Aj → Bj oznacza¢ b¦dziemy
odpowiednio przez TJ→J , TK→K , TJ→K i Tj. Poni»szy wynik posªu»y do oszaco-
wania odchyle« od wªasno±ci BS i ABS dla operatorów TJ→J i TK→K .

Stwierdzenie 4.1 ([K3, Prop. 4.2]). Niech ~A = (A1, . . . , AN) b¦dzie N-tk¡ Ba-
nacha. Niech Π = P1 . . . PN b¦dzie wypukªym wielok¡tem, P ∈ Int Π i niech
X(j) = lq(P − Pj, Aj) dla j = 1, . . . , N .

(i) Je±li reprezentacja u elementu a ∈ AP,q;J speªnia (4.1), to

|||a|||AP,q;J 6 CP max

{∏
j∈∆

‖u‖ϑjX(j) : ∆ ∈ PP

}
.

(ii) Je±li rozkªad a1, . . . , aN elementu a ∈ AP,q;K speªnia (4.2), to

|||a|||AP,q;K 6 CP max

{∏
j∈∆

‖aj‖
ϑj
X(j) : ∆ ∈ PP

}
.

Staªa CP zale»y jedynie od P i Π, a ϑj, j ∈ ∆, s¡ wspóªrz¦dnymi barycentrycz-
nymi punktu P wzgl¦dem trójk¡ta o wierzchoªkach Pj, j ∈ ∆.

W oszacowaniach rozwa»anych odchyle« dla operatorów TJ→K , zasadnicze zna-
czenie maj¡ oszacowania K-normy elementów z J-przestrzeni przez normy ich
reprezentacji w przestrzeniach lq(P − Pj, Aj). Ze wzgl¦dów rachunkowych, w ko-
lejnym stwierdzeniu ograniczamy zakres poªo»enia wierzchoªków wielok¡ta. Prze-
strzenie interpolacyjne uzyskane metod¡ Cobosa�Peetrego wzgl¦dem wielok¡tów
zwi¡zanych a�nicznym izomor�zmem s¡ równowa»ne (zob. [22, Rem. 4.1]). Zatem
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oszacowania podane w poni»szym stwierdzeniu oraz w Twierdzeniu 4.3 dla ope-
ratorów TJ→K zachodz¡ równie» w ogólnym przypadku z dokªadno±ci¡ do staªej
Cθ.

Stwierdzenie 4.2 ([K3, Prop. 5.1]). Niech ~A = (A1, . . . , AN) b¦dzie N-tk¡ Bana-
cha. Niech Π = P1 . . . PN b¦dzie wypukªym wielok¡tem o wierzchoªkach P1 = (0, 0),
Pk = (1, 0), Pl = (0, 1) dla pewnych k, l ∈ {2, . . . , N} i niech θ1, . . . , θN b¦d¡ do-
wolnymi dodatnimi wspóªrz¦dnymi barycentrycznymi punktu P ∈ Int Π wzgl¦dem
P1, . . . , PN . Je±li a ∈ AP,q;J i u jest reprezentacj¡ a speªniaj¡c¡ (4.1), to

|||a|||AP,q;K ≤ Cθ

N∏
j=1

‖u‖θjX(j) ,

gdzie X(j) = lq(P − Pj, Aj), a Cθ zale»y jedynie od θ1, . . . , θN .

Dowód powy»szej nierówno±ci jest kilkuetapowy. Bezpo±rednie obliczenia, po-
dobne do tych przeprowadzonych przez Cobosa, Kühna i Schonbeka w pracy [22,
Thm. 4.3] dla norm operatorów, prowadz¡ do oszacowa« z zaburzonymi wspóªrz¦d-
nymi barycentrycznymi punktu P w wykªadnikach. Przy czym, im bardziej zbli-
»amy si¦ do wspóªrz¦dnych barycentrycznych, tym wi¦ksza jest staªa oszacowania.
Aby unikn¡¢ obu tych problemów wykorzystujemy fakt, »e przestrze« AP,q;J za-
warta jest w J-przestrzeni Sparra a przestrze« AP,q;K zawiera K-przestrze« Sparra
(oba zawierania s¡ ci¡gªe [22]). Dla wygody, zamiast przestrzeniami Sparra, po-
sªugujemy si¦ równowa»nymi przestrzeniami Yoshikawy [67].

Twierdzenie 4.3 ([K4, Thm. 14]). Niech Φ b¦dzie równe ΦBS lub ΦABS. Niech
~A = (A1, . . . , AN) i ~B = (B1, . . . , BN) b¦d¡ N-tkami Banacha, Π = P1 . . . PN
wypukªym wielok¡tem, P ∈ Int Π i 1 < q <∞. Je±li T : ~A→ ~B, to

Φ(TJ→K) 6 Cθ

N∏
j=1

(Φ(Tj))
θj

oraz

max {Φ(TJ→J),Φ(TK→K) } 6 CP max

{∏
j∈∆

(Φ(Tj))
ϑj : ∆ ∈ PP

}
z Cθ, CP , θj, ϑj jak w Stwierdzeniach 4.1 i 4.2.

W dowodzie nierówno±ci dla seminormy ΦBS stosujemy stabilizacj¦ arytmetycz-
nej separacji ci¡gów opart¡ na Stwierdzeniu 2.1 w dwóch wariantach: dla ope-
ratorów TJ→K i osobno dla operatorów TK→K . Dowód dla operatorów TJ→J jest
kompozycj¡ dowodów dla pozostaªych dwóch typów. Dowody dla seminormy ΦABS

przebiegaj¡ analogicznie.

Wniosek 4.4 ([K4, Col. 15]). Je±li Tj ma wªasno±¢ BS dla przynajmniej jednego
j ∈ {1, . . . , N}, to TJ→K ma wªasno±¢ BS dla wszystkich wewn¦trznych punktów P
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wielok¡ta Π i wszystkich q ∈ (1,∞). Taka sama zale»no±¢ zachodzi dla wªasno±ci
ABS.

Je±li Π jest trójk¡tem, to powy»szy wniosek jest prawdziwy równie» dla opera-
torów TJ→J i TK→K . Dziedziczenie wªasno±ci BS i ABS przez operatory tego typu
dla N -k¡tów z N > 4 ogólnie zale»y od poªo»enia punktu P i rozkªadu operato-
rów odpowiednio z wªasno±ci¡ BS lub ABS pomi¦dzy wierzchoªkami Π. Wªasno±ci
BS i ABS przypisane do wierzchoªków o zerowej wspóªrz¦dnej barycentrycznej s¡
pomijane. Zatem to przek¡tne wielok¡ta Π decyduj¡ o rozkªadzie, przy którym
dziedziczenie zachodzi niezale»nie od poªo»enia punktu P wewn¡trz Π.

Wniosek 4.5 ([K4, Col. 16]). Je±li Tj ma wªasno±¢ BS dla wszystkich indeksów
j ∈ {1, . . . , N}\{j1, j2}, gdzie Pj1 i Pj2 s¡ s¡siednimi wierzchoªkami Π, to TJ→J
i TK→K maj¡ wªasno±¢ BS dla wszystkich wewn¦trznych punktów P wielok¡ta Π
i wszystkich q ∈ (1,∞). W szczególno±ci, je±li Aj ma wªasno±¢ BS dla indeksów
j okre±lonych poprzednio, to maj¡ j¡ tak»e AP,q;J i AP,q;K. Taka sama zale»no±¢
zachodzi dla wªasno±ci ABS.

5. Arytmetyczne rozseparowanie i zbiory Banacha�Saksa

Pierwsza cz¦±¢ pracy [K4] po±wi¦cona jest miarom odchylenia zbiorów od wªa-
sno±ci BS i ABS. Niech M(X) oznacza rodzin¦ wszystkich niepustych i ograni-
czonych podzbiorów przestrzeni Banacha X. Rodzin¦ wszystkich ograniczonych
ci¡gów w zbiorze D ⊂ X, które nie maj¡ podci¡gu Cauchy'ego, oznacza¢ b¦-
dziemy przez N (D). Zbiór D ∈ M(X) nazywamy zbiorem Banacha�Saksa (BS),
je±li ka»dy ci¡g w D zawiera podci¡g (xn) taki, »e ci¡g sum m−1

∑m
n=1 xn jest

zbie»ny w X. Je±li natomiast ka»dy ci¡g w D zawiera podci¡g (xn) taki, »e sumy
m−1

∑m
n=1(−1)nxn s¡ zbie»ne w X, to mówimy, »e D jest zbiorem Banacha�Saksa

z naprzemiennymi znakami (ABS).
Punktem wyj±cia naszych rozwa»a« jest wspomniana ju» charakteryzacja wªa-

sno±ci ABS przestrzeni Banacha podana przez Beauzamy'ego [8] z u»yciem modeli
rozszerzaj¡cych. Analiza dowodów Twierdze« II.2 i III.1 z pracy [8] wskazuje, »e
mo»emy je zaadaptowa¢ do ograniczonych podzbiorów przestrzeni Banacha X.
Zatem D ∈ M(X) nie jest zbiorem ABS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taki ci¡g (xn) ∈ N (D), »e ci¡g fundamentalny (en) modelu rozszerzaj¡cego F w
X zbudowanego na (xn) jest równowa»ny w F bazie jednostkowej przestrzeni l1.
Na podstawie Twierdzenia II.2.2 z [11], równowa»no±¢ ta zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy istniej¡ δ > 0 i taki podci¡g (x′n) ci¡gu (xn), »e

∥∥∑
n∈A εnx

′
n

∥∥ > δ |A|
dla wszystkich sko«czonych podzbiorów A ⊂ N i wszystkich ci¡gów znaków (εn).

Wniosek 5.1 ([K4, Cor. 3]). Zbiór D ∈ M(X) jest zbiorem ABS wtedy i tylko
wtedy, gdy φ(xn) = 0 dla ka»dego ci¡gu (xn) w D.

Wªasno±ci BS i ABS dla re�eksywnych przestrzeni Banacha pokrywaj¡ si¦. Wy-
nika to z tego, »e ci¡g fundamentalny (en) modelu rozszerzaj¡cego F zbudowany
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na sªabo zbie»nym do zera ci¡gu (xn) w X jest bezwarunkowy w F [8, Lem. I.2].
Adaptuj¡c bezpo±rednio dowód z [11, Prop. II.4.1], mo»na wykaza¢, »e je±li zbiór
D ∈M(X) jest relatywnie sªabo zwarty, toD jest zbiorem BS wtedy i tylko wtedy,
gdy D jest zbiorem ABS. Fakt ten wykorzystujemy w dowodzie nast¦puj¡cej cha-
rakteryzacji zbiorów BS.

Stwierdzenie 5.2 ([K4, Prop. 5]). Zbiór D ∈M(X) jest zbiorem BS wtedy i tylko
wtedy, gdy asep(xn) = 0 dla ka»dego ci¡gu (xn) w D.

Punktami odniesienia dla arytmetycznego rozseparowania ci¡gu s¡ wspominane
wcze±niej rozseparowanie i wypukªe rozseparowanie ci¡gu. Rozseparowania te w
naturalny sposób ukªadaj¡ si¦ w ci¡g nierówno±ci:

csep(xn) 6 asep(xn) 6 sep(xn).

Sªaba zwarto±¢ i wªasno±¢ BS maj¡ zatem zbli»one opisy geometryczne. Co
wi¦cej, w dalszym ci¡gu przekonamy si¦, »e w wielu klasycznych przestrzeniach
Banacha miary odchylenia od tych wªasno±ci pokrywaj¡ si¦. Ró»nic¦ pomi¦dzy
arytmetycznym a wypukªym rozseparowaniem ci¡gu dostrze»emy w przestrzeni
Baernsteina [4], która jest re�eksywna, ale nie ma wªasno±ci BS.
Niech Ω oznacza zbiór wszystkich ci¡gów (ωn) sko«czonych niepustych zbiorów

ωn ⊂ N takich, »e |ωn| 6 minωn i maxωn < minωn+1 dla ka»dego n ∈ N. Niech
Bp, 1 < p < ∞, b¦dzie przestrzeni¡ wszystkich ci¡gów rzeczywistych x = (xn)
takich, »e

‖x‖ = sup


(
∞∑
n=1

(∑
i∈ωn

|xi|

)p)1/p

: (ωn) ∈ Ω

 <∞.

Dla p = 2 otrzymujemy przestrze« wprowadzon¡ przez Baernsteina w [4]. Niech
en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) z 1 na n-tym miejscu. Wtedy dla ka»dego m ∈ N i wszyst-
kich podzbiorów A,B ⊂ N z |A| = |B| = m i maxA < minB,∥∥∥∥∥ 1

m

(∑
n∈A

en −
∑
n∈B

en

)∥∥∥∥∥
p

>

∥∥∥∥∥ 1

m

∑
n∈A

en

∥∥∥∥∥
p

+ 1.

Zatem asep(en) > 1 i B(Bp) nie jest zbiorem BS. Poniewa» zbiór B(Bp) jest sªabo
zwarty, wi¦c csep(en) = 0, co z pewnym wysiªkiem zaobserwowa¢ mo»na równie»
bezpo±rednio.
Rozseparowanie i wypukªe rozseparowanie ci¡gu wykorzystuje si¦ do okre±lenia

odpowiednio miar niezwarto±ci β i sªabej niezwarto±ci γ zbioru D ∈M(X), gdzie

β(D) = sup {sep(xn) : (xn) ⊂ D} i γ(D) = sup {csep(xn) : (xn) ⊂ D} .
Miara γ zostaªa wprowadzona w [K7] z supremum po wszystkich ci¡gach w conv(D).
Na mocy Twierdzenia 13 z [33] w poª¡czeniu z Twierdzeniem 2.5 z [K7], zakres
supremum mo»na ograniczy¢ do ci¡gów w D.
Odchylenie zbioru od wªasno±ci BS lub ABS mo»na mierzy¢ w podobny sposób.
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De�nicja 5.3 ([K4, Def. 7]). Niech D ∈M(X). Okre±lmy

ϕ(D) = sup {asep(xn) : (xn) ⊂ D} oraz ϕ̂(D) = sup {φvsm(xn) : (xn) ⊂ D} .

Wniosek 5.4 ([K4, Cor. 8]). Niech D ∈M(X).

(i) ϕ(D) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy D jest zbiorem BS.
(ii) ϕ̂(D) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy D jest zbiorem ABS.
(iii) γ(D) 6 ϕ(D) 6 β(D) oraz 2ϕ̂(D) 6 ϕ(D).

Nierówno±¢ γ(D) 6 ϕ(D) mo»na potraktowa¢ jako ilo±ciowy odpowiednik dla
zbiorów wyniku Nishiury i Watermana [57], którzy wykazali, »e ka»da przestrze«
Banacha z wªasno±ci¡ BS jest re�eksywna.
Interesuj¡cym zagadnieniem jest stabilno±¢ danej wªasno±ci zbioru po przej±ciu

do jego otoczki wypukªej. Zarówno zwarto±¢ jak i sªaba zwarto±¢ (twierdzenie Kre-
ina) s¡ stabilne po tym wzgl¦dem. Zasada ta ma tak»e swój ilo±ciowy odpowiednik:
β(D) = β(conv(D)) [1, 2] oraz γ(D) = γ(conv(D)) [33, Thm. 13].
Pytanie o to, czy wypukªa otoczka zbioru BS jest zbiorem BS pojawia si¦ w pracy

Gonzáleza i Gutiérreza [38]. Negatywnej odpowiedzi udzieliª niedawno Kalton,
którego przykªad podaje Tradacete w swojej rozprawie doktorskiej [65, s. 114].

Stwierdzenie 5.5 ([K4, Prop. 9]). Niech D,E ∈M(X).

(i) Je±li D ⊂ E, to ϕ(D) 6 ϕ(E) oraz ϕ̂(D) 6 ϕ̂(E).
(ii) ϕ(tD) = |t|ϕ(D) oraz ϕ̂(tD) = |t| ϕ̂(D) dla ka»dej liczby t.
(iii) ϕ(D ∪ E) = max{ϕ(D), ϕ(E)} oraz ϕ̂(D ∪ E) = max{ϕ̂(D), ϕ̂(E)}.
(iv) Je±li D,E s¡ wypukªe, to ϕ(D+E) 6 ϕ(D) +ϕ(E). Je±li D,E s¡ wypukªe

i symetryczne, to ϕ̂(D + E) 6 ϕ̂(D) + ϕ̂(E).

Warto±¢ ϕ na kuli jednostkowej przestrzeni X okre±la jednoznacznie, czy X ma
wªasno±¢ BS. W niektórych przypadkach warto±¢ ta wskazuje równie» na wªasno±¢
ABS przestrzeni X.

Stwierdzenie 5.6 ([K4, Prop. 10]). Je±li przestrze« Banacha X nie ma wªasno±ci
ABS, to ϕ(B(X)) = 2. Przestrze« Banacha X nie ma wªasno±ci BS wtedy i tylko
wtedy, gdy 1 6 ϕ(B(X)) 6 2.

Oczywi±cie ϕ(B(l1)) = 2 i ϕ(B(Bp)) = 2 dla 1 < p < ∞. Warto±ci pomi¦dzy 1
i 2 dla ϕ uzyskujemy dla kul jednostkowych przestrzeni Jamesa Jp, 1 < p < ∞,
skªadaj¡cej si¦ ze wszystkich ci¡gów rzeczywistych x = (x(k)) zbie»nych do zera,
ze sko«czon¡ norm¡

(5.1) ‖x‖ = sup

(
n−1∑
l=1

|x(kl+1)− x(kl)|p
)1/p

,

gdzie supremum przebiega po wszystkich sko«czonych ci¡gach liczb caªkowitych
0 < k1 < · · · < kn z n > 2.
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Stwierdzenie 5.7 ([K4, Prop. 11]). Je±li D ∈ M(Jp) i 1 < p < ∞, to ϕ(D) =
γ(D).

W [K11, Thm. 3.2] wykazali±my, »e

γ(D) = 21/p sup
{

lim
k→∞
|x∗∗(k)|

}
,

gdzie supremum przebiega po wszystkich ci¡gach (xn) w D i wszystkich w∗-
punktach skupienia x∗∗ = (x∗∗(k)) ∈ J∗∗p ci¡gu (xn). St¡d ϕ(B(Jp)) = 21/p . Na
mocy Stwierdzenia 5.6 przestrze« Jp ma wªasno±¢ ABS dla ka»dego 1 < p < ∞.
Inny dowód wªasno±ci ABS dla przestrzeni Jamesa J = J2 podaªy Fetter i Gamboa
de Buen [36, Prop. 2.h.5].
Mody�kuj¡c dowody Twierdze« 2.8 z [K7] oraz 3.4 z [K11] mo»na wykaza¢, »e

ϕ i γ pokrywaj¡ si¦ zarówno w przestrzeni c0 rzeczywistych ci¡gów zbie»nych do
zera jak i w przestrzeni c rzeczywistych ci¡gów zbie»nych. St¡d ϕ(B(c0)) = 1 i
ϕ(B(c)) = 2. Wynik Peªczy«skiego przytoczony w [13, Prop. 3.1] pokazuje, »e c0

ma wªasno±¢ ABS. W ten sam sposób mo»na wykaza¢ wªasno±¢ ABS dla c. Wynika
st¡d, »e pierwszej implikacji w Stwierdzeniu 5.6 nie mo»na odwróci¢.
Miary ϕ i γ pokrywaj¡ si¦ równie» w przestrzeni Lebesgue'a L1([0, 1]). Mo»na to

zauwa»y¢ wykorzystuj¡c zale»no±¢ pomi¦dzy miar¡ γ a miar¡ sªabej niezwarto±ci
ω wprowadzon¡ przez De Blasiego [28] dla ka»dego D ∈M(X) wzorem

ω(D) = inf{t > 0: D ⊂ K + tB(X), K jest zbiorem sªabo zwartym}.

W [K8, Thm. 2.5] wykazano, »e γ(D) = 2ω(D) dla ka»dego D ∈ M(L1([0, 1])).
Je±li zbiórK jest sªabo zwarty w L1([0, 1]), to jego otoczka wypukªa jest relatywnie
sªabo zwarta i na mocy wyniku Szlenka [64] jest zbiorem BS. Przestrze« L1([0, 1])
nie ma wªasno±ci ABS. Je±li wi¦cD ⊂ K+tB(L1([0, 1])) dla t > 0, to ze Stwierdze«
5.5 i 5.6 wynika, »e ϕ(D) 6 ϕ(conv(K)) + tϕ(B(L1(µ)) = 2t co ostatecznie daje
ϕ = 2ω = γ w L1([0, 1]).

6. Interpolacja i ekstrapolacja ±rednich rozseparowa«

w przestrzeniach Banacha

Jednotematyczny cykl publikacji zamyka praca [K5], w której uzyskujemy osza-
cowania miar odchylenia od wybranych wªasno±ci dla abstrakcyjnych metod inter-
polacyjnych. Zarys takich metod pojawia si¦ ju» w pracy Peetrego [59]. Metody te
rozwijali pó¹niej mi¦dzy innymi Brudnyi i Krugljak [12], a w wersji dyskretnej�
Nilsson [56].
Zasadnicz¡ ide¡ abstrakcyjnej interpolacji jest zast¡pienie przestrzeni lp(Xν),

wyst¦puj¡cych w okre±leniu rzeczywistych przestrzeni interpolacyjnych Lionsa�
Peetrego, ogólniejszymi przestrzeniami E(Xν) zbudowanymi na ci¡gowej kracie
Banacha E. Przez ci¡gow¡ krat¦ Banacha rozumiemy tutaj tak¡ przestrze« Ba-
nacha E funkcji rzeczywistych na Z, z naturalnym cz¦±ciowym porz¡dkiem, »e



20

wszystkie funkcje na Z o sko«czonym no±niku nale»¡ do E oraz je±li x = (x(ν)) ∈ E
i |y(ν)| 6 |x(ν)| dla ka»dego ν ∈ Z, to y = (y(ν)) ∈ E i ‖y‖E 6 ‖x‖E.
Wtedy dla ci¡gu (Xν)ν∈Z przestrzeni Banacha, E(Xν) oznacza przestrze« Bana-

cha skªadaj¡c¡ si¦ ze wszystkich x = (x(ν))ν∈Z takich, »e x(ν) ∈ Xν dla ka»dego
ν ∈ Z oraz ‖x‖E(Xν) <∞, gdzie

‖x‖E(Xν) =
∥∥(‖x(ν)‖Xν )

∥∥
E
.

W pracy [K5] dokonujemy pewnej syntezy wprowadzaj¡c poj¦cie ±redniego roz-
separowania ci¡gu. Jednym warunkiem geometrycznym obejmujemy w ten sposób
miary odchylenia od wªasno±ci BS i ABS rozpatrywane w poprzednich pracach
cyklu.
Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha. Niech G0 oznacza zbiór wszystkich

ci¡gów (εn)n∈G znaków εn = ±1 nad wszystkimi sko«czonymi zbiorami G ⊂ N.
Przyjmijmy, »e G ⊂ G0 i ustalmy δ równe 1 lub 2. Wspóªczynnik δ umo»liwia
rozpatrywanie rozseparowania mi¦dzy ±rednimi b¡d¹ odseparowania ±redniej od
zera.

De�nicja 6.1 ([K5, Def. 1]). Niech (xn) b¦dzie ograniczonym ci¡giem w prze-
strzeni Banacha. �rednie rozseparowanie ci¡gu (xn) nad G okre±lamy wzorem

φ(xn) = inf

{∥∥∥∥∥δ |G|−1
∑
n∈G

εnxn

∥∥∥∥∥ : (εn)n∈G ∈ G

}
,

a odpowiedni¡ wielko±¢ dla operatora T ∈ L(X, Y ) jako

Φ(T ) = sup {φ(Txn) : (xn) ⊂ B(X)} .

Rozpatrujemy teraz tylko takie podzbiory G ⊂ G0, z którymi mo»na stowarzy-
szy¢ pewn¡ relacj¦ u±redniania na równolicznych blokach, zapewniaj¡c¡ stabiliza-
cj¦ wielko±ci φ. W tym celu rozwa»amy zbiór H0 skªadaj¡cy si¦ ze wszystkich
ci¡gów znaków (ζi)i∈⋃Hn , gdzie (Hn) jest ci¡giem równolicznych zbiorów Hn ⊂ N
z maxHn < minHn+1. Niech H ⊂ H0. Dla ci¡gów (xn) i (yn) w przestrzeni
Banacha, piszemy (yn) �H (xn), je±li istnieje (ζi)i∈⋃Hn ∈ H takie, »e

yn =
1

m

∑
i∈Hn

ζixi,

gdzie m = |Hn| dla wszystkich n.
Par¦ (G,H) b¦dziemy nazywa¢ stabiln¡ dla φ w przestrzeni Banacha X, je±li

speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(s1) H zawiera wszystkie (ζi)i∈⋃Hn ∈ H0 takie, »e ζi = 1 dla wszystkich i ∈⋃
n>1Hn.

(s2) Je±li (εn)n∈G ∈ G, (ζi)i∈⋃Hn ∈ H, G′ =
⋃
n∈GHn oraz ζ ′i = εnζi dla n ∈ G,

i ∈ Hn, to (ζ ′i)i∈G′ ∈ G.
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(s3) Dla ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) w X, istnieje (yn) �H (xn) takie, »e
dla wszystkich (εn)n∈G ∈ G,∥∥∥∥∥δ |G|−1

∑
n∈G

εnyn

∥∥∥∥∥ 6 φ(yn) + ε.

Warunek (s1) oznacza, »e relacja �H obejmuje wszystkie przej±cia do ci¡gów kolej-
nych ±rednich arytmetycznych zbudowanych na równolicznych blokach. W szcze-
gólno±ci (x′n) �H (xn) dla ka»dego podci¡gu (x′n) ci¡gu (xn). Z (s2) wynika, »e je±li
(yn) �H (xn), to φ(yn) > φ(xn). Kolejny wniosek, b¦d¡cy kombinacj¡ warunków
(s2) i (s3), gwarantuje mo»liwo±¢ wielokrotnego u±redniania z u»yciem relacji �H
przy zachowaniu ograniczonego wahania φ. To z kolei wykorzystujemy w dowodzie
subaddytywno±ci seminormy Φ w L(X, Y ) zakªadaj¡c, »e para (G,H) jest stabilna
dla φ w Y .

Wniosek 6.2 ([K5, Col. 2]). Niech (G,H) b¦dzie stabiln¡ par¡ dla φ w X. Je±li
(yn) �H (xn) speªnia warunek (s3) oraz (yin) �H (yi−1

n ) dla i = 1, 2, . . . , k, gdzie
k ∈ N i (y0

n) = (yn), to dla wszystkich (εn)n∈G ∈ G,∥∥∥∥∥δ |G|−1
∑
n∈G

εny
i
n

∥∥∥∥∥ 6 φ(yn) + ε, i = 1, 2, . . . , k.

Rozpatrujemy pary (G,H), które s¡ stabilne dla φ w ka»dej przestrzeni Banacha.
Takimi parami s¡:

(1) (G0,H0).
(2) (G1,H1), gdzie G1 i H1 skªadaj¡ si¦ odpowiednio ze wszystkich (εn)n∈G ∈ G0 i

(ζi)i∈⋃Hn ∈ H0 z εn = 1 dla n ∈ G oraz ζi = 1 dla i ∈
⋃
n>1Hn.

(3) (G2,H2), gdzie H2 = H1 i G2 skªada si¦ ze wszystkich (εn)n∈G ∈ G0 takich, »e
G = E ∪ F z |E| = |F | oraz maxE < minF , εn = 1 dla n ∈ E, εn = −1 dla
n ∈ F .

Kolejne twierdzenie pokazuje z grubsza bior¡c, »e je±li E ma wªasno±¢ BS, to
maksymalne ±rednie rozseparowanie dla ci¡gów w kuli przestrzeni E(Xν) nie jest
sum¡ rozseparowa« na poszczególnych wspóªrz¦dnych Xν , lecz jest osi¡gane na
jednej z nich.

Twierdzenie 6.3 ([K5, Thm. 4]). Niech (Xν)ν∈Z i (Yν)ν∈Z b¦d¡ ci¡gami prze-
strzeni Banacha i niech (Tν)ν∈Z b¦dzie takim ci¡giem operatorów, »e Tν ∈ L(Xν , Yν)
dla ka»dego ν ∈ Z i supν∈Z ‖Tν‖ < ∞. Je±li ci¡gowa krata Banacha E ma wªa-
sno±¢ BS i operator T ∈ L(E(Xν), E(Yν)) dany jest wzorem Tx = (Tνx(ν))ν∈Z dla
ka»dego x = (x(ν))ν∈Z ∈ E(Xν), to Φ(T ) = supν∈Z Φ(Tν).

�rednie rozseparowania ci¡gów nad G0 i G2 odpowiadaj¡ rozwa»anym wcze±niej
charakteryzacjom wªasno±ci odpowiednio ABS i BS. Daje to nast¦puj¡cy wynik
jako±ciowy.
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Wniosek 6.4 ([K5, Cor. 5]). Przestrze« E(Xν) ma wªasno±¢ ABS wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie Xν maj¡ wªasno±¢ ABS. Taka sama zale»no±¢ zachodzi dla
wªasno±ci BS.

Je±li za E przyj¡¢ przestrze« Banacha z wªasno±ci¡ BS i baz¡ hiperortogonaln¡,
to powy»szy wniosek zawiera rezultat Partingtona [58, Thm. 3] o dziedziczeniu
wªasno±ci BS przez sumy proste.
Interpolacja wªasno±ci operatorów ogólnymi metodami rzeczywistymi badana

byªa zarówno z punktu widzenia jako±ciowego jak i ilo±ciowego. Sªab¡ zwar-
to±¢ operatorów dla abstrakcyjnej K-metody badali Aizenstein i Brudnyi [12,
Thm4.6.8] oraz Mastyªo [52], który w pracy [51] zbadaª równie» wªasno±¢ Rosen-
thala dla przestrzeni interpolacyjnych. Zachowanie zwarto±ci dla abstrakcyjnych
J- i K-metod w dyskretnej wersji Nilssona [56] badali Cobos, Fernández-Cabrera
i Martínez [18]. Ogólne rezultaty dla ideaªów operatorów zawieraj¡ prace [20, 50].
Ilo±ciowe rezultaty obejmuj¡ interpolacj¦ miary niezwarto±ci [17] oraz miar zwi¡-
zanych z domkni¦tymi ideaªami operatorów [34].
Gªówny wynik pracy [K5] dotyczy ±redniego rozseparowania dla abstrakcyjnych

J- i K-metod rozwa»anych przez Nilssona [56].

Twierdzenie 6.5 ([K5, Thm. 6]). Niech E b¦dzie ci¡gow¡ krat¡ Banacha z wªasno-
±ci¡ BS. Niech ~A = (A0, A1) i ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami Banacha oraz T : ~A→ ~B.

(1) Je±li krata E jest J-nietrywialna i AE;J , BE;J s¡ J-przestrzeniami odpo-
wiednio dla ~A, ~B, to

Φ(T : AE;J → BE;J) 6 max{Φ(T : A0 → B0),Φ(T : A1 → B1)}.

(2) Je±li krata E jest K-nietrywialna i AE;K, BE;K s¡ K-przestrzeniami odpo-
wiednio dla ~A, ~B, to

Φ(T : AE;K → BE;K) 6 max{Φ(T : A0 → B0),Φ(T : A1 → B1)}.

Wniosek 6.6 ([K5, Cor. 7]). Je±li T : A0 → B0 i T : A1 → B1 maj¡ wªasno±¢ ABS,
to T : AE;J → BE;J i T : AE;K → BE;K maj¡ wªasno±¢ ABS. W szczególno±ci, je±li
A0 i A1 maj¡ wªasno±¢ ABS, to maj¡ j¡ równie» AE;J i AE;K. Taka sama zale»no±¢
zachodzi dla wªasno±ci BS.

Je±li norma w E speªnia nierówno±¢ logarytmicznie wypukª¡ (z dokªadno±ci¡
do staªego czynnika), to dana wªasno±¢ mo»e by¢ przeniesiona na interpolowany
operator przez jedno ograniczenie: T : A0 → B0 lub T : A1 → B1. W kolejnym
wniosku, bior¡c φ nad G0 i G2, dostajemy odpowiednio Twierdzenie 2.4 dla wªa-
sno±ci ABS i Twierdzenie 3.5 dla wªasno±ci BS.

Wniosek 6.7 ([K5, Cor. 8]). Je±li E = lp(2
−νθ) z 1 < p <∞ i 0 < θ < 1, to

Φ(T : AE;K → BE;K) 6 2θ(1−θ) (Φ(T : A0 → B0))1−θ (Φ(T : A1 → B1))θ .
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Na zako«czenie pracy [K5] badamy kwesti¦ dziedziczenia wªasno±ci przez opera-
tory i przestrzenie ekstrapolacyjne. Taka tematyka równie» wyst¦puje w literatu-
rze. Przywoªajmy wa»niejsze wyniki zaczynaj¡c od konkretnych przestrzeni loga-
rytmicznych. Triebel [66] oszacowaª liczby entropii dla wªo»e« przestrzeni uªam-
kowych Besova�Soboleva w przestrzenie Orlicza L∞(logL)b(Ω). Podobny problem
dla wªo»e« w przestrzenie Lp(logL)b(Ω) z 1 < p <∞ byª badany przez Edmundsa i
Triebla [30]. Szacuj¡c moduª jednostajnej wypukªo±ci, Nikolova i Zachariades [53]
wykazali, »e jednostajna wypukªo±¢ jest zachowywana przez abstrakcyjne prze-
strzenie logarytmiczne. Zbadali oni równie» wraz z Perssonem [55] typ i kotyp
takich przestrzeni, wykorzystuj¡c przy tym nierówno±ci Clarksona.
Abstrakcyjne metody ekstrapolacyjne rozwijane byªy miedzy innymi przez Ja-

wertha i Milmana [44]. Podobn¡ konstrukcj¦ zastosowali Edmunds i Triebel [29] w
okre±leniu abstrakcyjnych przestrzeni logarytmicznych. W pracy [K5] korzystamy
z ogólnych de�nicji przestrzeni ekstrapolacyjnych podanych ostatnio przez Cobosa
i Kühna [21].
Niech I ⊂ [0, 1] b¦dzie przedziaªem. Uporz¡dkowan¡ rodzin¦ (Aθ)θ∈I przestrzeni

Banacha nazywamy kompatybiln¡, je±li istniej¡ przestrzenie BanachaA0 i A1 takie,
»e A0 ↪→ Aθ ↪→ Aη ↪→ A1 dla wszystkich θ < η, przy czym wszystkie zanurzenia ↪→
s¡ ci¡gªe i jednostajnie ograniczone. Niech (Aθ)θ∈I b¦dzie kompatybiln¡ rodzin¡
przestrzeni Banacha, b > 0 i 1 < p < ∞. Ustalmy θ ∈ I tak, »e (θ, θ + ε) ⊂ I
dla pewnego ε > 0. Przestrze« ekstrapolacyjna Aθ(logA)+

b,p = A+
θ,b,p skªada si¦ ze

wszystkich elementów a ∈
⋂
θ<η6θ+εAη ze sko«czon¡ norm¡

‖a‖Aθ(logA)+b,p
=

(∫ ε

0

(
tb ‖a‖Aθ+t

)p dt
t

)1/p

.

Ustalmy teraz θ ∈ I tak, »e (θ − ε, θ) ⊂ I dla pewnego ε > 0. Przestrze«
ekstrapolacyjna Aθ(logA)−b,p = A−θ,b,p skªada si¦ ze wszystkich elementów a ∈ A1,
które mo»na przedstawi¢ jako caªk¦ a =

∫ ε
0
υ(t)dt

t
zbie»n¡ w A1 z υ(t) ∈ Aθ−t,

maj¡cych sko«czon¡ norm¦

‖a‖Aθ(logA)−b,p
= inf

(∫ ε

0

(
t−b ‖υ(t)‖Aθ−t

)p dt
t

)1/p

,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich reprezentacjach a jak wy»ej. Przestrzenie
A+
θ,b,p i A

−
θ,b,p nie zale»¡ od wyboru ε > 0.

Aby móc skorzysta¢ z Twierdzenia 6.3, posªugujemy si¦ równowa»nymi dyskret-
nymi normami odpowiednio w A+

θ,b,p i A
−
θ,b,p. Dla J ∈ N takiego, »e 2−J < ε i dla

wszystkich ν > J , kªadziemy σν = θ + 2−ν i λν = θ − 2−ν . Niech

‖a‖A+
θ,b,p

=

(
∞∑
ν=J

(
2−νb ‖a‖Aσν

)p)1/p
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oraz

‖a‖A−θ,b,p = inf

(
∞∑
ν=J

(
2νb ‖a(ν)‖Aλν

)p)1/p

,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich reprezentacjach a =
∑∞

ν=Ja(ν), a(ν) ∈ Aλν ,
zbie»nych w A1. Zast¦puj¡c J liczb¡ J ′ ∈ N tak¡, »e 2−J

′
< ε, generujemy

równowa»ne normy zarówno w A+
θ,b,p jak i w A−θ,b,p.

W szczególnym przypadku, je±li Aθ = [A0, A1]θ, 0 < θ < 1, s¡ przestrzeniami
interpolacyjnymi uzyskanymi metod¡ zespolon¡ wzgl¦dem zespolonych przestrzeni
Banacha A0 i A1, gdzie przestrze« A0 jest zanurzona w sposób g¦sty i ci¡gªy w
A1, to A

+
θ,b,p i A−θ,b,p odpowiadaj¡ abstrakcyjnym przestrzeniom logarytmicznym

Aθ(logA)b,p Edmundsa i Triebla [29] dla b ∈ R\{0}. Z kolei, je±li A0 = L∞(Ω)
i A1 = L1(Ω) dla ograniczonego otwartego podzbioru Ω ⊂ Rn, to Aθ(logA)b,p
pokrywa si¦ z przestrzeni¡ Zygmunda L1/θ(logL)b(Ω).
Niech (Aθ)θ∈I i (Bθ)θ∈I b¦d¡ kompatybilnymi rodzinami przestrzeni Banacha

takimi, »e A0 ↪→ Aθ ↪→ A1 and B0 ↪→ Bθ ↪→ B1 dla ka»dego θ ∈ I. Dla operatora
liniowego T : A1 → B1 piszemy T : (Aθ)θ∈I → (Bθ)θ∈I , je±li T |Aθ dla ka»dego
θ ∈ I jest ci¡gªym operatorem o warto±ciach w Bθ, a normy operatorów T |Aθ s¡
jednostajnie ograniczone na I.

Twierdzenie 6.8 ([K5, Thm. 9]). Niech (Aθ)θ∈I i (Bθ)θ∈I b¦d¡ kompatybilnymi
rodzinami przestrzeni Banacha i niech 1 < p <∞. Je±li T : (Aθ)θ∈I → (Bθ)θ∈I , to

Φ(T : A+
θ,b,p → B+

θ,b,p) 6 sup
θ∈I

Φ(T : Aθ → Bθ)

oraz
Φ(T : A−θ,b,p → B−θ,b,p) 6 sup

θ∈I
Φ(T : Aθ → Bθ).

Dowód tego rezultatu jest w zasadzie bezpo±rednim zastosowaniem Twierdzenia
6.3. Jako wniosek otrzymujemy wynik jako±ciowy. Dodajmy, »e tego typu jako-
±ciowy rezultat dla domkni¦tych ideaªów operatorowych otrzymali ostatnio przy
u»yciu innych metod Fernández-Cabrera i Martínez [35].

Wniosek 6.9 ([K5, Cor. 10]). Je±li T : Aθ → Bθ ma wªasno±¢ ABS dla wszystkich
θ ∈ I, to T : A+

θ,b,p → B+
θ,b,p i T : A−θ,b,p → B−θ,b,p maj¡ wªasno±¢ ABS. W szczegól-

no±ci, je±li Aθ ma wªasno±¢ ABS dla wszystkich θ ∈ I, to maj¡ j¡ równie» A+
θ,b,p i

A−θ,b,p. Taka sama zale»no±¢ zachodzi dla wªasno±ci BS.
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Inne osi¡gni¦cia naukowo�badawcze

Pozostaªe prace koncentruj¡ si¦ przede wszystkim na geometrycznych warunkach
opisuj¡cych zwarto±¢ w ró»nych topologiach oraz na ich zastosowaniach w teorii
punktów staªych, teorii interpolacji i geometrii przestrzeni Banacha.

[K6] A. Kryczka, T. Kuczumow, The Denjoy-Wol�-type theorem for compact kBH
-nonexpan-

sive maps on a Hilbert ball, Ann. Univ. Mariae Curie-Skªodowska (1997) 179�183.
[K7] A. Kryczka, S. Prus, M. Szczepanik, Measure of weak noncompactness and real interpo-

lation of operators, Bull. Austral. Math. Soc. 62 (2000) 389�401.
[K8] A. Kryczka, S. Prus, Measure of weak noncompactness under complex interpolation, Stu-

dia Math. 147 (2001) 89�102.
[K9] A. Kryczka, S. Prus, Separated sequences in nonre�exive Banach spaces, Proc. Amer.

Math. Soc. 129 (2001) 155�163.
[K10] A. Kryczka, Seminorms related to weak compactness under real and complex interpolation

for �nite families of Banach spaces, Nonlinear Analysis and Applications, Vol. II, (eds. R.P.
Agarwal and D. O'Regan), Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 2003, 727�740, ISBN:
1-4020-1688-3.

[K11] A. Kryczka, Weak noncompactness in Banach sequence spaces and its extrapolation pro-
perties, Math. Inequal. Appl. 11 (2008) 297�306.

[K12] A. Kryczka, Deviation from weak Banach�Saks property for countable direct sums, Ann.
Univ. Mariae Curie-Skªodowska (2014), w druku.

Gªównym wynikiem pracy [K6] jest twierdzenie typu Denjoya�Wol�a dla zwar-
tych nieoddalaj¡cych przeksztaªce« f : B → B, wyposa»onej w metryk¦ Kobay-
ashiego, otwartej kuli jednostkowej przestrzeni Hilberta. Wykazujemy, »e je±li f
nie ma punktu staªego, to istnieje punkt brzegowy ξ ∈ ∂B taki, »e ci¡g (fn) iteracji
f d¡»y lokalnie jednostajnie na B do staªego przeksztaªcenia o warto±ci ξ. Poka-
zuje to w szczególno±ci, »e analogiczny wynik dla przeksztaªce« holomor�cznych,
który uzyskali Chu i Mellon w [16], ma charakter metryczny.
Prace [K7, K8] zwi¡zane s¡ z tematem rozprawy doktorskiej i dotycz¡ zasto-

sowa« miar sªabej niezwarto±ci w teorii interpolacji. W [K7] wprowadzamy now¡
miar¦ sªabej niezwarto±ci γ dla ograniczonych podzbiorów przestrzeni Banacha i se-
minorm¦ Γ(T ) = γ(T (B(X))) dla operatorów T ∈ L(X, Y ). Wprowadzona miara
opiera si¦ na geometrycznym opisie sªabej niezwarto±ci podanym przez Jamesa
[43], wykorzystuj¡cym wypukªe rozseparowanie ci¡gu (zob. str. 17). W ogólnym
przypadku, miara γ nie jest równowa»na mierze sªabej niezwarto±ci ω podanej
przez De Blasiego [28]. Pokazujemy dwa dodatkowe wzory na miar¦ γ. Pierwszy
z nich odwoªuje si¦ do topologii sªabej* [K7, Thm. 2.4]:

γ(A) = sup dist(x∗∗, conv{xn}),

gdzie supremum przebiega po wszystkich ci¡gach (xn) ⊂ conv(A) i wszystkich w∗-
puntach skupienia x∗∗ ∈ X∗∗ ci¡gu (xn). W drugim wzorze korzystamy po±rednio
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ze sªabej topologii [K7, Thm. 2.5]:

γ(A) = sup
{

lim
m→∞

lim
n→∞

Fm(xn)− lim
n→∞

lim
m→∞

Fm(xn)
}
,

gdzie supremum przebiega po wszystkich ci¡gach (xn) ⊂ conv(A) i (Fm) ⊂ B(X∗)
(X∗ wzgl¦dem X nad ciaªem R) takich, »e wszystkie granice istniej¡.
Gªównym wynikiem pracy jest logarytmicznie wypukªa (z dokªadno±ci¡ do sta-

ªego czynnika) nierówno±¢ dla seminormy Γ i operatorów poddanych rzeczywistej
interpolacji Lionsa�Peetrego:

Γ(T : Aθ,p → Bθ,p) 6 cθ (Γ(T : A0 → B0))1−θ (Γ(T : A1 → B1))θ

dla wszystkich 0 < θ < 1 i 1 < p <∞.
W pracy [K8] wprowadzamy miar¦ sªabej niezwarto±ci γ, która jest równowa»na

mierze γ, ale w ogólnym przypadku od niej ró»na. Dla ograniczonego podzbioru
A przestrzeni Banacha X miara γ(A) pokazuje odchylenie sªabych* punktów sku-
pienia ci¡gów (xn) w conv(A) od przestrzeni X ⊂ X∗∗. W przestrzeni Lebesgue'a
L1(µ) ze sko«czon¡ miar¡ µ wykazujemy zale»no±ci pomi¦dzy miarami γ, γ a miar¡
De Blasiego: γ = 2ω i γ = ω. Pokazujemy równie», »e seminormy Γ i Γ w L(X, Y ),
gdzie Γ(T ) = γ(T (B(X))), s¡ równowa»ne rozwa»anej w [39] wielko±ci ‖R( · )‖, za-
danej wzorem:

‖R(T )‖ = sup{dist(T ∗∗x∗∗, Y ) : dist(x∗∗, X) 6 1}
dla R(T ) : X∗∗/X → Y ∗∗/Y , R(T )(x∗∗ +X) = T ∗∗x∗∗ + Y .
Gªównym wynikiem pracy [K8] jest ilo±ciowa wersja dla operatorów nast¦puj¡-

cego rezultatu Calderóna [14] dla przestrzeni: je±li jedna z przestrzeni Banacha
A0, A1 jest re�eksywna, to re�eksywne s¡ równie» wszystkie zespolone przestrze-
nie interpolacyjne A[θ] dla 0 < θ < 1. Rezultat, który wykazujemy ma posta¢
logarytmicznie wypukªej nierówno±ci dla seminormy Γ:

Γ(T : A[θ] → B[θ]) 6 (Γ(T : A0 → B0))1−θ (Γ(T : A1 → B1))θ

dla ka»dego 0 < θ < 1.
Praca [K9] odnosi si¦ do znanego problemu maksymalnego rozseparowania ele-

mentów ci¡gu (xn) w kuli jednostkowej przestrzeni Banacha. Elton i Odell [31] wy-
kazali, »e dla ka»dej niesko«czenie wymiarowej przestrzeni unormowanej X istnieje
takie ε > 0, »e kula jednostkowa przestrzeni X zawiera ci¡g (xn) o rozseparowaniu
sep(xn) = infm 6=n ‖xm − xn‖ nie mniejszym ni» 1+ε. W pracy [K9] pokazujemy, »e
kula jednostkowa dowolnej niere�eksywnej przestrzeni Banacha zawiera ci¡g (xn)
taki, »e sep(xn) > 5

√
4 ≈ 1, 32. Dowód, który podajemy wykorzystuje twierdze-

nie Ramseya i jedn¡ z charakteryzacji re�eksywno±ci podan¡ przez Jamesa [43].
Pokazujemy ponadto, »e separacyjna miara niezwarto±ci β kuli jednostkowej prze-
strzeni Jamesa Jp z norm¡ (5.1) dla 1 < p < ∞ wynosi (1 + 2p−1)1/p. Je±li c
jest najwi¦ksz¡ staª¡ tak¡, »e β(B(X)) > c dla ka»dej niere�eksywnej przestrzeni
Banacha X, to oba te wyniki daj¡ oszacowanie 5

√
4 6 c < 1, 71. Z drugiej strony,
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dla ka»dego 1 < p <∞ konstruujemy niere�eksywn¡ przestrze« Banacha Yp, któ-
rej kula jednostkowa nie zawiera ci¡gu (xn) o rozseparowaniu wi¦kszym ni» 21/p

i otoczce wypukªej conv{xn} dowolnie bliskiej sfery jednostkowej. Wyniki pracy
[K9] podaj¡ rozwi¡zania dwóch problemów postawionych w [7].
W artykule [K10] badamy zachowanie si¦ ró»nych seminorm operatorowych

zwi¡zanych ze sªab¡ zwarto±ci¡ pod wpªywem wielowymiarowej interpolacji. Cho-
dzi tu mi¦dzy innymi o seminormy�rozwa»ane równie» w rozprawie doktorskiej�
okre±lone w [1] przez sªabe k-kontrakcje. Wykazujemy nierówno±ci dla operato-
rów poddanych rzeczywistej interpolacji Yoshikawy [67] (równowa»nej K-metodzie
Sparra [63]) dla sko«czonych rodzin Banacha (A0, . . . , An).
Analogiczny problem dla interpolacji zespolonej rozpatrujemy dla metody po-

danej przez Coifmana i in. w [27]. Parametrami tej metody s¡ punkty ζ ªukowo
spójnego obszaru D w C, którego brzeg ∂D jest domkni¦t¡ krzyw¡ prostowaln¡ z
miar¡ harmoniczn¡ Pζ . Rozwa»ania prowadzimy dla sko«czonych rodzin interpo-
lacyjnych przestrzeni Banacha przypisanych do brzegu ∂D = (Ω0, . . . ,Ωn) podzie-
lonego w ten sposób, »e zbiory Ωj ⊂ ∂D s¡ rozª¡czne, Pζ-mierzalne i Pζ(Ωj) > 0
dla j = 0, 1, . . . , n. Kluczow¡ rol¦ w dowodach nierówno±ci odgrywaj¡ twierdzenia
o zachowaniu seminorm dla pewnych klas operatorów nale»¡cych do przestrzeni
L(lp(ξ,X), lp(ξ, Y )) w przypadku interpolacji rzeczywistej i L(L∞(ν,X), L1(ν, Y ))
dla interpolacji zespolonej. Wykazujemy nierówno±¢ [K10, Thm. 3.2]:

Γ(T : A[ζ] → B[ζ]) 6
n∏
j=0

(Γ(T : Aj → Bj))
ζj

gdzie ζj = Pζ(Ωj) dla ka»dego j = 0, 1, . . . , n.
W pracy [K11] podajemy bezpo±rednie wzory na miary sªabej niezwarto±ci w

wybranych ci¡gowych przestrzeniach Banacha. Dla przestrzeni tych wykazujemy
zale»no±ci pomi¦dzy miar¡ sªabej niezwarto±ci γ, opart¡ na warunku Jamesa [43],
a miar¡ De Blasiego ω. W niektórych klasycznych przestrzeniach Banacha, np. w
c0, l1 i L1([0, 1]), miary γ i ω s¡ równe z dokªadno±ci¡ do staªego czynnika. Wy-
kazujemy, »e w przestrzeni c rzeczywistych ci¡gów zbie»nych z norm¡ supremum,
miary γ i ω s¡ równowa»ne, ale nie istnieje staªa α taka, »e γ = αω. Podajemy
równie» oszacowania odchylenia od sªabej zwarto±ci dla operatorów liniowych i
ograniczonych, ekstrapolowanych metodami Σp i ∆p Jawertha�Milmana [44] dla
1 < p <∞.
W pracy [K12] wprowadzamy seminorm¦ dla ograniczonych operatorów linio-

wych mi¦dzy przestrzeniami Banacha, która pokazuje odchylenie operatora od
sªabej wªasno±ci Banacha�Saksa. De�nicja seminormy oparta jest na dychotomii
Rosenthala [61] i wyniku Partingtona [58]. Wykazujemy, »e je±li (Xν) jest ci¡giem
przestrzeni Banacha i ci¡gowa krata Banacha E ma wªasno±¢ BS, to odchylenie
od wªasno±ci WBS operatora pewnej klasy, mi¦dzy sumami prostymi E(Xν), jest
równe supremum takich odchyle« osi¡ganych na poszczególnych wspóªrz¦dny Xν .
Jest to ilo±ciowa wersja dla operatorów wyniku mówi¡cego, »e je±li E ma wªasno±¢
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BS, to ci¡gowa przestrze« Köthego�Bochnera E(X) ma wªasno±¢ WBS wtedy i
tylko wtedy, gdy X ma wªasno±¢ WBS.
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