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Omówienie osi ↪agni ↪etych wyników w wymienionych publikacjach

1. Wprowadzenie

Niech H oznacza zbiór funkcji analitycznych w kole jednostkowym U = {z : |z| < 1}
na p laszczyźnie zespolonej C. Zbiór ten, wyposażony w topologi ↪e jednostajnej zbieżności
na zbiorach zwartych jest liniow ↪a, metryzowaln ↪a i lokalnie wypuk l ↪a przestrzeni ↪a topolo-
giczn ↪a. Teoria funkcji analitycznych na p laszczyźnie zespolonej zacz ↪e la sie intensywnie
rozwijać na pocz ↪atku XX wieku. Pocz ↪atkiem teorii można uznać prac ↪e Koebego [42] z
1907 roku. Podstawowe poj ↪ecia i twierdzenia tej teorii można znaleźć w licznych monogra-
fiach, których autorami s ↪a na przyk lad Duren [18], Goluzin [29], Hayman [33], Hallenbeck
i MacGregor [31], czy Pommerenke [61]. Także w innych ksi ↪ażkach z analizy zespolonej
można również znaleźć rozdzia ly o funkcjach analitycznych, w szczególności o geome-
trycznej teorii funkcji, jak na przyk lad w Ahlfors [8], Nehari [54], Sansone i Gerretsen
[72], czy w Schober [77]. Jest też kilka polskich ksi ↪ażek o podobnym charakterze. Bi-
bliograficzna ksi ↪ażka Bernardiego [13] jest bardzo obszernym wykazem prac poświ ↪econych
geometrycznej teorii funkcji, od pocz ↪atku XX wieku do lat osiemdziesi ↪atych. Dwutomowa
monografia Goodmana [27], powi ↪azana ścísle z [13], encyklopedycznie opisuje liczne wy-
niki dotycz ↪ace g lównie funkcji jednolistnych. Nowe wyniki dotycz ↪ace ważnych zastosowań
podporz ↪adkowań różniczkowych można znaleźć w monografiach [17] i [52].
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NiechA oznacza podzbiórH sk ladaj ↪acy sie funkcji unormowanych warunkami f(0) = 0,
f ′(0) = 1. Niech Hu oznacza podzbiór H z lożony z funkcji jednolistnych w kole jednost-
kowym U. Oznaczmy również S = Hu ∩ A. Przypomnijmy, że zbiór E ⊂ C nazywamy
gwiaździstym wzgl ↪edem punktu w0 ∈ E wtedy i tylko wtedy, gdy odcinek  l ↪acz ↪acy w0 z
dowolnym punktem w ∈ E leży ca lkowicie w zbiorze E. Podobnie, zbiór E jest nazy-
wany wypuk lym, wtedy i tylko wtedy, gdy jest on gwiaździsty wzgl ↪edem każdego swojego
punktu, czyli gdy odcinek  l ↪acz ↪acy dowolne dwa punkty E zawiera si ↪e w E. Niech funkcja
f b ↪edzie analityczna i jednolistna w kole jednostkowym U z normalizacj ↪a f(0) = 0. Taka
funkcja f odwzorowuje U na obszar gwiaździsty wzgl ↪edem punktu w0 = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy [55]

(1.1) Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> 0 (z ∈ U),

ponadto f odwzorowuje U na obszar wypuk ly E wtedy i tylko wtedy, gdy [86]

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> 0 (z ∈ U).

Tak ↪a funkcj ↪e f nazywamy gwiaździst ↪a w U wzgl ↪edem punktu w0 = 0 (krótko gwiaździst ↪a)
oraz, odpowiednio, nazywamy wypuk l ↪a w U (krótko wypuk l ↪a). Wiadomo, że jeżeli anali-
tyczna funkcja f spe lnia (1.1) oraz f(0) = 0 i f ′(0) 6= 0, to f jest jednolistna i gwiaździsta
w U. Zbiór (klas ↪e) funkcji f ∈ A gwiaździstych b ↪edziemy oznaczać przez S∗. Zbiór (klas ↪e)
funkcji f ∈ A, które s ↪a wypuk le oznaczać b ↪edziemy przez K. Robertson wprowadzi l w [64]
klasy S∗α i Kα funkcji gwiaździstych i wypuk lych rz ↪edu α < 1, które można zdefiniować
nast ↪epuj ↪aco

(1.2) S∗α :=

{
f ∈ A : Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> α, z ∈ U

}
,

oraz

(1.3) Kα :=

{
f ∈ A : Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> α, z ∈ U

}
.

Jeżeli α ∈ [0; 1), to funkcje w obu klasach s ↪a jednolistne. W szczególności otrzymujemy
S∗0 = S∗ oraz K0 = K. Nie uda lo si ↪e, jak dot ↪ad, podać wystarczaj ↪aco dobrej tzw.
geometrycznej interpretacji funkcji w klasach (1.2) i (1.3).

2. Podporz ↪adkowanie w geometrycznej teorii funkcji

Mówimy, że funkcja f ∈ H jest podporz ↪adkowana funkcji g ∈ H w kole jednostkowym
U, co zapisujemy f ≺ g, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja analityczna w ∈ H taka,
że |w(z)| ≤ |z| i f(z) = g[w(z)] dla z ∈ U. Nadrz ↪edna funkcja g nie musi być jednolistna.
Zatem f ≺ g w U implikuje f(U) ⊂ g(U). W szczególności jeżeli g jest jednolistna w U,
to (zasada podporz ↪adkowania)

(2.1) f ≺ g ∈ Hu ⇔ [f(0) = g(0) i f(|z| < r) ⊂ g(|z| < r) dla 0 < r ≤ 1] .

Typowym problemem, w którym można z powodzeniem t ↪e zasad ↪e zastosować, jest zbadać,
dla zadanej funkcji F , w lasności klasy funkcji f takich, że f ≺ F . Teoria podporz ↪adko-
wania, która jest bezpośrednim uogólnieniem zasady maksimum, jest ważnym dzia lem
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w teorii funkcji ananlitycznych. Pomys l podporz ↪adkowania w zasadzie pochodzi od Lin-
delöfa [45] i (2.1) zwykle nazywa si ↪e ”Lindelöf’s principle”. Bardziej formalnie pod-
porz ↪adkowanie by lo wprowadzone i badane w pracach Littelwooda [46] i później przez
Rogosinskiego [66] i [67].

Littlewood pokaza l w [46], że jeżeli f ∈ H, g ∈ Hu i f ≺ g, f(z) = g(w(z)), to dla
0 < p <∞

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)
∣∣p dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣g(reiθ)
∣∣p dθ 0 ≤ r < 1,

i ostra nierówność zachodzi dla 0 < r < 1 poza przypadkiem gdy g jest sta l ↪a lub w(z) =
αz, |α| = 1. Przy użyciu zasady podporz ↪adkowania Littlewood [46] otrzyma l dla f ∈ S,
f(z) = z + a2z

2 + · · · , nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność

(2.2) |an| ≤
e

r
max

θ
|f(reiθ)| ≤ en, r = 1− 1/n,

utwierdzaj ↪ac ↪a wysi lki w dowodzeniu hipotezy Bieberbacha. Oznaczmy h(z) = b1z+b2z
2+

· · · g(z) = B1z + B2z
2 + · · · . Możemy rozważać zależności mi ↪edzy wspó lczynnikami bn i

Bn funkcji wyst ↪epuj ↪acych w podporz ↪adkowaniu h ≺ g. Prost ↪a zależności ↪a tego typu jest
znana nierówność dla wspó lczynników

|b1| ≤ |B1|,
która wynika bezpośrednio z (2.1). Jednakże f ≺ g nie implikuje |bn| ≤ |Bn| dla wszyst-
kich n. Mimo to, wspó lczynniki bn dominuj ↪a wspó lczynniki an w pewnym uśrednionym
sensie. Podstawowe twierdzenie tego typu udowodni l Rogosinski [67]. Mówi ono, że

n∑
k=1

|bk|2 ≤
n∑

k=1

|Bk|2, n = 1, 2, . . . .

Pokrewnym problemem rozważanym cz ↪esto w geometrycznej teorii funkcji jest oszaco-
wanie wspó lczynników funkcji f ∈ A w różnorodnych klasach definiowanych warunkiem

(2.3)
zf ′(z)

f(z)
≺ p(z) (z ∈ U),

z pewn ↪a ustalon ↪a funkcj ↪a p. Tego typu zagadnieniem zajmujemy si ↪e mi ↪edzy innymi w
pracy [1]. Oszacowania wspó lczynników funkcji z różnorodnych klas funkcji definiowanych
przez podporz ↪adkowanie można znaleźć w [31, Rozdz. 6]. Dla uproszczenia dalszych
wzorów wprowadźmy oznaczenie Q(f, z) = zf ′(z)/f(z). W pracy [1] rozważamy klas ↪e
SL∗:

SL∗ = {f ∈ A : |Q2(f, z)− 1| < 1}.
 Latwo zauważyć, że f ∈ SL∗ wtedy i tylko wtedy, gdy Q(f, z) ≺ q0(z) =

√
1 + z, q0(0) =

1. Zauważmy, że L := {w ∈ C : Re {w} > 0, |w2 − 1| < 1} jest wn ↪etrzem prawej p ↪etli
lemniskaty Bernoulliego γ1 : (x2+y2)2−2(x2−y2) = 0. Ponadto L ⊂ {w : |Arg w| < π/4},
zatem SL∗ ⊂ S∗. Dowodzimy w [1] nast ↪epuj ↪acych oszacowań wspó lczynników dla funkcji
z tej klasy.

Twierdzenie 2.1. [1] Jeżeli funkcja f(z) = z+ a2z
2 + a3z

3 + · · · należy do klasy SL∗, to
∞∑

k=2

(k2 − 2)|ak|2 ≤ 1.
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Twierdzenie 2.2. [1] Jeżeli funkcja f(z) =
∑∞

k=1 akz
k należy do klasy SL∗, to

|a2| ≤ 1/2, |a3| ≤ 1/4, |a4| ≤ 1/6.

Powyższe oszacowania s ↪a dok ladne.

W dowodach istotn ↪a rol ↪e odgrywa zasada podporz ↪adkowania. Jak wspomnielísmy,
różniczkowe podporz ↪adkowanie (2.3) może być użyte do definiowania ciekawych podklas
H. Wi ↪ecej o innych podporz ↪adkowaniach różniczkowych jest w rozdziale trzecim. Na
przyk lad, funkcja f ∈ A jest gwiaździsta jeżeli ona spe lnia warunek

(2.4) Q(f, z) ≺ p(z) (z ∈ U),

gdzie p(z) = (1 + z)/(1 − z). Jeżeli p(z) = [(1 + z)/(1 − z)]β, to (2.4) definiuje klas ↪e
SS∗(β) mocno gwiaździstych funkcji rz ↪edu β

(2.5) SS∗(β) := {f ∈ A : |Arg Q(f, z)| < βπ/2, z ∈ U}, 0 < β ≤ 1,

wprowadzon ↪a w [15] i [83] . Dla β = 1 ta klasa staje si ↪e klas ↪a S∗. Wiele innych podklas
S∗ by lo zdefiowanych warunkiem (2.4) z stosownie dobran ↪a wypuk l ↪a i jednolistn ↪a funkcj ↪a
p. Warto wspomnieć także inne przypadki, gdy obszar p(U) ma ciekawe geometryczne
w lasności. W pracach [35, 36], funkcja p jest tak dobrana, że p(U) jest pewnym ko lem.
W [28, 49, 65] zbiór p(U) jest parabolicznym obszarem. W [38, 39, 40] zbiór p(U) ma
brzeg b ↪ed ↪acy parabol ↪a, elips ↪a lub ga l ↪ezi ↪a hiperboli. Przypadek gdy p(U) jest wn ↪etrzem
prawej p ↪etli lemniskaty Bernoulliego rozważany by l w [81, 82], a gdy p(U) jest pewnym
owalem, w [58]. Ciekawy przypadek gdy obszar p(U) jest wypuk ly ale funkcja p nie jest
jednolistna by l rozważany w [37]. Trudniejszy przypadek, kiedy klasa funkcji jest zwi ↪azana
poprzez (2.4) z funkcj ↪a p, która nie jest jednolistna i nie jest wypuk la i odwzorowuje
okr ↪ag jednoskowy na trójsieczn ↪a Maclaurina by l rozważany w [19], [20] i [21]. Klasa SL∗
zwi ↪azana z lemniskat ↪a Bernoulliego jest także rozważana w [2]. W tej pracy wyznaczamy
promienie α-wypuk lości, α-gwiaździstości, etc. w klasie SL∗. Definicje α-gwiaździstej i
α-wypuk lej funkcji s ↪a podane w (1.2) i (1.3); definicja funkcji mocno gwiaździstej rz ↪edu
β jest w (2.5); f ∈ A jest M -gwiaździsta, M > 1/2, [35], jeżeli ona spe lnia warunek

|Q(f, z)−M | < M (z ∈ U);

natomiast, funkcja f ∈ A jest k-gwiaździsta, k ≥ 0, [39], jeżeli spe lnia ona warunek

k|Q(f, z)− 1| < Re {Q(f, z)} (z ∈ U).

Twierdzenie 2.3. [2] Jeżeli f ∈ SL∗, to

(1) f jest α-wypuk la w |z| < r(α), gdzie r(α) oznacza najmniejszy dodatni pierwiastek
równania

4(1− r)3 = r2 + 4rα(1− r) + 4α2(1− r)2, α ∈ (0, 1),

(2) f jest α-gwiaździsta w |z| < 1− α2, α ∈ (0, 1),
(3) jest M-gwiaździsta w |z| < r(M), gdzie

r(M) =

{
4M2 − 1 dla 1

2
≤M ≤

√
2

2
,

1 dla M ≥
√

2
2
,

(4) f jest mocno gwiaździsta rz ↪edu β w |z| < sin βπ, β ∈ (0, 1],
(5) f jest k-gwiaździsta w |z| < r(k), k ≥ 0, gdzie

r(k) = 1− k2/(k + 1)2.
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Wszystkie wyniki s ↪a dok ladne.

W dowodach powyższych relacji istotn ↪a rol ↪e odgrywa zasada podporz ↪adkowania. Po-
dobnie metody stosujemy w pracy [3], gdzie wprowadzamy klas ↪e SK(α), α ∈ (−3, 1]:

SK(α) := {f ∈ A : Q(f, z) ≺ q̃α(z)},
z

q̃α(z) :=
3

3 + (α− 3)z − αz2
(z ∈ U).

Funkcja q̃α jest jednolistna w U gdy α ∈ (−3, 1], [3], ale nie jest wypuk la, co znacznie
komplikuje badanie klasy. Nazwa klasy bierze si ↪e od kszta ltu krzywej q̃α(eiθ), θ ∈ (0, 2π),
przypominaj ↪acego konchoid ↪e, rys.1. Oprócz ciekawych w lasności, ta klasa pos luży ona
także do wyznaczania rz ↪edu gwiaździstości f gdy f jest wypuk la ustalonego rz ↪edu.

Twierdzenie 2.4. [3] SK(α) ⊂ S∗γ , gdzie γ = 9(1+α)
2(3+α)2

, oznacza to, że jeżeli f ∈ SK(α),

to jest ona gwiaździsta rz ↪edu γ. Jeżeli −1 ≤ α < 1, to f należ ↪aca do klasy SK(α) jest
funkcj ↪a gwiaździst ↪a, a zatem jest jednolistna w kole jednostkowym U.

Ponadto, ponieważ funkcja q̃α, α ∈ (−3, 1], jest jednolistna w U, wi ↪ec zasada pod-
porz ↪adkowania (2.1), prowadzi nas do nast ↪epuj ↪acych wyników.

Twierdzenie 2.5. [3] Funkcja f ∈ A należy do klas SK(α), α ∈ (−3; 1], wtedy i tylko
wtedy, gdy dla z ∈ U iloraz zf ′(z)/f(z) przyjmuje wartości leż ↪ace na prawo od krzywej

(2.6) γ2 : (x−a)(x2+y2)−k(x−1/2)2 = 0, gdzie a =
9(1 + α)

2(3 + α)2
k =

54

(3 + α)2(3− α)
.

-

6

Re

Im

ra re

(x− a)(x2 + y2)− k(x− 1/2)2 = 0

a = 9(1+α)
2(3+α)2

k = 54
(3+α)2(3−α)

e = 3
2(3−α)

Rys.1. q̃α(eiϕ).

Twierdzenie 2.6. [3] Jeżeli −3 ≤ α1 < α2 ≤ 1, to

S∗1/2 = SK(0) ⊃ SK(α1) ⊃ SK(α2) ⊃ SK(1) ⊂ S∗9/16.

Niech niech S∗[B] b ↪edzie podklas ↪a S∗ zdefiniowan ↪a nast ↪epuj ↪aco

S∗[B] = {f ∈ A : Q(f, z) ≺ 1/(1 +Bz)} ,
gdzie −1 ≤ B ≤ 1, B 6= 0. Zauważmy, że dla B = 1 funkcja p(z) = 1/(1 + Bz) odwzoro-
wuje ko lo jednostkowe U na pó lp laszczyzn ↪e Rew > 1/2, oraz na ko lo D(C(B), R(B)) ze
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środkiem C(B) = 1/(1 − B2) i promieniem R(B) = |B|/(1 − B2), gdy B 6= 1. Stosuj ↪ac
wzór strukturalny dla f ∈ SK(α), [3, str. 614], otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a reprezantcj ↪e
dla f ∈ SK(α).

Twierdzenie 2.7. [3] Jeżeli funkcja f należy do klasy SK(α), α ∈ (−3, 1]\{0}, to istnieje
funkcja g ∈ S∗1/2 i funkcja h ∈ S∗[α/3] taka, że

f(z) = [g(z)]
3

3+α [h(z)]
α

3+α (z ∈ U).

Jeżeli α = 0, to SK(0) = S∗1/2.

Twierdzenie 2.8. [3] Jeżeli istnieje funkcja g ∈ S∗1/2 i funkcja h ∈ S∗[α/3] taka, że

zg′(z)

g(z)
=

1

1− ω(z)
,

zh′(z)

h(z)
=

1

1 + αω(z)/3
(z ∈ U),

dla pewnej analitycznej funkcji ω z |ω(z)| ≤ |z|, z ∈ U, to funkcja

f(z) = [g(z)]
3

3+α [h(z)]
α

3+α

należy do klasy f ∈ SK(α).

Powyższa reprezetacja może s lużyć do konstrukcji przyk ladów funkcji w klasie SK(α):

f̃α(z) =

(
z

1 + αz/3

) α
3+α
(

z

1− z

) 3
3+α

=
z

(1 + αz/3)
α

3+α (1− z)
3

3+α

∈ SK(α).

Ponaddto, w [3] dowodzimy nast ↪epuj ↪ace w lasności klasy SK(α).

Twierdzenie 2.9. [3] Jeżeli f ∈ SK(α), α ∈ (−3, 1] i |z| = r, 0 ≤ r < 1, to(
r

1 + r

) 3
3+α
(

r

1 + αr/3

) α
3+α

≤ |f(z)| ≤
(

r

1− r

) 3
3+α
(

r

1− αr/3

) α
3+α

.

W pracy [3] rozważamy także rz ↪ad gwiaździstości dla klasy wypuk lych funkcji ujemnego
rz ↪edu, w oparciu o w lasności klasy SK(α). Wiadomo, że funkcja wypuk la rz ↪edu zero
jest gwiaździsta rz ↪edu 1/2, [50, 85]. Dokonano wielu różnorodnych oszacowań rz ↪edu
gwiaździstości w klasie wypuk lych funkcji rz ↪edu α. MacGregor w [48] pokaza l, że jeżeli
f ∈ A, α ∈ [0, 1), to

(2.7) Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> α ⇒ zf ′(z)

f(z)
≺ q̃(z),

gdzie

q̃(z) =

{
(1−2α)z

(1−z)[1−(1−z)1−2α]
dla α 6= 1

2
z

(z−1) log(1−z)
dla α = 1

2

.

Dok ladna wartość min {Re {q̃(z)} : |z| = 1}, podana zosta la w [52, str. 115], zgodnie z
hipotez ↪a z pracy [48]. Ta wartość wyraża rz ↪ad gwiaździstości w klasie funcji wypuk lych
dodatniego rz ↪edu α ∈ [0, 1) i jest ona dana wzorem

(2.8) δ(α) =

{
2α−1

2−22(1−α) dla α 6= 1
2

1/ log 4 dla α = 1
2

.

W pracy [3] prezentujemy rozszerzenie wyniku z (2.7) na funkcje wypuk le ujemnego rz ↪edu
na podstawie w lasności klasy SK(α).
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Twierdzenie 2.10. [3] Niech −3 ≤ α ≤ 1. Jeżeli a funkcja f należy do klasy A i

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
>

3α

2(3− α)

dla z ∈ U, to f ∈ SK(α).

Wniosek 2.11. Niech −3 ≤ α < 1. Jeżeli a funkcja f należy do klasy A i

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
>

3α

2(3− α)

dla z ∈ U, to f ∈ S∗γ , gdzie γ = 9(1+α)
2(3+α)2

.

Zatem Wniosek 2.11 podaje relacj ↪e mi ↪edzy rz ↪edem wypuk lości 3α
2(3−α)

funkcji f i jej

rz ↪edem gwiaździstości 9(1+α)
2(3+α)2

. W poniższej tabeli podane s ↪a przyk lady tej zależności.

α −3 −5
2

−2 −3
2
−1 −1

2
−1

3
−1

4
0 1

4
−1

3
1
2

1

3α
2(3−α)

−3
4

−15
22

−3
5
−1

2
−3

8
− 3

14
− 3

20
− 3

26
0 3

22
3
16

3
10

3
4

9(1+α)
2(3+α)2

−∞ −27 −9
2
−1 0 9

25
27
64

54
121

1
2

90
169

54
100

27
49

9
16

Możemy zauważyć, że jeżeli f jest wypuk la rz ↪edu −3/8, to f jest gwiaździsta. Gdy
f jest wypuk la rz ↪edu 0, to f jest gwiaździsta rz ↪edu 1/2 co by lo pokazane wcześniej w
(2.8). Inny wystarczaj ↪acy warunek na gwiaździstość rozważamy w [6]. Jest on opisany w
rozdziale trzecim.

3. Iloczyn Hadamarda

Dla dwóch funkcji: f analitycznej w |z| < R1 i g analitycznej w |z| < R2 i posiadaj ↪acych
tamże nast ↪epuj ↪ace rozwini ↪ecia w szereg

f(z) =
∞∑

k=0

akz
k, g(z) =

∞∑
k=0

bkz
k,

przez f ∗ g rozumiemy funkcj ↪e

(f ∗ g)(z) =
∞∑

k=0

akbkz
k.

Prosty rachunek pokazuje, że f ∗ g jest analityczna w kole |z| < R1R2. Ten iloczyn
jest nazywany iloczynem Hadamarda funkcji f i g na pami ↪atk ↪e ważnego twierdzenia J.
Hadamarda dotycz ↪acego punktów osobliwych f ∗g w zależności f i g. Hadamard stosowa l
alternatywne przedstawienie iloczynu w postaci:

(f ∗ g)(z) =
1

2πi

∫
|t|=r

g(z/t)f(t)dt

t
, |z/R1| < r < R2.



8

Zatem, f ∗ g jest też nazywany krótko splotem funkcji f i g. Ponadto definiuje si ↪e splot
ca lkowy f ~ g przez

f ~ g =
∞∑

k=0

akbk
k

Jeżeli X,Y ⊂ H, to używamy także wygodnego oznaczenia

X ∗ Y := {f ∗ g : f ∈ X, g ∈ Y } .
Splot funkcji posiada algebraiczne w lasności zwyk lego mnożenia . Klasa A jest zamkni ↪eta
ze wzgl ↪edu na splot, a nawet A ∗ A = A, ponieważ 1/(1− z) ∈ A.

Jednym z tematów w geometrycznej teorii funkcji jest to badanie w lasności operatorów

Θf : B → H, Θf (g) = f ∗ g, g ∈ B,
gdzie f ∈ H i B ⊂ H. W szczególności poszukuje si ↪e operatorów, które przekszta lcaj ↪a
zadany zbiór B ⊂ H w siebie. Ważnym klasycznym przyk ladem takiego zagadnienia jest
nast ↪epuj ↪ace twierdzenie, które pokaza l Szegö (wniosek z innego twierdzenia Gracea [30],
patrz również [69, str.12]).

Twierdzenie 3.1. [90] Dla n ∈ N niech funkcje

f(z) =
∞∑

k=0

(n
k) akz

k, g(z) =
∞∑

k=0

(n
k) bkz

k

b ↪ed ↪a niezeruj ↪ace si ↪e w kole jednostkowym U. Wtedy
∞∑

k=0

(n
k) akbkz

k

też niezeruje si ↪e w U.

Chociaż nie jest to dok ladnie iloczyn Hadamarda, to zachowuje on w lasność niezero-
wania si ↪e pewnych wielomianów ustalonego stopnia. Inne operatory splotowe jakie si ↪e
rozważa to takie, które zachowuj ↪a obszar, jednolisność, geometryczne w lasności zbiorów,
pewne normy, itd. Jedn ↪a z inspiruj ↪acych motywacji do takich rozważań by lo nast ↪epuj ↪ace
twierdzenie Robertsona [63] dla funkcji typowo rzeczywistych (tj. funkcji f ∈ A takich,
że Imf(z) · Imz ≥ 0 w U).

Twierdzenie 3.2. [63] Niech n ∈ N. Jeżeli f i g s ↪a funkcjami typowo rzeczywistymi , to
splot ca lkowy f ~ g jest funkcj ↪a typowo rzeczywist ↪a.

Stara hipoteza przypisywana do Mandelbrojta i Schiffera stawia przypuszczenie, że
jednolisność jest zachowywana w splocie ca lkowym: f ~ g ∈ S. Jeżeli f ∈ S i g ∈
S. To implikowa loby prawdziwość hipotezy Bieberbacha, ponieważ jeżeli pewna funkcja
f ∈ S ma wspó lczynnik |an| > n dla pewnego n, to splot ca lkowy funkcji f ze sob ↪a,
stosown ↪a liczb ↪e razy, móg lby dostarczyć funkcji z n-tym wspó lczynnikiem wi ↪ekszym niż
en, podczas gdy twierdzenie Littlewooda (2.2), mówi, że |an| < en dla n = 2, 3, . . ..
Jednakże, hipoteza Mandelbrojta-Schiffera nie jest prawdziwa. Pierwsze kontrprzyk lady
podali Hayman [34], Epstein i Schoenberg [22] oraz Loewner i Netanyahu [47]. Ponadto,
te kontrprzyk lady pokazuj ↪a, że f ~ g nie musi być nawet lokalnie jednolistna. Znacznie
s labsza hipoteza, że f ~ (z/(1 − z)) ∈ S dla każdej f ∈ S jest także fa lszywa. Postawi l
j ↪a Biernacki w [14] jako twierdzenie, z b l ↪edem w dowodzie. Bshouty [16] pokaza l, że
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funkcja f ~ g nie musi być jednolistna nawet jeżeli f i g s ↪a funkcjami jednolistnymi
z rzeczywistymi wspó lczynnikami. Jednakże, jak wcześniej podalísmy w Twierdzeniu
3.2, Robertson w [63] pokaza l, że klasa funkcji typowo rzeczywistych jest zamkni ↪eta ze
wzgl ↪edu na splot ca lkowy. Ponadto Pólya i Schoenberg [60] postawili hipotez ↪e, że klasa
funkcji gwiaździstych S∗ jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na splot ca lkowy. Ponieważ zf ′(z)
jest gwiaździsta wtedy i tylko wtedy, gdy f jest wypuk la, równoważn ↪a hipotez ↪a jest, że
f ∈ K i g ∈ K implikuje f ∗ g ∈ K; innymi s lowy, że klasa funkcji wypuk lych K jest
zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na splot funkcji. Pólya i Schoenberg potwierdzili t ↪e hipotez ↪e w
szczególnych przypadkach. Robertson [63] pokaza l, że jeżeli f i g s ↪a wypuk le jednolistne i
maj ↪a rzeczywiste wspó lczynniki, to f∗g jest jednolistna i wypuk la w kierunku osi urojonej,
tj. dowolna prosta pozioma przecinaj ↪aca obraz ko la jednostkowego poprzez f ∗g, przecina
go wzd luż odcinka. Suffridge [87] pokaza l, że splot funkcji wypuk lych jest funkcj ↪a prawie
wypuk l ↪a (close-to-convex), opis tychże jest podany niżej w (3.4). Ostatecznie, Ruscheweyh
i Sheil-Small [70] potwierdzili prawdziwość hipotezy Pólya-Schoenberga. Ponieważ ten
fakt ma wiele zastosowań, wśród nich proste rozwi ↪azania problemów dla wspó lczynników
funkcji, pojawi lo si ↪e przypuszczenie przesi ↪akni ↪ete nadziej ↪a, że któraś z podklas klasy S
unormowanych jednolistnych funkcji w H też jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na splot funkcji.
Wysi lki podj ↪ete w celu rozwi ↪azania tych problemow doprowadzi ly do wyznaczenia wielu
ważnych i zaskakuj ↪acych w lasności iloczynu Hadamarda. Tego typu intensywne badania
przedstawi l Ruscheweyh w [69]. Stale publikuje si ↪e nowe rezultaty dotycz ↪ace splotów
funkcji i ich zastosowań w innnch zagadnieniach.

W tym rozdziale przedstawimy wyniki  l ↪acz ↪ace splot i podporz ↪adkowanie. Dotycz ↪a one
g lównie podporz ↪adkowania funkcjom wypuk lym jednolistnym. Pólya i Schoenberg [60]
opublikowali jeden z pierwszych rezultatów tego typu. Pokazali, że jeżeli f ∈ H jest
wypuk la i jednolistna, to Vn ∗ f ≺ f , gdzie

Vn(z) =
{(

2n
n

)}−1
n∑

k=0

(
2n
k+n

)
zk, n ∈ N.

Ciekawym problemem jest: czy splot zachowuje podporz ↪adkowanie? Dok ladniej, chcemy
znaleźć warunki dla F,G aby implikacja

(3.1) f ≺ F i g ≺ G =⇒ f ∗ g ≺ F ∗G.
zachodzi la dla wszystkich f ∈ H i g ∈ H.

Jeżeli F i G s ↪a funkcjami wypuk lymi i jednolistnymi, to dla dla dowolnych funkcji
f, g ∈ H implikacja (3.1) jest prawdziwa. Jest to wynik dowiedziony przez Ruscheweyha
i Stankiewicza w [71]. Ten rezultat znalaz l wiele ciekawych zastosowań. Zauważmy, że w
(3.1) nie ma żadnych za lożeń co do normalizacji funkcji F i of G. Ciekawym pytaniem jest,
czy (3.1) zachodzi przy innych za lożeniach co do F , czy G zamiast wypuk lości. Warto
dodać, ża (3.1) staje si ↪e fa lszywe jeżeli zat ↪apimy za lożenie, że G jest wypuk l ↪a jednolistn ↪a,
za lożeniem, że G jest funkcj ↪a gwiaździst ↪a jednolistn ↪a. Bior ↪ac funkcj ↪e gwiaździst ↪a jedno-
listn ↪a G, która nie jest wypuk la, możemy rozważyć dla 0 < t < 1, i |x| < 1, |y| < 1,
funkcj ↪e

f(z) := (1− t)
xz

1− xz
+ t

yz

1− yz
, z ∈ U.

Ponieważ Re {f(z)} > −1/2 mamy f(z) ≺ z/(1 − z). Bior ↪ac g = G i F (z) = z/(1 − z)
do (3.1) otrzymujemy f ∗ g ≺ F ∗G = G, czyli

(f ∗ g)(z) = (1− t)G(xz) + tG(yz) ≺ G(z).
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Ponieważ liczby x, y by ly dowolne otrzymalibyśmy, że G jest wypuk la, co prowadzi do
sprzecznosci. Ponadto, to rozumowanie pokazuje, że jeżeli G jest dowoln ↪a niewypuk l ↪a
jednolistn ↪a funkcj ↪a, to (3.1) staje sie fa lszywe. Uogólnienie (3.1) podane zosta lo w [78] lecz
bez dodatkowych za lożeń o jednolisnosci jest nieprawdziwe. Podobne problemy, dotycz ↪ace
splotu i podporz ↪adkowania, s ↪a rozważane w [59].

Jeżeli operator I : H → H spe lnia

f(z) ≺ g(z) ⇒ I[f ](z) ≺ I[g](z)

dla wszystkich f, g ∈ H, to jest nazywany operatorem zachowuj ↪acym podporz ↪adkowanie
w klasie H. W pracy [4] prezentujemy nowe wyniki o takich operatorach, które uogólniaj ↪a
wcześniejsze i s ↪a zwi ↪azane z hipotez ↪a Wilfa. W [4] prezentujemy także kilka zastosowań
takich operatorów zachowuj ↪acych podporz ↪adkowanie. Miller i Mocanu dowiedli w [52,
str. 66], że jeżeli f jest w klasie A i

Re
zf ′′(z)

f ′(z)
> −3

2

dla z ∈ U, to funkcja

L[f ](z) =
2

z

∫ z

0

f(t) dt

należy do klasy K funkcji wypuk lych jednolistnych.
Powyższa w lasność operatora Libery L poprawia wynik z pracy [44] pokazuj ↪acy, że

L[K] ⊂ K. Warto zaznaczyć, że L można rozpatrywać w ca lej klasie H. Przyjmijmy za
Ruscheweyhem [69], nast ↪epuj ↪ace oznaczenia. Niech γ ≥ 0, α ≥ 0.

(3.2) K(0, γ) =

{
g ∈ H : g(0) = 1, Re

zg′(z)

g(z)
> −γ

2
, z ∈ U

}
,

oraz

Hα =
{
hα ∈ H : hα(0) = 1, Re

(
eiγh(z)

)
> 0, z ∈ U, dla pewnego γ ∈ R

}
.

Ponadto oznaczmy
K(α, β) = Hα · K(0, β − α), 0 ≤ α ≤ β,

i

(3.3) K(α, β) = {1/f : f ∈ K(β, α)} , 0 ≤ β ≤ α,

gdzie X · Y jest prostym iloczynem X, Y ⊂ H
X · Y = {f : f = gh, g ∈ X, h ∈ Y } .

Klasa K(α, β) jest nazywana klas ↪a Kaplana typu α, β, ponieważ K(1, 3) jest klas ↪a, do
której należ ↪a pochodne funkcji z klasy C, tak zwanych funkcji prawie wypuk lych (close-
to-convex), po raz pierwszy wprowadzonych przez Kaplana w [41]. Lewandowski w [43]
pokaza l identyczność klasy funkcji C z klas ↪a funkcji liniowo osi ↪agalnych. Możliwe jest wi ↪ec
używanie także tej polskiej nazwy nawi ↪azuj ↪acej do geometrycznych w lasności. B ↪edziemy
jednak używać tutaj nazwy prawie wypuk la dla funkcji z klasy C. Klasa C stanowi ważn ↪a
podklas ↪e klasy S. Klasa K(α, β) Kaplana staje si ↪e dla odpowiednich parametrów α, β
innymi geometrycznie opisanymi klasami funkcji. Z (3.2) wynika na przyk lad, że klasa
S∗α funkcji gwiaździstych rz ↪edu α < 1, wprowadzona w (1.2), może być zdefiniowana w
nast ↪epuj ↪acy sposób

f ∈ S∗α ⇐⇒ f/z ∈ K (0, 2− 2α) .
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Podobnie można zdefiniować klas ↪e Cα funkcji prawie wypuk lych rz ↪edu α < 1

(3.4) f ∈ Cα ⇐⇒ f ′ ∈ K(1, 3− 2α).

Przypomnijmy, że f ∈ A należy do klasy Cα, α ≤ 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istniej ↪a
g ∈ S∗α i ϕ ∈ R takie, że

Re eiϕ zf
′(z)

g(z)
> 0, z ∈ U.

Używaj ↪ac powyższych oznaczeń klas możemy wspomniany wynik Millera i Mocanu o
operatorze Libery zapisać w nast ↪epuj ↪acym wniosku.

Wniosek 3.3. [52, str. 66] Jeżeli f ′(0) 6= 0 i f ′/f ′(0) ∈ K(0, 3), to L[f ] jest wypuk l ↪a
funkcj ↪a jednolistn ↪a i (L[f ]− 2f(0)) /f ′(0) ∈ K.

Miller, Mocanu i Reade pokazali w [53], że jeżeli f ′ ∈ K(0, 3) i g ≺ f , to

(3.5) L[g] ≺ L[f ].

Ten rezultat poprawia wcześniejszy z [32] maj ↪acy mocniejsze za lożenie f ′ ∈ K(0, 2), z
tak ↪a sam ↪a konkluzj ↪a.

Jeżeli f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + · · · , to możemy zauważyć, że

L[f ](z) =
2

z

∫ z

0

f(t) dt =
∞∑

n=1

2an

n+ 1
zn.

Oznaczmy przez L−1 operator ”odwrotny”

L−1[f ](z) =
1

2
(zf(z))′ =

∞∑
n=1

(n+ 1)an

2
zn.

Wtedy

L[f ](z) ∗ L−1[g] = L[g](z) ∗ L−1[f ] = f ∗ g.
Zasadniczym celem pracy [4] jest uogólnienie (3.5). W g lównym twierdzeniu pracy [4]
zast ↪epujemy operator Libery (3.5), innym operatorem stosownie dobranym. Przypo-
mnijmy, że (3.5) stwierdza, że operator Libery jest operatorem zchowuj ↪acym podporz ↪adko-
wanie. Wiele różnorodnych wyników o operatorach zachowuj ↪acych podporz ↪adkowanie
można znaleźć w ksi ↪ażce [17], gdzie poświ ↪econo im ca ly rozdzia l. G lówne twierdzenie [4]
jest też pewnym uogólnieniem wyniku (3.1). Warto dodać, że s labszy wynik, gdy g = G
w (3.1), jest nazywany hipotez ↪a Wilfa [93], która zosta la udowodniona w [70].

Twierdzenie 3.4. [4] Niech f ′(0) 6= 0, f ′/f ′(0) ∈ K(0, 3) i niech L−1[h] b ↪edzie wypuk l ↪a
funkcj ↪a jednolistn ↪a . Jeżeli g ≺ f , to

g ∗ h ≺ f ∗ h.

W pracy [4] pokazujemy kilka zastosowań powyższego twierdzenia.

Wniosek 3.5. [4] Jeżeli

∞∑
n=1

n
an

a1

zn−1 ∈ K(0, 3) i c0 +
∞∑

n=1

(n+ 1)cn
2

zn
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jest wypuk l ↪a funkcj ↪a jednolistn ↪a, to
∞∑

n=0

bnz
n ≺

∞∑
n=0

anz
n ⇒

∞∑
n=0

bncnz
n ≺

∞∑
n=0

ancnz
n.

Wniosek 3.6. [4] Jeżeli g ∈ H i g′(z) ≺ 1/(1− z)2, to∫ z

0

g(t)− t

t2
dt ≺ log

1

1− z
,

1

z

∫ z

0

g(t)− t

t
dt ≺ 1

z
log

1

1− z
− 1,

1

z2

∫ z

0

(g(t)− t) dt ≺ 1

z2

(
log

1

1− z
− z − 1

2
z2

)
.

Warto zauważyć, że funkcja 1/(1 − z)2 odwzorowuje U w jednolistny sposób ko lo jed-
nostkowe na paraboliczny obszar Ω = {x+ iy : y2 > −x+ 1/4}. Zatem, z (2.1), za lożenie
g′(z) ≺ 1/(1− z)2 jest równoważne warunkom g′(U) ⊂ Ω i g′(0) = 1.

Wniosek 3.7. [4] Jeżeli g ∈ H i g′(z) ≺ z/
√

1 + z2, to∫ z

0

g(t)− t

t2
dt ≺

∫ z

0

√
1 + t2 − 1− t

t2
dt,

1

z

∫ z

0

g(t)− t

t
dt ≺ 1

z

∫ z

0

√
1 + t2 − 1− t

t
dt,

1

z2

∫ z

0

(g(t)− t) dt ≺ 1

z2

∫ z

0

(√
1 + t2 − 1− t

)
dt.

Niech r(z) = z√
1+z2 . Zbiór r(U) jest obszarem Θ ograniczonym przez hiperbol ↪e x

2 −
y2 = 1/2 i zawieraj ↪acym pocz ↪atek uk ladu wspó lrz ↪ednych st ↪ad g′(z) ≺ z/

√
1 + z2 jest

równoważne temu, że g′(U) ⊂ Θ i g′(0) = 0.
Ruscheweyh w [69] wprowadzi l poj ↪ecie zbioru dualnego i zasady dualności. Niech H0

b ↪edzie z lożony z funkcji f ∈ H z f(0) = 1. Wtedy dla zbioru V ⊂ H0 definiujemy zbiór
dualny jako

V∗ = {g ∈ H0 : ∀f ∈ V ; (f ∗ g)(z) 6= 0 w U} ,
i V∗∗ = (V∗)∗, jako drugi dualny. Ważna ”zasada dualności”mówi, że pod pewnymi
nie zawsze silnymi za lożeniami o V , wiele liniowych(i innych) extremalnych problemów
dla V∗∗ można rozwi ↪azać w V . W wielu ciekawych przypadkach zbiór V∗∗ jest znacznie
obszerniejszy niż zbiór V .

Niech U ⊂ H. Wtedy T jest nazywany zbiorem testowym dla U (co zapisujemy T ∼>
U) jeżeli T ⊂ U ⊂ T ∗∗.

Wiadomo, że [69, str. 33] dla α ≥ 1, β ≥ 1

(3.6) T (α, β) ∼> K(α, β),

gdzie K(α, β) jest klas ↪a Kaplana zdefiniowan ↪a w (3.3) oraz

T (α, β) =

{
(1 + xz)[α](1 + yz)α−[α]

(1 + uz)β
: x, y, z ∈ U

}
.
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Z kolei, funkcje f zwi ↪azane ze zbiorem testowym w ten sposób, że

f

z
∈ T (1, 3− 2α)∗

stanowi ↪a ważn ↪a klas ↪e zwan ↪a klas ↪a pregwiaździstych funkcji rz ↪edu α ≤ 1 i oznaczan ↪a przez
Rα. Przez zwi ↪azek (3.6) klasa Rα jest także mocno powi ↪azana z klas ↪a K(α, β). Można
si ↪e przekonać, że f ∈ Rα jeśli tylko f ∈ A i f spe lnia

f ∗ z

(1− z)2−2α
∈ S∗α gdy α < 1,

oraz

Re

{
f(z)

z

}
>

1

2
dla α = 1.

Pregwiaździste funkcje odgrywaj ↪a ważn ↪a rol ↪e w rozwi ↪azaniu kilku problemów. Dla wartości
α = 0, 1/2 i 1 daj ↪a R0 = K, R1/2 = S∗1/2 i R1 = coK, odpowiednio. Ponadto,

K ⊂ Rα ⊂ Rβ ⊂ coK dla 0 ≤ α ≤ β ≤ 1.

Zatem, klasa pregwiaździstych funkcji daje jedno z możliwych ci ↪ag lych przej́sć od klasy
wypuk lych funkcji do jej wypuk lej otoczki. Warto tu zaznaczyć, że funkcje pregwiaździste
rz ↪edu α s ↪a jednolistne jeśli tylko α ≤ 1/2, w przeciwnym wypadku mog ↪a nie być nawet
lokalnie jednolistne [75].

Wiadomo, że [88]

(3.7) Rα ∗ Rα ⊂ Rα

i, że [69, str. 63]

Rα ∗ Cα ⊂ Cα,

gdzie Cα oznacza klas ↪e funkcji prawie wypuk lych rz ↪edu α, zdefiniowan ↪a wcześniej w (3.4).
Odnotujmy, że R0 = K, zatem dla α = 0, zależność (3.7) staje si ↪e wcześniejszym rezulta-
tem, K ∗ K ⊂ K, stawianym jako hipoteza przez Pólya i Schoenberga [60] i dowiedzionej
w [70] przez Rusheweyha i Sheil–Smalla. Jednakże fakt, że Kα jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu
na splot z Rα wydaje si ↪e być pomini ↪ety iw literaturze. T ↪e luk ↪e wype lni wynik z pracy
[59]: Niech α ≤ 1 i niech f ∈ Rα, g ∈ Kα. Wtedy

f ∗ g ∈ Kα.

Ponadto,

Rα ∗ Kα = Kα.

Warto wspomnieć na zakończenie, nast ↪epuj ↪ace uogólnienie (3.1).

Twierdzenie 3.8. [59] Niech α ≤ 1, g ∈ Rα, F ∈ Kα i f ∈ A. Jeżeli f ≺ F , to
g ∗ f ≺ g ∗ F .

Twierdzenie 3.8 z α = 0 przybiera postać nast ↪epuj ↪acej implikacji

[g, F ∈ K, f ∈ A, f ≺ F ] ⇒ [g ∗ f ≺ g ∗ F ] ,

stawianej jako hipoteza w [93] przez Wilfa i dowiedzionej przez Ruscheweyha, [69, str. 86].
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4. Podporz ↪adkowania różniczkowe

Pocz ↪atku podporz ↪adkowań różniczkowych w geometrycznej teorii funkcji można do-
patrywać si ↪e znacznie wcześniej, jednakże tej nazwy zacz ↪eto na sta le używać pocz ↪awszy
od pracy ”Różniczkowe podporz ↪adkowania i jednolistne funkcje”[51] z 1981 roku napisa-
nej przez Millera i Mocanu. Ci autorzy zast ↪apili tam nierówności różniczkowe zmiennej
rzeczywistej przez ich zespolone odpowiedniki. W 2000 roku wydali oni podstawow ↪a mo-
nografi ↪e [52] na ten temat zbieraj ↪ac w niej zasadnicze rezultaty i pomys ly. Sta ly si ↪e one
fundamentem dla bardzo licznych prac w tej dziedzinie. Powsta ly też nowe zagadnienia
i próby ich rozwi ↪azywania. Nowe wyniki tego typu można znaleźć w ksi ↪ażce [17]. Zasto-
sowań i rozszerzeń tej teorii podporz ↪adkowań różniczkowych można si ↪e doparzyć w wielu
dziedzinach takich jak równania różniczkowe, funkcje harmoniczne, operatory ca lkowe,
równania różniczkowe cz ↪astkowe, funkcje meromorficzne, przestrzenie Banacha i funkcje
wielu zmiennych zespolonych. Podporz ↪adkowanie różniczkowe jest zespolonym analogo-
nem nierówności różniczkowej w zbiorze liczb rzeczywistych. Uzyskiwanie informacji o
w lasnościach funkcji na podstawie zachowania si ↪e jej pochodnej jest klasycznym tematem
dla funkcji zmiennej rzeczywistej. W teorii funkcji zespolonych wyst ↪epuj ↪a różnorodne
implikacje pokazuj ↪ace w lasności funkcji na podstawie różniczkowych warunków. Prostym
przyk ladem jest twierdzenie, które podali Noshiro i Warschawski [56], [92]: jeżeli f jest
analityczna w wypuk lym obszarze D i Re {f ′(z)} > 0 w D, to f jest jednolistna w D.
Pokazano wiele innych ciekawych implkacji w teorii podporz ↪adkowań różniczkowych do-
starczaj ↪acych informacji o geometrycznych w lasnościach funkcji f . Postawmy jedno z
takich zagadnień. Mianowicie, jeżeli Ψ : H → H, to pytamy o istnienie najmniejszego w
stosownym sensie zbioru Ω ⊂ C takiego, że

(4.1) Ψ[f ](U) ⊂ Ω ⇒ f ∈ B,

gdzie B jest zadan ↪a podklas ↪a H. W pracach [5], [7], [6] i [79] dowodzimy w lasności typu
(4.1). W [5] rozważamy zbiór

(4.2) Ω(β, ζ) =
{
w ∈ C :

∣∣w − 2β + ζ
∣∣ > |Rew − β|

}
,

gdzie β < 1 i ζ ∈ C s ↪a dane. Można zauważyć, że zbiór Ω(β, ζ) jest zbiorem punktów
p laszczyzny takich, że odleg lość od ogniska 2β−ζ jest wi ↪eksza od odleg lości od kierownicy
Re {w} = β, czyli Ω(β, ζ) jest wkl ↪es lym obszarem leż ↪acym na prawo od paraboli

γ :
∣∣w − 2β + ζ

∣∣ = |Rew − β|
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gdy β < Re {ζ}, oraz na lewo, gdy β > Re {ζ}, rys.2.

-

6

Re

Im

r−3
4

ri
2

rF
r
rA

r3i
2

r
r−i rζ = 1− i

γ

γ :
∣∣w − 2β + ζ

∣∣ = |Rew − β|
β = 1

2
; ζ = 1− i

kierownica l : Rew = 1
2
; ognisko F = i

A = 1
4

+ i,

l

Rys.2. Ω(1
2
, 1− i).

Zastosowanie metod z teorii podporz ↪adkowań różniczkowych pozwala na wykazanie
nast ↪epuj ↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. [5] Niech κ < 1 i ζ ∈ C, Reζ > κ i niech

Ω(κ, ζ) =
{
w ∈ C :

∣∣w − 2κ+ ζ
∣∣ > |Rew − κ|

}
.

Jeżeli h ∈ A i
ζh′(z) ∈ Ω(κ, ζ) (z ∈ U),

to

Re

[
ζ
h(z)

z

]
> κ (z ∈ U).

Przy przyj ↪etych za lożeniach to oszacowanie jest optymalne.

Dla ζ = 1 Twierdzenie 4.1 upraszcza si ↪e do nast ↪epuj ↪acego wniosku dowiedzionego
wcześniej w [80].

Wniosek 4.2. [80] Niech α < 1. Jeżeli h ∈ A i

h′(U) ⊂ Ω(α, 1) = {w ∈ C : |w − 2α + 1| > |Rew − α|} ,
to

Re

[
h(z)

z

]
> α (z ∈ U).

Twierdzenie 4.1 i Wniosek 4.2 stosujemy w [5] do rozwi ↪azywania pewnych zagadnień
dotycz ↪acych wspó lczynników funkcji. TNδ-otoczenie (δ > 0) funkcji f(z) = z+

∑∞
n=2 anz

n

jest definiowane jako

TNδ(f) =

{
g(z) = z +

∞∑
n=2

bnz
n ∈ A :

∞∑
n=2

Tn|an − bn| ≤ δ

}
,

gdzie T jest pewnym ci ↪agiem liczbowym T = {Tn}∞n=2 liczb nieujemnych. Jeżeli T =
{n}∞n=2, to TNδ-otoczenie staje si ↪e δ-otoczeniem Nδ(f) wprowadzonym przez Rusche-
weyha w [68], który uży l je do uogólnienia wcześniejszego wyniku z [26], że N1(z) ⊂ S∗,
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przez pokazanie, że jeżeli f ∈ K, to N1/4(f) ⊂ S∗. Tego typu wyniki można znaleźć
także w [23], [24], [25], [84]. TNδ-otoczenie po raz pierwszy zosta lo zdefiniowane w pracy
[73], gdzie autorzy rozważali problem znalezienia wystarczaj ↪acego warunku dla f ∈ A
implikuj ↪acego istnienie TNδ(f) zawartego w zadanej klasie. Udowodnione wtedy zosta ly
ważne zwi ↪azki iloczynu Hadamarda TNδ-otoczeniami. Jeżeli funkcja f ma inn ↪a normali-
zacj ↪e niż w klasie A, to rozważa sie zmodyfikowane δ-otoczenie. W pracy [5] rozważamy

δ-otoczenie funkcji p(z) = 1 +
∑∞

n=1 pnz
n, oznaczane przez N̂δ(p), zdefiniowane przez

N̂δ(p) =

{
q(z) = 1 +

∞∑
n=1

qnz
n :

∞∑
n=1

|pn − qn| ≤ δ

}
.

Oznaczmy dwie klasy funkcji dla α < 1:

P(α) = {p : zp(z) ∈ A i Re [p(z)] > α dla z ∈ U}

i klas ↪e

P ′(α) = {p : zp(z) ∈ A i [zp(z)]′ ∈ Ω(α) dla z ∈ U} ,
gdzie

Ω(α) = Ω(α, 1) = {w ∈ C : |w − 2α + 1| > |Rew − α|} .

Wniosek 4.3. [5] Jeżeli β ≤ α < 1, to

P ′(α) ⊂ P(α) ⊂ P(β).

Chociaż P ′(α) ⊂ P(α), to klasy P ′(α) i P(α) s ↪a różne . Aby to uzasadnić rozważmy
funkcj ↪e p(z) = 1 + (1− α)z. Wtedy p ∈ P(α) i

[zp(z)]′ |z=−1= [1 + 2(1− α)z]z=−1 = 2α− 1.

Widać, że w = 2α− 1 6∈ cl[Ω(α, 1)] wi ↪ec p 6∈ P ′(α).
Wniosek 4.3 może sugerować nast ↪epuj ↪acy problem. Dla zadanych β ≤ α < 1 i q ∈ P ′(α)

znaleźć wystarczj ↪ace warunki na δ, które implikuj ↪a istnienie N̂δ(q) zawartego w P(β).
Dla rozwi ↪azania tej kwestii wyznaczamy najpierw w [5] warunek wystarczaj ↪acy na

przynależność do klasy P(β) w postaci w lasności splotu i pewn ↪a w laściwość klasy P ′(α):

(4.3) q ∈ P(β) ⇔ [q(z) ∗ hβ(z)] 6= 0 ∀t ∈ (0, 2π) ∀z ∈ U,

gdzie

hβ(z) =

[
1

1− z
− 1 + (1− 2β)eit

1− eit

]
eit − 1

2(1− β)eit
.

Jeżeli α ≤ β < 1 i q ∈ P ′(α), to

(4.4) |ζ(q ∗ hβ)(z)| > α− β ∀z ∈ U ∀t ∈ (0, 2π),

gdzie ζ = 2(1−β)eit

eit−1
= 1− β + (1−β) sin t

1−cos t
i.

W oparciu o fakty (4.3) i (4.4) dowodzimy nast ↪epuj ↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4. [5] Niech α ≤ β < 1 i q ∈ P ′(α), to

N̂δ(q) ⊂ P(β)

jeśli tylko δ ≤ α− β.
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Problemy dotycz ↪ace TNδ-otoczeń w różnych klasach funkcji rozważamy także w [10],
[11] i [12].

Innym problemem typu (4.1) jest znalezienie najmniejszego α takiego, że dla wszystkich
f ∈ A

Re[f ′(z) + αzf ′′(z)] > 0 ⇒ f ∈ S∗.
R. Singh i S. Singh [76] pokazali, że jeżeli f ∈ A i Re {f ′(z) + zf ′′(z)} > −1/4 (z ∈ U),

to f ∈ S∗. Ponnusamy [62] poprawi l ten wynik poprzez zast ↪apienie sta lej −1/4 przez
−0.308... . Ostatnio R. Szász i L.–R. Albert [89] sprawdzili przy pomocy komputera, że

1

8
< inf

α∈(0,∞)
{∀f ∈ A [Re[f ′(z) + αzf ′′(z)] > 0 ⇒ f ∈ S∗]} < 1

7
.

W [6] rozważamy podobne wystarczaj ↪ace warunki na przynależność funkcji do klasy S∗α
funkcji gwiaździstych rz ↪edu α. Wprowadźmy oznaczenie

pγ(z) =
1 + γz

1− z
= 1 + (1 + γ)

∞∑
k=1

zk (z ∈ U).

Jeżeli γ 6= −1, to funkcja pγ odwzorowuje U na pó lp laszczyzn ↪e Rew > (1− γ)/2 i  latwo
si ↪e przekonać, że dla γ ∈ (−1, 1]{

f ∈ A :
zf ′(z)

f(z)
≺ pγ(z) w U

}
= S∗(1−γ)/2.

Twierdzenie 4.5. [6] Niech α > 0, γ ∈ R\{−1}. Jeżeli f ∈ A i f ′(z)+zf ′′(z)/α ≺ pγ(z),
to

f(z)

z
≺ 1 + α(1 + γ)

∞∑
k=1

zk

(1 + k)(k + α)
:= H(α, γ; z)

i H(α, γ; z) jest najlepsz ↪a dominant ↪a w sensie, że jeżeli f(z)/z ≺ G(z), to H(α, γ; z) ≺
G(z).

Dla α > 0 i γ > −1 funkcja H(α, γ; z) jest wypuk la jednolistna i posiada dodatnie
wspó lczynniki, zatem H(U) jest wypuk lym obszarem symetrycznym wzgl ↪edem osi rzeczy-
wistej, ponadto

H(α, γ;−1) < Re[H(α, γ; z)] < H(α, γ; 1),

st ↪ad otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 4.6. [6] Niech α > 0, γ > −1. Jeżeli f ∈ A i f ′(z) + zf ′′(z)/α ≺ pγ(z), to

H(α, γ;−1) < Re

[
f(z)

z

]
< H(α, γ; 1) (z ∈ U).

Dla obliczenia H(α, γ;−1), < H(α, γ; 1), zauważmy, że

∞∑
k=1

ιk

k(k + x)
=

{
[ψ(x+ 1) + C] /x dla ι = 1,
[B(x+ 1)− ln 2] /x dla ι = −1,

gdzie

B(z) =

∫ 1

0

tz−1

1 + t
dt =

∞∑
k=0

1

(z + 2k)(z + 2k + 1)
(Rez > 0)
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jest funkcj ↪a Beta oraz ψ(z) = [ln Γ(z)]′, gdzie Γ jest gamma–funkcj ↪a i C jest sta l ↪a Eulera.
Zatem otrzymujemy

H(α, γ;−1) =

{
1 + α 1+γ

1−α
[1− B(1 + α)− ln 2] dla α ∈ (0,+∞) \ {1},

1 + (1 + γ)(π2

12
− 1) dla α = 1,

i

H(α, γ; 1) =

{
1 + α 1+γ

1−α
[1− ψ(1 + α)− C] dla α ∈ (0,+∞) \ {1},

1 + (1 + γ)(π2

6
− 1) dla α = 1.

Powyższe wyniki stosujemy w dowodzie g lównego twierdzenia pracy [6].

Twierdzenie 4.7. [6] Niech α ∈ (0, 1] i f ∈ A. Wtedy f ∈ S∗(1−α)/2 jeśli tylko dla z ∈ U

Re
[
f ′(z) +

z

α
f ′′(z)

]
> γ(α) := −1 +

−α2 + 5α− 2

α(4 + (α2 − α + 2)B(α))
i γ(α) < g(α),

gdzie

B(α) =
∞∑

k=1

(−1)k

(1 + k)(k + α)
=

{ 1
1−α

[1− B(1 + α)− ln 2] dla α ∈ [0, 1),
π2

12
− 1 dla α = 1,

oraz

g(α) :=

{
−1− 1−α

α[B(2)−B(1+α)]
dla α ∈ (0,+∞) \ {1},

π2

12−π2 = 4.6327 . . . dla α = 1.

W [6] podajemy kilka zastosowań tego twierdzenia.

Jeżeli α = 1, to otrzymujemy γ(1) = −π2

π2+12
= −0.45 . . . i γ(1) < g(1) = 4, 63 . . . . Zatem

Twierdzenie 4.7 prowadzi do nast ↪epuj ↪acego wniosku.

Wniosek 4.8. [6] Jeżeli f ∈ A, to f ∈ S∗, o ile

(4.5) Re [f ′(z) + zf ′′(z)] >
−π2

π2 + 12
= −0.45 . . . (z ∈ U).

To poprawia wynik Millera i Mocanu podany w formie ca lkowej [52, str. 309], gdzie

zamiast liczby −π2

π2+12
jest liczba 6−π2

24−π2 = −0.273 . . . . Ponadto sta la dana w (4.5) jest nieco
lepsza od −0.308 . . . podanej przez Ponnusamyego w [62].

Wniosek 4.9. [6] Jeżeli f ∈ A, to f ∈ S∗1/4, o ile

Re [f ′(z) + 2zf ′′(z)] > −1 +
2

2 + 7(π − ln 4)
− 0.86 . . . (z ∈ U).

Wniosek 4.10. [6] Jeżeli f ∈ A, to f ∈ S∗1/3, o ile

Re [f ′(z) + 3zf ′′(z)] > −1− 3

15−
√

3π
= −1.25 . . . (z ∈ U).

Wniosek 4.11. [6] Jeżeli f ∈ A, to f ∈ S∗1/2, jeśli tylko

Re [zf ′′(z)] > − 2

4 + 2B(0)
= − 1

3− ln 4
= −0.61969 . . . (z ∈ U).
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Wniosek 4.11 jest pokrewny dok ladnemu wynikowi postaci

f ∈ A i Re[zf ′′(z)] > − 3

8 ln 2
= −0.721 . . . ⇒ f ∈ S∗

otrzymanemu przez Ali, Ponnusamy i Singh w [9], inne pokrewne wyniki s ↪a w [52, pp.
275–277].

W [74] Silverman rozważa l pewnien iloraz wyrażeń zwi ↪azanych z funkcjami wypuk lymi
i gwiaździstymi. Mianowicie, dla 0 < b ≤ 1, on wprowadzi l do rozważań klas ↪e

Gb :=

{
f ∈ A :

∣∣∣∣1 + zf ′′(z)/f ′(z)

zf ′(z)/f(z)
− 1

∣∣∣∣ < b dla z ∈ U
}

i pokaza l, że Gb ⊂ S∗
2/(1+

√
1+8b)

. Obradović i Tuneski w [57] poprawili ten rezultat poka-

zuj ↪ac, że jeżeli f ∈ Gb, to Q(f, z) ≺ h(z), gdzie h(z) = 1/(1+bz). Tuneski w [91] poda l wy-
starczaj ↪ace warunki dla funkcji f ∈ Gb na to aby Q(f, z) ≺ 1+Az

1+Bz
, gdzie −1 ≤ B < A ≤ 1.

W [7] podajemy uogólnienie g lównego twierdzenia zawartego w [91]. W [7] podajemy
również różnorodne zastosowania tego uogólnienia.

Twierdzenie 4.12. [7] Niech h ∈ H, h(0) = 1, bedzie jednolistna i niezeruj ↪aca si ↪e w U i
taka, że

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> 2Re

[
zh′(z)

h(z)

]
(z ∈ U).

Jeżeli p ∈ H, h(0) = 1, i spe lnia

zp′(z)

p2(z)
≺ zh′(z)

h2(z)
≡ H(z) (z ∈ U),

to

p(z) ≺ h(z) (z ∈ U).

Wniosek 4.13. [7] Niech h ∈ H, h(0) = 1, b ↪edzie jednolistna i niezeruj ↪aca si ↪e w U i
taka, że

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> 2Re

[
zh′(z)

h(z)

]
(z ∈ U).

Jeżeli f ∈ A i spe lnia

1 + zf ′′(z)/f ′(z)

zf ′(z)/f(z)
− 1 ≺ zh′(z)

h2(z)
(z ∈ U),

to
zf ′(z)

f(z)
≺ h(z).

Jak pokazano w [7], przy odpowiednio dobranej funkcji h powyższe rezultaty staj ↪a si ↪e
wcześniej uzyskanymi przez Silvermana, oraz w pracy Obradovića i Tuneskiego.
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[14] M. Biernacki, Sur l’intégraledes fonctions univalentes, Bull. Acad. Polon. Sci., 8(1960), 29-34.
[15] D. A. Brannan, W. E. Kirwan, On some clases of bounded univalent functions, J. London Math.

Soc., 1(2)(1969), 431–443.
[16] D. Bshouty, A note on Hadamard products of univalent functions, Proc. Amer. Math. Soc., 80(1980),

271–272.
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5. Omówienie prac z ostatnich 10 lat, które nie wchodz ↪a w sk lad
jednotematycznego cylku publikacji omówionego wyżej

W tym omówieniu stosujemy oznaczenia z autoreferatu, wprowadzone poprzednio.
W pracach [1], [2] [3] rozważamy klas ↪e

(5.1) P (A,B) =

{
f ∈ H : f(z) ≺ 1 + Az

1 +Bz

}
,

gdzie liczby A,B s ↪a zespolone i takie, że A + B 6= 0, |B| ≤ 1. W pracy J. Stankiewicz i
Z. Stankiewicz, Convolution in some classes of functions, Folia Sci. Univ. Tech. Resov.
48(1998), 93–101, pokazano, że iloczyn Hadamarda takich klas spe lnia

(5.2) P (A,B) ∗ P (C,D) ⊂ P (AC + AD +BC,BD)

oraz

(5.3) P (A,B) ∗ P (C,D) = P (AC + AD +BC,BD),

o ile |B| = 1 lub |D| = 1. Pokazujemy, że inkluzji w (5.2) nie można zast ↪apić równości ↪a
jak w to jest w szczególnym przypadku (5.3). Ponadto dowodzimy, że Ω ∗ Ω 6= Ω, gdzie
Ω = {ω ∈ H : |ω(z)| ≤ |z|, z ∈ U} jest klas ↪a funkcji Schwarza. W pracy [3] poprawiamy
poprzednie wyniki z [1] dowodz ↪ac, że poza przypadkiem (5.3) nie istniej ↪a liczby zespolone
X,Y takie, że X + Y 6= 0, |Y | ≤ 1 i

P (X, Y ) ⊂ P (A,B) ∗ P (C,D).

W pracy [4] uogólniamy różnorodne w lasności operatora Choi-Saigo-Srivastavy Iλ,µ.
Wprowadzony on zosta l w pracy J. H. Choi, M. Saigo i H. M. Srivastava, Some inclusion
properties of a certain family of integral operators, J. Math. Anal. Appl. 276(2002),
432–445, w nast ↪epuj ↪acy sposób

Iλ,µ : A → A, Iλ,µf(z) = fλ,µ(z) ∗ f(z) (λ > −1, µ > 0),

gdzie
z

(1− z)λ+1
∗ fλ,µ(z) =

z

(1− z)µ
.

W tejże pracy [4] podane s ↪a też uogólnienia niektórych wyników z pracy K. I. Noor, M.
A. Noor, On integral operators, J. Math. Anal. Appl. 238(1999), 341–352, dotycz ↪ace tego
operatora.

W pracy [5] podajemy uogólnienie wyniku z pracy S. Ruscheweyh i J. Stankiewicz,
Subordination under convex univalent functions, Bull. Polish Acad. Sci. Math. 33(1985),
499–502, mówi ↪acego, że jeśli F,G s ↪a różnowartościowe i wypuk le oraz f ≺ F , g ≺ G, to
f ∗ g ≺ F ∗ G. Jednakże to uogólnienie okazauje si ↪e być nieprawdziwe bez dodatkowego
za lożenia jednolistności.

W pracy [6] dowodzimy, że jeśli Re {f ′(z)} ≥ (π2− 6)/(π2− 24) w kole jednostkowym,
to funkcja (Alexander operator),

Φ(z) =

∫ z

0

f(t)/t dt

należy do klasy funkcji gwiaździstych S∗.
W pracy [7] poprawiamy rożnorodne wyniki podane w pracy J.-L. Liu, H. M. Srivastava,

Certain properties of the Dziok-Srivastava operator, Appl. Math. Comp. 159(2004),
4485–493. Operator Dzioka-Srivastavy Hp, wyst ↪epuj ↪acy w tytule, jest bardzo znany i
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zosta l zdefiniowany w pracy J. Dziok, H. M. Srivastava, Classes of analytic functions
associated with generalized hypergeometric function Appl. Math. Comput. 103(1999),
1–13, która ma dziesia̧tki cytowań. Jeżeli f(z) = zp + ap+1z

p+1 + · · · , ten operator można
zdefiniować nast ↪epuj ↪aco

Hpf(z) = {zp · qFs(α1, . . . , αq; β1, . . . , βs; z)} ∗ f(z),

gdzie funkcja qFs ma postać (przy stosownych za lożeniach na lożonych na parametry)

qFs(α1, . . . , αq; β1, . . . , βs; z) =
∞∑

n=0

(α1)n · · · (αq)n

(β1)n · · · (βs)n

zn

n!
, (z ∈ U).

W pracy [8] rozważamy klas ↪e

Pα :=

{
f ∈ H : f(0) = 1, f(z) ≺ 1− z(2α− 1)

1− z

}
.

Dowodzimy, że jeżeli f, g ∈ A, α, β < 1 oraz f ′ ∈ Pα, g′ ∈ Pβ i Φ(z) = (f ∗ g)(z), to

Φ′(z) ≺ P (z) (z ∈ U)

oraz
Φ(z)

z
≺ Q(z) (z ∈ U),

gdzie

P (z) = 1 + 4(1− α)(1− β)

[
z

2
+
z2

3
+
z3

4
+ ...

]
oraz

Q(z) = 1 + 4(1− α)(1− β)

[
z

22
+
z2

32
+
z3

42
+ ...

]
s ↪a wypuk lymi funkcjami jednolistnymi. Wynik ten ma kilka ciekawych wniosków zawar-
tych w [8]. Ponadto dowodzimy w [8], że jeżeli f, g ∈ A, α, β < 1 oraz f ′ ∈ Pα, g′ ∈ Pβ i
Φ(z) = (f ∗ g)(z), to Φ ∈ S∗ o ile

(1− α)(1− β) ≤ 9

24− π2
≈ 0.6369.

Jeżeli f, g, h ∈ A, α, β, γ < 1 oraz f ′ ∈ Pα, g′ ∈ Pβ, h′ ∈ Pγ i ζ(z) = (f ∗ g ∗ h)(z), to
ζ ∈ K, o ile

(5.4) (1− α)(1− β)(1− γ) ≤ 9

48− 2π2
≈ 0.31846.

Ostatni rezultat poprawia wcześniejszy z pracy A. Y. Lashin, Some convolution properties
of analytic functions, Appl. Math. Lett. 18(2005), 135–138, gdzie zamiast ostatniej
nierówości (5.4) jest

(1− α)(1− β)(1− γ) ≤ 3

16(ln2− 1)2 + 8
≈ 0.31557.

W pracy [9] rozważamy pewn ↪a klas ↪e funkcji wielolistnych w kole jednostkowym zdefi-
niowan ↪a za pomoc ↪a liniowego operatora o dość ogólnych w lasnościach. Jak si ↪e okazuje
wyniki uzyskane w [9] uogólniaj ↪a wiele wcześniejszych wyników uzyskanych dla konkretnie
zadanych operatorów.

W pracy [10] kontynuujemy badanie w lasności splotu funkcji, podobnie jak w omówieniu
pracy [8], uzyskuj ↪ac nowe rezultaty dotycz ↪ace jego wypuk lości.
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W pracy [11] poprawiamy rożnorodne wyniki podane w pracy N. E. Cho, O. S. Kwon
oraz H. M. Srivastava, Inclusion relationships and argument properties for certain sub-
classes of multivalent functions associated with a family of linear operators, J. Math.
Anal. Appl. 292 (2004), 470–483, a które dotycz ↪a funkcji wielolistnych. Poprawienie
poprzednich wyników sta lo si ↪e tutaj możliwe dzi ↪eki elastycznemu po l ↪aczeniu metod pod-
porz ↪adkowań różniczkowych z ciekawymi w lasnościami iloczynu Hadamarda.

W pracy [12] poprawiamy niektóre rezultaty z pracy N. E. Cho, O. S. Kwon, H. M. Sriva-
stava, Inclusion and argument properties for certain subclasses of meromorphic functions
associated with a family of multiplier transformations, J. Math. Anal. Appl. 300(2004),
505-520, dzi ↪eki zastosowaniu bardziej efektywnych metod dowodowych. Kilka nowych
w lasności badanej klasy funkcji meromorficznych jest też wykazane w tej pracy.

W pracy [13] kontynuujemy badanie w lasności klas funkcji wprowadzonych w pracy
K. I. Noor, On classes of analytic functions defined by convolution with incomplete beta
functions, J. Math. Anal. Appl. 307 (2005), 339-349. Podajemy pewne nowe zależności
dotycz ↪ace wspó lczynników i promień wypuk losci w jednej z rozważanych klas.

W pracy [14] dowodzimy nowych w lasności klasy Vp(αi;A,B) funkcji p-listnych zdefi-
niowanych warunkiem

(5.5) αi
Hp(αi + 1)f(z)

Hp(αi)f(z)
+ p− αi ≺ p

1 + Az

1 +Bz

w pracy J. Dziok, H. M. Srivastava, Classes of analytic functions associated with the
generalized hypergeomertic function, Appl. Math. Comput. 103(1999), 1-13. W pod-
porz ↪adkowaniu (5.5) Hp oznacza operator Dzioka-Srivastavy podany wyżej. Ta klasa
Vp(αi;A,B) jest uogólnieniem klasy rozważanej w pracy Y. C. Kim, H. M. Srivastava,
Fractional integral and other linear operators associated with the Gaussian hypergeometric
function, Complex Var. Theory Appl. 34(1997), 293–312, oraz w kilku innych pracach.

W pracy [15] dowodzimy w lasności klasy funkcji V p
k (H;A,B) zdefiniowanej podobnym

warunkiem do (5.5). Pokazujemy, mi ↪edzy innymi, że klasy V p
k (H;A,B) s ↪a dla odpowied-

nich parametrów powi ↪azane operatorem Bernardiego, S. D. Bernardi, Convex and starlike
univalent functions, Trans. Amer. Math. Soc. 135(1969), 429-446.

W pracy [16] zajmujemy si ↪e klas ↪a funkcji mocno gwiaździstych rz ↪edu β, to jest klas ↪a

S∗[β] =

{
f ∈ A :

∣∣∣∣Arg

[
zf ′(z)

f(z)

]∣∣∣∣ < βπ

2

}
,

gdzie β ∈ (0, 1]. Oznaczmy również

R = {f ∈ A : Re[f ′(z)] > 0}

tzw. klas ↪e funkcji o ograniczonym obrocie. Opreator ca lkowy Libery L : A → A, L[f ] :=
F , gdzie

(5.6) F (z) =
2

z

∫ z

0

f(t) dt,

by l badany wcześniej pod różnymi wzgl ↪edami. W pracy [15] badamy mocn ↪a gwiaździstość
L[f ] dla f ∈ R. W pracy P. T. Mocanu, On starlikeness of Libera transform, Mathematica
(Cluj), 28(51)(1986), 153–155, pokazano, że

L[R] ⊂ S∗ = S∗[1],
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a w pracy P. T. Mocanu, New extensions of a theorem of R. Singh oraz S. Singh, Mathe-
matica (Cluj), 37(60)(1995), 171–182, poprawiono wynik na

L[R] ⊂ S∗[8/9].

W pracy S. S. Miller, P. T. Mocanu, Libera transform of functions with bounded turning,
J. Math. Anal. Appl., 276(2002), 90–97, podano wynik

L[R∩A2] ⊂ S∗[2/3],

gdzie An ⊂ H oznacza klas ↪e funkcji postaci f(z) = z + an+1z
n+1 + an+2z

n+2 + · · · . W
pracy [15] zajmujemy si ↪e podobnym problemem uzyskuj ↪ac nieco lepszy wynik:

L[R∩A2] ⊂ S∗[3/5].

Można powyższ ↪a inkluzj ↪e zapisać bardziej bezpośrednio jako

f ∈ A2 i Re[f ′(z)] > 0 =⇒
∣∣∣∣Arg

[
zF ′(z)

F (z)

]∣∣∣∣ < 3π

10

lub równoważnie, wykorzystuj ↪ac (5.6), jako

F ∈ A2 i Re

[
F ′(z) +

1

2
zF ′′(z)

]
> 0 =⇒

∣∣∣∣Arg

[
zF ′(z)

F (z)

]∣∣∣∣ < 3π

10
.

W pracy [17] dowodzimy nast ↪epuj ↪acej zależności:
Jeli f ∈ A, to

Re

[
zf ′′(z)

f ′(z)

]
< Re

[
zf ′(z)

f(z)

]
− 3

4
⇒ zf ′(z)

f(z)
≺
√

1 + z.

Powyższy warunek jest ścísle zwi ↪azany z przynależności ↪a funkcji f do klasy SL∗, oma-
wianej na pocz ↪atku autoreferatu. Wcześniej w pracy M. S. Robertson, Certain classes of
starlike functions, Michigan Math. J. 76, no.1, (1954), 755–758, pokazano geometrycznie
pokrewny wynik: Jeżeli f ∈ A, f(z)/z 6= 0 i k ∈ (0, 2], to∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ k

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ⇒ zf ′(z)

f(z)
≺ 2

2 + kz
.

W pracy [18] dowodzimy nast ↪epuj ↪acej zależności. Niech α < 1. Jeśli h ∈ A i

h′(U) ⊂ Ω(α) = {w ∈ C : |w − 2α + 1| > |Rew − α|} ,
to

Re

[
h(z)

z

]
> α (z ∈ U).

Jeden z wniosków z powyższej zależności jest twierdzeniem z wcześniejszej pracy S. S.
Miller, P. T. Mocanu, Marx–Strohhäcker differential subordination systems, Proc. Amer.
Math. Soc. 99(1987), 527–534.

W pracy [19] rozważamy splot ca lkowy

(f ~ g)(z) =

z∫
0

(f ∗ g)(t)

t
dt,

funkcji z klasy k − ST , 0 ≤ k <∞,

(5.7) k − ST =

{
f ∈ S : Re

[
zf ′(z)

f(z)

]
> k

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ , (z ∈ U
}
,
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badanej w pracy S. Kanas, A. Wísniowska, Conic regions and k-uniform convexity, J.
Comput. Appl. Math. 105(1999), 327–336. Podajemy, mi ↪edzy innymi, warunki impli-
kuj ↪ace zawieranie typu

Nδ(k − ST ) ~Nδ(K) ⊂ k − ST ,
gdzie Nδ(k −ST ) oznacza δ-otoczenie klasy k −ST , a K klas ↪e funkcji wypuk lych. S ↪a to
wyniki sprowadzaj ↪ace si ↪e dla k = 0 do znanego wyniku z pracy St. Ruscheweyh, Neigh-
borhoods of univalent functions, Proc. Amer. Math Soc. 49(1975), 109–115, mówi ↪acego,
że N1/4(K) ⊂ S∗. W pracy rozważany jest też tzw. promień stabilności splotu ca lkowego
dla pary klas funkcji.

W pracy [20] dowodzimy w lasności klasy V p
k (H;A,B) funkcji zdefiniowanej podobnym

warunkiem do (5.5), z p = 1.
W pracy [21] badamy TNδ otoczenia funkcji f(z) = z + a2z

2 + · · ·

TNδ(f) =

{
g(z) = z +

∞∑
n=2

bnz
n ∈ A :

∞∑
n=2

Tn|an − bn| ≤ δ

}
.

wprowadzone w pracy T. Sheil-Small, E. M. Silvia, Neighborhoods of analytic functions, J.
Analyse Math. 52(1989), 210–240. Tn jest pewnym ci ↪agiem liczbowym. W [21] rozważamy
Tn = 1/[(n − 1)n2]. Dowodzimy, mi ↪edzy innymi, że jeżeli f należy do klasy funkcji wy-
puk lych, to TNx(f) ⊃ S , gdzie x = 3 − π2/6 = 1, 355 . . .. Wyniki przedstawione
nawi ↪azuj ↪a do wcześniej uzyskanych w pracach. R. Fourniera, On neighbourhoods of uni-
valent starlike functions, Ann. Polon. Math. 47(20(1986), 189–202; On neighbourhoods
of univalent convex functions, Rocky Mountain J. Math. 16(3)(1986), 579–589; A note
on neighbourhoods of univalent functions, Proc. Amer. Math. Soc. 87(1)(1983), 117–120.

W pracy [22] wprowadzamy liczb ↪e

S(X ,Y ,Z) = min {s ∈ R : Is(f ∗ g) ∈ Z ∀f ∈ X ∀g ∈ Y}
= min {s ∈ R : Is(X ∗ Y) ⊂ Z} ,

gdzie X , Y i Z s ↪a podklasami H, a

Isf(z) = Is

(
∞∑

n=1

anz
n

)
=

∞∑
n=1

an

ns
zn.

oznacza operator Sălăgeana, St. Ģ. Sălăgean, Subclasses of univalent functions, Complex
analysis—fifth Romanian-Finnish seminar, Part 1 (Bucharest, 1981), Lecture Notes in
Math., 1013, Springer, Berlin, 1983, pp. 362–372. Wyznaczamy wartości liczby S dla
różnych trójek spośród klas funkcji, jak na przyk lad wypuk lych, gwiaździstych i tych
zdefiniowanych w (5.7).

W pracy [23] pokazujemy, że jeżeli f ∈ A i

Re
[
eiϕ(f ′(z) + zf ′′(z/α)− β)

]
> 0, z ∈ U,

to pod pewnymi dodatkowymi warunkami na α, β, ϕ funkcja f jest gwiaździsta rz ↪edu
µ zależnego od α, β, ϕ. Dowodzimy tego wyniku w oparciu o zasad ↪e dualnosci w teorii
iloczynu Hadamarda wprowadzon ↪a w pracy St. Ruscheweyh, Duality for Hadamard pro-
ducts with applications to extremal problems for functions regular in the unit disc, Trans.
Amer. Math Soc. 210(1975), 63–74, która zosta la nieco przybliżona w rozdziale trzecim
autoreferatu.
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W pracy [24] uzupe lniamy i poprawiamy rezultaty dotycz ↪ace operatora i zwi ↪azanych
z nim klas funcji wprowadzonych w pracy M. K. Aouf, H. Silverman, H. M. Srivastava,
Some families of linear operators associated with certain subclasses of multivalent func-
tions, Comp. Math. Appl. 55(2008), 535–549. Uogólnienia opieraj ↪a sie na zastosowaniu
bardziej skutecznych metod z teorii podporz ↪adkowań różniczkowych.

W pracy [25] rozważamy w lasności klasy S∗(qc) funkcji f ∈ A takich, że∣∣∣[zf ′(z)/f(z)]
2 − 1

∣∣∣ < c, z ∈ U.

Badamy relacje S∗(qc) z innymi znanymi klasami funkcji zdefiniowanymi geometrycznymi
warunkami. Mi ↪edzy innymi zosta l wyznaczony promień wypuk lości rz ↪edu α i promień
gwiaździstości rz ↪edu α dla klasy S∗(qc). Szczególne przypadki tych wyników podane
zosta ly wcześniej w pracy J. Sokó l, Radius problems in the class SL∗, Appl. Math.
Comput. 214(2009), 569–573.

W pracy [26] wykorzystujemy rożniczkowo-ca lkowy operator Dzioka Ωα
β z pracy J.

Dziok, Applications of the Jack Lemma, Acta Math. Hungar. 105(1-2)(2004), 93–102,
używaj ↪ac go do zdefiniowania nowej klasy funkcji

J (σ,Ωα
β ;h) =

{
f ∈ A(p) : σ

[
1 +

z(Ωα
βf(z))′′

(Ωα
βf(z))′

]
+ (1− σ)

z(Ωα
βf(z))′

Ωα
βf(z)

≺ ph(z), z ∈ U

}
,

której w lasności badamy w [26]. Symbol A(p) oznacza klas ↪e funkcji f ∈ A, które s ↪a
p-listne w kole jednostkowym.

W pracy [27] definiujemy klas ↪e SLMα funkcji f analytitycznych w kole jednostkowym
takich, że

(5.8) α

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
+ (1− α)

zf ′(z)

f(z)
∈ p̃(U) dla z ∈ U

gdzie

p̃(z) =
τz + τ 2z2

1− τz − τ 2z2
(z ∈ U).

Liczba τ = (1 −
√

5)/2 dzieli przedzia l [0, 1] w z lotym stosunku. Wyznaczamy relacje
wprowadzonej klasy z innymi klasami, w szczególności z klas ↪a funkcji α-wypuk lych wpro-
wadzonej w pracy P. T. Mocanu, Une propriété de convexité généralisée dans la théorie
de la représentation conforme, Mathematica (Cluj) 11(34) (1969), 127– 133.

W pracy [28] badamy w lasności klasy KSL, zdefiniowanej warunkiem (5.8) z α = 1. Po-
dajemy, mi ↪edzy innymi, dok ladne oszacowania wspó lczynników funkcji w tej klasie; tzw.
wzór strukturalny dla funkcji w tej klasie; dok ladne oszacowania modu lu funkcji i modu lu
pochodnej; wyznaczamy rz ↪ad mocnej wypuk lości w sensie podanym w pracy J. Stan-
kiewicz, Quelques problèmes extrémaux dans les classes des fonctions α-angulairement
étoilées, Ann. Univ. Mariae Curie-Sk lodowska, Sect. A 20(1966)(1971), 59–75.

W pracy [29] badamy w lasności operatora Iλ
p,n na klasie funkcji p-listnych wprowadzo-

nego w pracy X. Fu, M. Liu, Some subclasses of analytic functions involving the generali-
zaed Noor integral operator, J. Math. Anal. Appl. 323(2006), 190–2008. W szczególnosci
podajemy warunki na to by |Iλ

p,nf(z)| < 1 w kole jednostkowym.
W pracy [30] rozważamy g lównie wystarczaj ↪ace warunki dla funkcji z kilku znanych klas

funkcji na to by spe lnia ly warunek Breaza: Re(f ′(z)) ≥ β|zf ′′(z)| w kole jednostkowym
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dla ustalonej liczby β, 0 < β ≤ 1. W szczególności rozważamy klas ↪e zdefiniowan ↪a w (5.7)
oraz klas ↪e funkcji f ∈ A takich, że∣∣∣∣f ′(z)− 1

f ′(z) + 1

∣∣∣∣ < β (z ∈ U)

zdefiniowan ↪a i badan ↪a wcześniej w pracach K. S. Padmanabhan, On a certain class of
functions whose derivatives have a positive real part in the unit disc, Ann. Polon. Math.
23(1970), 73–81, oraz T. R. Caplinger, W. M. Causey, A class of univalent functions,
Proc. Amer. Math. Soc. 39(1973), 357–361.

W pracy [31] szacujemy cz ↪eść rzeczywist ↪a ilorazu f(z)/z, gdy f należy do klasy funkcji
k-gwiaździstych zdefiniowanej warunkiem (5.7). G lówny wynik jest lepszy od uzyska-
nego w pracy A. Wísniowska-Wajnryb, Some extremal bounds for subclasses of univalent
functions, Appl. Math. Comput. 215(2009), 2634–2641, dzi ↪eki zastosowaniu bardziej
subtelnych metod.

W pracy [32] wyznaczamy nowe w lasności operatora

Ωλ
zf(z) = z +

∞∑
k=2

Γ(2− λ)Γ(k + 1)

Γ(k + 1− λ)
akz

k,

gdzie f(z) = z + a2z
2 + · · · . Operator zosta l wprowadzony w pracy S. Owa, H. M.

Srivastava, Univalent and starlike generalized hypergeometric functions, Canad. J. Math.
39(1987), 1057–1077.

W pracy [33] badamy w lasności funkcji poddanych dzia laniu operatora Carlsona-Shaffera,
B. C. Carlson, D. B. Shaeffer, Starlike and pre-starlike hypergeometric functions, SIAM
J. Math. Anal. 15(1984), 737–745, takich, że wtedy spe lniaj ↪a warunek

(5.9) Re

[
1 +

1

γ

(
zf ′(z)

f(z)
− 1

)]
> k

∣∣∣∣1γ
(
zf ′(z)

f(z)
− 1

)∣∣∣∣ , (z ∈ U),

gdzie k ≥ 0, γ ∈ C \ {0}. Warunek (5.9) można spotkać już w K. G. Subramanian, G.
Murugusundaramoorthy, P. Balasubrahmanyam, H. Silverman, Subclasses of uniformly
convex and uniformly starlike functions, Math. Japon. 42(3)(1995), 517-522, jednakże
dopiero później, z γ = 1, sta l si ↪e on bardziej znany dzi ↪eki gruntownym badanim w pracy
S. Kanas, A. Wísniowska, Conic regions and k-uniform convexity, J. Comput. Appl.
Math. 105(1999), 327–336. W pracy [33] zajmujemy si ↪e zastosowaniem w lasności pod-
porz ↪adkowan różniczkowych Briot-Boqueta do wyznaczania zależności mi ↪edzy funkcjami
opisanymi w (5.9). Ponadto podajemy oszacowania ich wspó lczynników i pewne w lasności
iloczynu Hadamarda takich funkcji.

W pracy [34] zajmujemy si ↪e w lasnościami pewnej klasy funkcji meromorficznych w
U \ {0}, które by ly intensywnie badane w latach 50-60-tych XX w. np. w pracy W.
C. Royster, Meromorphic starlike multivalent functions, Trans. Amer. Math. Soc. 107
(1963), 300-308. Funkcje meromorficzne wci ↪aż s ↪a badane w różnych aspektach. Praca
[34] nawi ↪azuje do pracy M. L. Mogra, T. R. Reddy, O. P. Juneja, Meromorphic univalent
functions with positive coefficients, Bull. Austral. Math. Soc. 32 (1985), 161–176. Dzi ↪eki
dodatkowemu za lożeniu, że badane funkcje meromorficzne maj ↪a dodatnie wspó lczynniki
uda lo sie uzyskac kilka ciekawych wyników. W pracy [34] badane funkcje meromorficzne
poddane s ↪a dzia laniu zmodifikowanego operatora Dzioka-Srivastavy.
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W pracy [35] zajmujemy si ↪e w lasnościami iloczynu Hadamarda. Mówimy, że f ∈ A
należy do klasy funkcji pregwiaździstych Rα jeżeli

f ∗ z

(1− z)2−2α
∈ S∗α gdy α < 1,

lub

Re
f(z)

z
>

1

2
gdy α = 1.

Funkcje pregwiaździste odgrywaj ↪a ważn ↪a rol ↪e w rozwi ↪azywaniu problemów dotycz ↪acych
iloczynu Hadamarda. Otrzymujemy na przyk lad R0 = K, R1/2 = S∗1/2, czyli ważne klasy
funkcji. Ponadto,

K ⊂ Rα ⊂ Rβ ⊂ coK dla 0 ≤ α ≤ β ≤ 1.

W pracy [35] pokazujemy, że jeżeli α ≤ 1, g ∈ Rα oraz f ∈ Kα, to

(5.10) g ∗ f ∈ Kα.

Ponadto, Rα ∗ Kα = Kα. Jest to uzupe lnienie serii podobnych wyników z pracy St.
Ruscheweyh oraz T. Sheil–Small, Hadamard product of schlicht functions and the Pólya-
Schoenberg conjecture, Comm. Math. Helv. 48(1973), 119–135. Ponadto w [35] pokazu-
jemy, że jeżeli α ≤ 1, g ∈ Rα, F ∈ Kα , f ∈ A oraz f ≺ F , to g ∗ f ≺ g ∗ F . Gdy α = 0
ten wynik staje si ↪e rezultatem dowiedzionym wcześniej, St. Ruscheweyh, Convolutions in
Geometric Function Theory, Sem. Math. Sup. 83, Presses Univ. Montreal 1982, strona
86.

W pracy [36] zajmujemy si ↪e badaniem nowych zależności w klasie funkcji f ∈ A takich,
że

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + Azn

1 +Bzn
, z ∈ U,

gdzie −1 ≤ B < A ≤ 1, która zosta la wprowadzona w pracy R. Jurasińska, J. Stan-
kiewicz, Coefficients in some classes defined by subordination to multivalent majorants,
Proceedings of Conference on Complex Analysis (Bielsko-Bia la, 2001), Ann. Polon. Math.
80(2003), 163–170.

W pracy [37] metodami podporz ↪adkowań różniczkowych badamy w lasności operatora

Ih
β,γ(f)(z) =

[
γ + β

zγ

∫ z

0

fβ(t)hγ−1(t)h′(t) dt

]1/β

,

gdzie f ∈ A, a parametry s ↪a stosownie dobrane. W szczególności badamy pod jakimi
warunkami podwójne podporz ↪adkowanie

Ih
β,γ(g1)(z) ≺ Ih

β,γ(f) ≺ Ih
β,γ(g2)

wynika z podporz ↪adkowania g1 ≺ f ≺ g2. Podobne zależności można znaleźc w pracy
T. Bulboacă, Sandwich-type theorems for a class of integral operators, Bulletin of the
Belgian Math. Society-Simon Stevin, 13(3)(2006), 537–550, w której powyższy operator
by l badany w szczególnym przypadku gdy γ = 0.

W pracy [38] badamy w lasności funkcji p-listnych takich, że

(5.11)

(
(1− λ)

Lc
kf(z)

zp
+ λ

Lc
k+1f(z)

zp

)
≺ h(z),

gdzie Lc
k jest dowolnym operatorem liniowym klasy funkcji p-listnych w siebie takim, że

cLc
kf(z) = z(Lc

k−1f(z))′ + (c− p)Lc
k−1f(z).
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W ten sposób unifikujemy wiele z wcześniej uzyskanych wyników, w których zadany by l
konkretny operator i zadana by la konkretna funkcja h w definicji (5.11).

W pracy [39] dowodzimy nowych warunków wystarczaj ↪acych na wypuk lość i gwiaździ-
stość. Na przyk lad, jeżeli f(z) = z +

∑∞
n=m+1 anz

n i zf ′(z)/f(z) s ↪a analityczne w kole
jednostkowym D, zf ′(z)/f(z) 6= 4/3 oraz

(5.12) Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
<

8 +m

6
dla |z| < 1,

to f jest gwiaździsta. Wcześniej w pracy R. Singh, S. Singh, Some sufficient conditions
for univalence and starlikeness, Colloqium Mathematicum 47(1982), 309–314, pokazano
gwiaździstość f pod warunkiem

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
<

3

2
dla |z| < 1,

zamiast (5.12).
W pracy [40] zajmujemy si ↪e w lasnościami iloczynu Hadamarda dla funkcji pregwiaździstych

rz ↪edu α, uogólniaj ↪ac wcześniejszy wynik podany w (5.10).
W pracy [41] zajmujemy si ↪e g lównie szacowaniem wspó lczynników funkcji f ∈ A takich,

że

Re

{
z(Inf)′(z)

(Inf)(z)

}
> k

∣∣∣∣z(Inf)′(z)

(Inf)(z)
− 1

∣∣∣∣ (z ∈ U),

gdzie

Inf(z) = z +
∞∑

m=2

m!

(n+ 1)m−1

amz
m (z ∈ U),

jest operatorem Noora, K. I. Noor, On new class of integral operator, J. Natur. Geom.
16(1999), 71–80. Klas ↪e tych funkcji wprowadzono w pracy A. K. Mishra, P. Gochhayat,
Fekete-Szegö problem for a class defined by an integral operator, Kodai Math. J. 33(2010)
310–328. Praca [41] jest uzupe lnieniem zawartych tam wyników.

W pracy [42] g lównym wynikiem jest, że jeżeli f jest funkcj ↪a gwiaździst ↪a, to

(5.13) g ≺ f ⇒ Lk[g] ≺ Lk[f ],

gdzie Rek > 0 i

Lk : H → H, Lk[f ](z) =
1 + k

zk

∫ z

0

f(t)tk−1 dt

jest operatorem Bernardiego, S. D. Bernardi, Convex and starlike univalent functions,
Trans. Amer. Math. Soc. 135(1969), 429-446. Dowodzimy również, że jeżeli f ∈ H i
f(z) = z + anz

n + · · · oraz k jest nieujemn ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a tak ↪a, że

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> δ0(k)

=

{
−nk/2 dla 0 ≤ k ≤ 1,
−n/(2k) dla k > 1,

to Lk[f ] jest wypuk l ↪a funkcj ↪a jednolistn ↪a.
W pracy [43] badamy w lasności klasy SL, zdefiniowanej warunkiem (5.8) z α = 0. Po-

dajemy, mi ↪edzy innymi, dok ladne oszacowania wspó lczynników funkcji w tej klasie; tzw.
wzór strukturalny dla funkcji w tej klasie; dok ladne oszacowania modu lu funkcji i modu lu
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pochodnej; wyznaczamy rz ↪ad mocnej gwiaździstości w sensie podanym w pracy J. Stan-
kiewicz, Quelques problèmes extrémaux dans les classes des fonctions α-angulairement
étoilées, Ann. Univ. Mariae Curie-Sk lodowska, Sect. A 20(1966)(1971), 59–75.

W pracy [44] rozpatrujemy klas ↪e funkcji f ∈ A takich, że

Re

{
eiα z(H l

m(α1)f(z))′

H l
m(α1)f(z)

}
+ µ >

∣∣∣∣z(H l
m(α1)f(z))′

H l
m(α1)f(z)

− 1

∣∣∣∣ (z ∈ U),

gdzie H l
m(α1) jest zmodyfikowanym operatorem Dzioka-Srivastavy. W [44] s ↪a badane

różnorodne relacje tej klasy z innymi klasami funkcji. Na przyk lad pokazalísmy, że splot
z funcj ↪a pregwiaździst ↪a stosownego rz ↪edu nie wyprowadza poza badan ↪a klas ↪e.

W pracy [45] badamy w lasności klasy zdefiniowanej warunkiem (5.8). Znajdujemy
funkcje jednolistne bliskie p̃ w pewnym geometrycznym sensie by można by lo os labić
nieco warunek (5.8) ale zapisać ten os labiony za pomoc ↪a podporz ↪adkowania funkcji jed-
nolistnej, co umożliwia użycie szeregu metod z teorii podporz ↪adkowań różniczkowych.
Niejednolistność funkcji p̃ w warunku (5.8) stanowi duż ↪a trudność w badaniu tej klasy
funkcji.

W pracy [46] badamy klas ↪e funkcji wprowadzon ↪a w M. K. Aouf, T. M. Seoudy, Clas-
ses of analytic functions related to the Dziok–Srivastava operator, Integral Trans. Spec.
Func. 22(6) (2011), 423–430, która jest zwi ↪azana z operatorem Dzioka–Srivastavy. Tutaj
stosujemy operator Dzioka–Rainy zwi ↪azanego z uogólnion ↪a funkcj ↪a hipergeometryczn ↪a
Wrighta z pracy J. Dziok and R. K. Raina, Demonstratio Math. 37(3)(2004), 533-542).
Używamy metod podporz ↪adkowań różniczkowych do uzykania nowych wyników.

W pracy [47] dowodzimy, mi ↪edzy innymi, nast ↪epuj ↪acego uogólnienia wyniku z pracy S.
Ponnusamy, V. Karunakaran, Differential subordinations and conformal mapping, Com-
plex Variables 11(1989), 79–86. Niech α ∈ C, Reα > nδ ≥ 0 i β < 1. Jeśli f(z) ∈ A,
f(z) = zn + an+kz

n+k + · · · , g(z) ∈ A spe lniaj ↪a

Re

{
αg(z)

zg′(z)

}
> δ (z ∈ U),

oraz

Re

{
(1− α)

f(z)

g(z)
+ α

f ′(z)

g′(z)

}
+

δk

2(1− β1)

∣∣∣∣f(z)

g(z)
− β1

∣∣∣∣2 > β (z ∈ U),

to

Re

{
f(z)

g(z)

}
> β1 (z ∈ U),

gdzie β1 = (2β + δk)/(2 + δk). W szczególnym przypadku, gdy f(z) = β1g(z), powyższy
wynik staje si ↪e wynikiem z wspomnianej wyżej pracy.

W pracy [48] dowodzimy, mi ↪edzy innymi, nast ↪epuj ↪acego warunku na gwiaździstość.
Niech f(z) = p(z) = z+amz

m +am+1z
m+1 + · · · b ↪edzie funkcj ↪a analityczn ↪a w U z am 6= 0.

Za lóżmy rówmież, że ∣∣∣∣1 +
zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤
√

5 +m

4
dla |z| < 1.

Jeśli zf ′(z)/f(z) jest analityczna w U i nie przyjmuje wartości 3/2, to

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> 0 oraz Re

{
f(z)

zf ′(z)

}
>

2

3
dla |z| < 1.
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[27] J. Dziok, R. K. Raina, J. Sokó l, On alpha-convex functions related to shell-like functions connected

with Fibonacci numbers, Appl. Math. Comput. 218(2011), 966–1002.
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