4. LLpoL lCuUltlyLlid

1.3. Optymalizacja geometrii czgsteczki

Poszukiwanie punktow stacjonarnych (krytycznych) funkcji stanowi niezwykle istotny problem
w obliczeniowej chemii kwantowej. Sprowadza sig on do dwdch istotnych zagadnien: poszu-
kiwania przyblizonych (wariacyjnych) rozwigzan réwnania Schrodingera dla uktadéw wielo-
elektronowych oraz lokalizacji i klasyfikacji punktéw stacjonarnych (minimoéw i punktéw sio-
dtowych nizszych rzedow, vide infra) na hiperpowierzchni energii potencjalnej.

W przypadku lokalizacji i klasyfikacji punktow stacjonarnych na hiperpowierzchni ener-
gii potencjalnej optymalizacji poddaje sig¢ energie elektronowa czasteczki E. W przyblizeniu
Borna-Oppenheimera kazdy stan elektronowy czasteczki posiada wiasng powierzchnig ener-
gii potencjalnej PES (ang. Potential Energy Surface), zdefiniowang w f-wymiarowej prze-
strzeni, gdzie f jest liczba stopni swobody danej molekuty (vide infra). W znaczeniu takim
powierzchnia energii potencjalnej czasteczki jest matematyczng zaleznosScig miedzy jej energia
a parametrami geometrycznymi. Problem optymalizacji geometrii czasteczki sprowadza sie do
wyznaczenia struktury réwnowagowej, czyli takich wspétrzednych jadrowych, dla ktoérych na
hiperpowierzchni energii potencjalnej wystepuje minimum lokalne. Stany przejsSciowe reakcji
chemicznych odpowiadaja punktom siodtowym na PES. Dla reakcji chemicznych mozliwa jest
takze optymalizacja struktury uktadu reakcyjnego przy zadanej wartosci tzw. wspotrzednej re-
akcji, ktora mierzy postep wzdtuz drogi energii minimalnej. Lokalizacja i klasyfikacja punktéw
stacjonarnych na powierzchni energii potencjalnej zostanie szerzej omoéwiona w niniejszym
rozdziale.

1.3.1. Diagnostyka punktdéw stacjonarnych.

Energia potencjalna czasteczki N-atomowej £, uwzgledniajgca wzajemne odpychanie jader
atomowych, zalezy od tzw. wspotrzednych wewnetrznych Q = (@1, Qo - .., Qy), gdzie f =
3N — 6 jest liczba stopni swobody czasteczki.'* Jako wspdtrzedne wewngtrzne wybiera sig na
0g6t dtugosci wigzan, katy walencyjne i torsyjne [19]. Punkty stacjonarne na hiperpowierzchni
energii £(Q) wyznacza sig z warunku koniecznego istnienia ekstremum, tj.

oF
Qi

14W przypadku czasteczki liniowej f = 3N — 5.

—0, dai=1,2,...,f. (1.37)
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Elementy ¢;(Q) = % tworza wektor zwany gradientem g = (g1, g2, - - -, g7)*. Dla zadanej
geometrii Q, gradient wyznacza ujemne sity dzialajace na jadra atomowe. Sity te wskazuja
kierunek relaksacji struktury czasteczki do potozenia réwnowagowego Q° (dla geometrii row-
nowagowej QU sity te zanikajg). Zaleznos¢ (1.37) pozwala jedynie na wyznaczenie ekstremum
lokalnego w punkcie Q°, czyli lokalizacje punktoéw stacjonarnych na powierzchni energii po-
tencjalnej. Natomiast podstawa dalszej ich diagnostyki jest wyznaczenie tensora drugich po-

chodnych czastkowych energii elektronowej wzgledem wspdtrzednych jadrowych — hessianu

H(Q). .
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Hessian H(Q), podobnie jak gradient g(Q), ma istotny sens fizyczny — okreSla bowiem state
sitowe dla wychylen jader w otoczeniu danej geometrii uktadu Q. Na podstawie znakéw mino-
row wyznacznika det H obliczonego dla geometrii réwnowagowej Q° wyznaczonej z warunku
(1.37) dokonuije sig klasyfikacji punktdéw stacjonarnych na powierzchni energii elektronowej.
Stosowne informacje na ten temat mozna znale 'Z w typowych podrecznikach analizy matema-
tycznej (patrz np. [20, 21]).

Hessian stanowi symetryczna macierz wymiaru f x f o f2 elementach. Liczba niezerowych
elementow macierzy H(Q) moze ulec redukcji przez diagonalizacje hessianu, ktora sprowadza
sie do rozwigzania zagadnienia wiasnego, tj.

HO = OH/, (1.39)

gdzie O jest macierza ortogonalna, tj. OO? = OTO = I (I oznacza tu macierz jednostkowa)
natomiast H;; = H,d;;. Dzigki tej transformacji otrzymuje si¢ macierz diagonalng H'.
Diagonalizacja tensora kwadratowych statych sitowych za pomoca transformacji ortogonal-
nej jest mozliwa z uwagi na symetryczno$¢ macierzy H. Odpowiada ona pewnemu obrotowi
uktadu wspétrzednych [1, 22]. Na przyktad w uktadzie z;z, dla powierzchni dwuwymiarowej
E(x), gdzie x = (z1,z5), ktéra moze byC lokalnie przyblizona przez elipsoidalne zagtebie-
nie (w przypadku minimum) diagonalizacja polega na takim doborze uktadu wsp6trzednych
x !, aby osie elipsy pokrywaty sie z osiami ukfadu primowanego. W ogdlnosci wspotrzedne
punktu w uktadzie primowanym z =7, powiazane sa ze wspotrzednymi punktu w uktadzie x,z,

150d tej pory przyjmuje sie, ze wspotrzedne wektora tworzg wektor wierszowy.
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o = w30, (1.40)
k
czyli
x' = xO0. (1.41)
Ortogonalna macierz O dana jest jako
cosa —sino
0= [ sina  cos o ] ’ (1.42)
gdzie o 0znacza kat obrotu (patrz Rys. 1.2). Z prostego rachunku natomiast wynika, ze
A
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Rys. 1.2. Obrét ukdadu wspotrzednych o kat «
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(1.43)

g' = gO0,

(1.44)

gdzie odpowiednio g’ i g sg gradientami w uktadach 'z}, i z;x2. Macierz drugich pochodnych
w ukfadzie primowanym H’ natomiast, po zrézniczkowaniu réwnania (1.43), dana jest jako

Hj; =Y O} HuOy, (1.45)
k,l
czyli
H' = OTHO.

(1.46)

Korzystajac z whasnosci macierzy ortogonalnej O zaleznoSC (1.46) przeksztatca sie do réw-
nania (1.39), bedacego zagadnieniem wiasnym hessianu. Jak wiec wida¢, mozna wybrac taki
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uktad wspotrzednych, w ktorym hessian bedzie macierza diagonalng. Powyzsze rozwazanie
mozna z tatwoscig uogdlInic na przestrzen f-wymiarowa. Odpowiadajace wektorom wiasnym
(kolumny macierzy O) wartosci wiasne moga by¢ wykorzystane do badania lokalnej topologii
powierzchni energii potencjalnej — klasyfikacji punktéw stacjonarnych. Dla minimum lokal-
nego, okreslajacego geometrige rGwnowagowa czasteczki i odpowiadajacego stabilnym konfor-
merom molekuty, wszystkie wartosci wiasne potozone na diagonali macierzy H' sg dodatnie.
Punkt siodtowy k-tego rzedu charakteryzuje obecnoS¢ wszystkich dodatnich wartosci wiasnych
z wyjatkiem & wartoSci ujemnych. Punkty siodtowe pierwszego rzedu (k=1) wyznaczajg kom-
pleksy przejsciowe reakcji chemicznych. Wystepowanie wytacznie ujemnych wartosci wia-
snych wskazuje na istnienie maksimum lokalnego. Maksima lokalne podobnie jak punkty sio-
dtowe wyzszych rzedéw nie korespondujg z zadng okresSlong strukturg czasteczki [22].

1.3.2. Strategie optymalizacji

Najczestszym problemem wystepujacym przy procedurze minimalizacji jest odnalezienie glo-
balnego minimum energii. Na powierzchni energii potencjalnej moze wystagpic szereg miniméw
lokalnych, gdzie zerujg si¢ pierwsze pochodne, lecz nie jest tam osiggana najmniejsza jej war-
toSC. Algorytmy minimalizacji czesto odnajduja strukture czasteczki odpowiadajaca minimum
lokalnemu. Szukajac minimum globalnego nalezy rozpocza€ obliczenia z roznych geometrii
poczatkowych, czyli z odpowiadajacym im réznych punktéw na powierzchni energii poten-
cjalnej. Ciagle nie ma jednak pewnosci, ze odnalezionej w ten sposéb geometrii odpowiada
minimum globalne. Zadaniem algorytmdéw optymalizacyjnych jest okreSlenie kierunku i odle-
gtosci do minimum od punktu poczatkowego. Najprostsze algorytmy na przyktad poszukiwanie
liniowe (ang. line search) lokalizujg minimum poprzez odnalezienie jedynie kierunku, w kto-
rym nalezy sig przesuwac od punktu x*, aby malaty pochodne funkcji f(x). Poniewaz dla
dowolnego wektora z obowigzuje

df (x* +t
f(X + Z) — ngT < O,
dt t=0
musi istnie€¢ 7 > 0 takie, ze

fx" +tz) < f(xF),
dla0 < ¢t < 7. Kierunek spadku pochodnej funkcji jest wigc wyznaczony przez wektor z.
Istnieje wiele strategii minimalizacji, do najwazniejszych nalezg: metoda najwigekszego spadku,
metoda sprzgzonych gradientéw oraz metoda Newtona-Raphsona.
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Metoda najwigkszego spadku (ang. steepest descent) wykorzystuje w kazdym kroku itera-
cyjnym algorytm poszukiwania liniowego. Za kierunek najwiekszego spadku funkcji przyjmuje
sie gradient funkcji w danym punkcie wziety ze znakiem przeciwnym. Nastepnie w wyniku
minimalizacji f(x* — tg*) wzgledem ¢ w kierunku tym odszukiwany jest punkt o najnizszej
wartosci funkcji. Procedura powtarza sie az do odnalezienia minimum.

Metoda sprzezonych gradientéw (ang. conjugate gradient) zwana jest takze metodg zmien-
nej metryki. Algorytm ten wykorzystuje pierwsze pochodne (gradient) do wyznaczenia opty-
malnego kierunku dla liniowego poszukiwania minimum generowanego z punktu startowego
x* zgodnie z rekurencyjna formuta

xF = xF — ok Akgh, (1.47)

gdzie o jest czynnikiem skalujacym, A* macierzg symetryczna, ktorej postac zalezy od przy-
jetej metryki, a g* jest gradientem funkcji [19]. Algorytm ten moze by¢ niestabilny, jezeli punkt
startowy jest daleki od minimum.

Natomiast Metoda Newtona-Raphsona oprdcz informacji, ktére niesie obliczanie gradientu,
wykorzystuje macierz drugich pochodnych energii — hessian. Z uwagi na wigksza efektywnosc,
stabilnosC i szybkoSC zbieznosci w poréwnaniu z metodami najwigkszego spadku i sprzezonych
gradientéw, (co mozna uzyskac kontrolujac dtugoSC kroku przy uzyciu procedur RFO (ang.
Rational Function Optimization) oraz TRM (ang.Trust Radius Model)) algorytm ten zostanie
omowiony szerzej.

1.3.3. Metoda Newtona-Raphsona

Dla przypadku jednowymiarowego ekspansja funkcji f(x), aproksymujacej krzywa energii po-
tencjalnej E, w szereg Taylora wokét punktu z* dana jest jako

f(h) = f(z*) + g(=*)h + %H(xk)hQ +..., (1.48)

gdzieh =z —2F, g = %, H = %. Przyblizanie funkcji E funkcja liniowa uwzgledniajaca
jedynie dwa pierwsze cztony rozwinigcia charakteryzuje tzw. model liniowy. NieograniczonoS¢
tego modelu wynika z braku punktéw stacjonarnych dla funkcji postaci f(h) ~ f(z*)+g(z*)h,
nie zawierajacej zadnych informacji o krzywi znie funkcji aproksymowanej E. Dyskwalifikuje
to model liniowy w procedurach lokalizacji punktow krytycznych.

Biorgc pod uwage trzy cztony szeregu Taylora uzyskuje sie funkcje postaci trojmianu kwa-

dratowego. Model kwadratowy (paraboliczny) stanowi dobre przyblizenie powierzchni energii
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potencjalnej w sasiedztwie punktu x*, w szczegdlnosci wokot jej punktéw stacjonarnych. Z

warunku koniecznego istnienia ekstremum, tj. % = 0, wynika, ze

.’Ek
h = —%. (1.49)

Réwnanie (1.49) stanowi podstawe metody Newtona-Raphsona dla jednego wymiaru, a war-
toSC A nosi nazwe iteracyjnego kroku Newtona. Procedura iteracyjna znajdowania punktéw
stacjonarnych opiera sig wigec na obliczeniu ze stosunku wartosci pierwszej i drugiej pochodnej
dla startowego punktu z* kroku k. Nowa wspdtrzedna z*+! wyznaczana jest z zaleznosci

oF =2k 4 p. (1.50)

Przedstawiona wyzej procedure numeryczng ilustruje rysunek 1.3. Pogrubiong linig cia-
gta oznaczono krzywa energii potencjalnej czasteczki HCI (dla kilku dtugoSci wigzania obli-
czono wartosci energii na poziomie teorii DFT/B3LYP/6-311G(d,p) a nastepnie dopasowano
do nich funkcje Morse’a). Za punkt startowy w procedurze iteracyjnej przyjeto r! = 1.5A.
Nastegpnie obliczono wartoS¢ energii oraz wartosci pierwszej i drugiej pochodnej, na podsta-
wie czego wyznaczono rownanie paraboli (zaznaczonej linig kropkowang). Jej minimum w
r? = 1.345 A (odpowiadajace h = 0.155,5\) stanowi lepsze przyblizenie punktu stacjonarnego
funkcji Morse’a. Jest to jednoczesnie punkt startowy do nastepnej iteracji, w ktérej buduje sig
nowa parabole (linia przerywana). Kryteria zatrzymania procedury iteracyjnej zostana omo-
wione w dalszej czesci tego rozdziatu.

Podobnie dla funkcji wielu zmiennych f(x), gdzie x = (21, xo, . . ., Z,, ), rozwiniecie w sze-
reg Taylora drugiego rzedu prowadzi do przyblizenia parabolicznego, tj.

i ij

gdzie h; = z; — z7, g; = (3hi)x:xk, H;; = (3hiahj)x:xk' W zapisie macierzowym rownanie

(1.51) ma posta¢
f(h) =~ f(x*) + gh” + %hHhT. (1.52)

Analogicznie jak w przypadku jednego wymiaru dla punktu stacjonarnego spetniony jest wa-

runek g—}{i =0dlai = 1,2,...,n Rbzniczkujac réwnanie (1.52) i korzystajac z zaleznosci

oh; __ H H
o = d;5 otrzymuje sig

h’ = -H'g”. (1.53)

Réwnanie (1.53) jest wielowymiarowym uogolnieniem réwnania (1.49) (patrz np. [23, 24]).
Podobnie takze wyznaczane sg punkty startowe kolejnych iteracji, tzn.

xF*tl = xF + h. (1.54)
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Rys. 1.3. Graficzna ilustracja zbie znéci metoda Newtona-Raphsona

Procedura iteracyjna zostaje zatrzymana, kiedy dla ustalonych wartosci progowych zostang
spetnione podstawowe kryteria zbieznosci. Sa to:

1. kryterium zmian wartosci funkcji. Zmiana wartosci funkcji Af = f(x*) — f(xF~1)
migdzy kolejnymi iteracjami musi by¢ mniejsza od wartosci progowej € ¢;

2. kryterium gradientowe (najwazniejsze). Normal® gradientu |g| musi by¢ mniejsza od
wartosci progowej ¢ ,;

3. kryterium dtugosci kroku. Norma kroku |h| musi by€ mniejsza od wartosSci progowej e;

4. kryterium zbieznosci drugiego rzgdu. WielkoS¢ 1gH ‘g7, okreslajaca udziat cztonéw
rzedu drugiego w réwnaniu (1.52), musi by¢ mniejsza od wartosSci progowej .

Kryteria wartosci funkcji i gradientowe zwigzane sa z testem stacjonarnosci i wynikaja z wa-
runku koniecznego istnienia ekstremum. Czesto nie sg one jednak wystarczajgce. W przypadku
bowiem wystapienia ,,ptaskiego” minimum zaréwno zmiany wartosci funkcji jak i gradient
moga przyjmowac niewielkie wartosci, mimo, ze punkt stacjonarny nie zostat osiggniety. Z
pomoca przychodzi test dtugosci kroku — niewielkie wartoSci hessianu w opisanej tu sytuacji

®Norma wektora a = (ai, as, ..., a,) nazywamy jego dbugdc, tj. la| = vaa? = /> a?.
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powoduja, ze krok hT = —H~!g” jest znaczny, wiec procedura iteracyjna nie powinna by¢
zatrzymana. Kryterium drugiego rzedu jest rzadziej stosowane. W praktyce procedure itera-
cyjna mozna zatrzymac wowczas, gdy spetnione sg przynajmniej dwa z wymienionych kryte-
riow. W przypadku czasteczek za racjonalne wartosci progowe przyjmuje sig ¢, = 107%j.at.,
gg = 3 x 107*j.at. ie, = 107%j.at. Ciag punktéw generowanych przez algorytm Newtona-
Raphsona jest zbiezny z szybkoscia drugiego rzedu do minimum, o ile w kazdym kroku hessian
jest SciSle dodatnio okreSlony i spetnia lokalnie warunek Lipschitza (funkcja aproksymujaca nie
moze zbyt szybko rosng€ w stosunku do argumentow).



