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WSTEP

Autoreferat sktada sie ze wstepu i z czterech rozdziatow. W roz-
dziatach pierwszym i drugim przypominam podstawowe pojecia i fakty
(dla wygody czytelnika nawet te ogélnie znane), ktore sg uzyte w moim
osiagnieciu naukowym, przy czym w rozdziale drugim przedstawie row-
niez historyczny rozwoj probleméw zwigzanych z twierdzeniem Wolffa-
Denjoya. Podzielitam tutaj uogoélnienia tego twierdzenia na dwie czesci
- na cze$¢ zwiazana z odwzorowaniami kuli w kule i na cze$é¢ zwiazana
z odwzorowaniami ograniczonego i wypuklego obszaru w C¥ w siebie.
Wymnika to z tego, ze zdecydowanie lepsze wyniki byty osiagniete dla od-
wzorowan okreslonych w kuli, a jednym z moich celow w przedstawio-
nym tutaj osiggnieciu naukowym jest podanie twierdzenia taczacego
tego typu wyniki (patrz rozdzial trzeci, twierdzenie 3.7) - uwazam,
ze jest to moj najwazniejszy rezultat i idea jego dowodu nalezy cal-
kowicie do mnie. W rozdziale drugim przypomne tez zwiazki miedzy
potgrupami holomorficznych (lub ogolniej kp-nieoddalajacych) odwzo-
rowan, a rownaniami rozniczkowymi. Te zwiazki sa zreszta glownym
powodem badania wlasnosci tych potgrup, ich generatoréw i rezolwent.
Koricze rozdziat drugi informacjami o rodzinach holomorficznych (kp-
nieoddalajacych) retrakcji, podane w nastepnym rozdziale twierdzenia
o zachowaniu si¢ rodziny retrakcji z pustym przecigciem i z wlasnoscia
skoriczonego przeciecia nie byly wceze$niej zauwazone. We wspomnia-
nym juz rozdziale trzecim przedstawiam wyniki wchodzace w sktad
mojego osiagniecia naukowego, a w rozdziale czwartym omawiam moj
pozostaly dorobek naukowy.

Zakoricze wstep nastepujaca uwaga. W trakcie mojej rozmowy z prof.
Marco Abate podczas konferencji w Izraelu w 2013 roku zwrocit mi
on uwage, ze poprawna nazwa jest twierdzenie Wolffa-Denjoya, a nie
twierdzenie Denjoya-Wolffa. Dlatego w moim autoreferacie uzywam juz
poprawnej nazwy tego twierdzenia.



1. PODSTAWOWE OZNACZENIA I INFORMACJE

Zanim przejde do omawiania moich wynikéw, z ktorych sktada sie
moje osiggniecie naukowe przedstawione do oceny, podam w tym roz-
dziale podstawowe oznaczenia i informacje uzywane w gtéwnej czesci
mojego autoreferatu - w rozdziale trzecim.

Maksymalne ciagi uogélnione sa jednym z podstawowych narzedzi w
dowodach moich wynikéw. Poniewaz nie sa czesto stosowane w teorii
funkcji holomorficznych, to przypomne najpierw definicje oraz wlasno-
$ci ciaggu uogdlnionego (inaczej nazywanego ciggiem Moore’a-Smitha).

Definicja 1.1. ( [117]) Niech I bedzie zbiorem skierowanym i niech X
bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Kazde odwzorowanie u : I — X
nazywamy ciggiem uwogdlnionym i oznaczamy symbolem (u,I). Podob-
nie jak w przypadku ciggow bedziemy pisaé u(i) = z; oraz {x;}ie; =
{z;}i zamiast (u,I).

Definicja 1.2. ( [79]) Niech bedzie dany cigg uogolniony {x;}ier w
zbiorze X 1 niech C' bedzie niepustym podzbiorem zbioru X . Bedziemy
mowié, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu {x; }ier lezg w zbiorze C, jesli
istnieje 1 € I, takie ze dla kazdego i > i mamy x; € C.

Definicja 1.3. ( [17], [79]) Niech (X, T) bedzie przestrzenig topolo-
giczng i niech (u, I) bedzie ciggiem uogdlnionym w zbiorze X. Mowimy,
ze cigg uogdlniony (u, I) jest zbiezny do & € X, gdy dla kazdego otocze-
nia U € T punktu T prawie wszystkie wyrazy ciggu wogdlnionego (u, I)
lezg wU.

Definicja 1.4. ( [116]) Jezeli (u,I) jest ciggiem uogdlnionym w zbio-
rze X, (J,<q) zbiorem skierowanym i f : J — I odwzorowaniem spet-
niajgcym warunek

dla kazdego i € I istnieje j € J, takie ze f(5) >4 dla kazdego j > 7,
to cigg uogdlniony (uo f,J) nazywamy podciggiem ciggu uogdélnionego
(u, ).

Definicja 1.5. ( [116]) Niech (u,I) bedzie ciggiem wogdlnionym w
zbiorze X. Jezeli dla kazdego podzbioru C zbioru X albo prawie wszyst-
kie wyrazy tego ciggu uogdlnionego lezg w C albo prawie wszystkie wy-
razy tego ciggu uogdlnionego lezg w dopetnieniu X \ C zbioru C, to
cigg uogdlniony (u, I) nazywamy maksymalnym ciggiem uogdlnionym
lub uniwersalnym ciggiem uogolnionym.

Maksymalny ciag uogdlniony ma kilka bardzo dobrych wtasnosci
(patrz np. [54], [57], [80], [140]).

Lemat 1.1. Kazdy cigg uogdiniony ma podcigg, ktory jest maksymal-
nym ciggiem uogolnionym.
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Lemat 1.2. Jezeli (u,l) = {x;}icr jest maksymalnym ciggiem uogdl-
nionym w zbiorze X, Y jest niepustym zbiorem i odwzorowanie f prze-
ksztatca X w'Y', to cigg uogdlniony (f o u,I) = {f(x;)}ier jest takze
maksymalnym ciggiem uogolnionym.

Lemat 1.3. Kazdy maksymalny cigg uogdlniony w zwartej przestrzens
topologicznej (X, T) jest zbiezny.

Przejde teraz do istotnej w moich badaniach definicji przestrzeni me-
trycznie wypukte;j.

Definicja 1.6. ([113], patrz takze [18] i [28]) Niech (X, d) bedzie prze-
strzenig metryczng. Jezeli dla kazdych dwoch roznych punktow x,y € X
istnieje punkt z € X \ {z,y}, taki ze d(x,z) + d(z,y) = d(x,y), to
mowimy, ze przestrzer metryczna (X,d) jest przestrzenig metrycznie
wypuktaq.

Musze tez mieé¢ definicje odcinka metrycznego.

Definicja 1.7. ( [113], patrz takze [18] i [28]) Niech (X,d) bedzie
przestrzeniqg metryczng © niech x,y bedg dwoma réznymi punktami w
X. Jezeli podzbior [x,ylq zbioru X spetnia nastepujgce warunki
(1) T,y € [Iay]dv
(i) dla kazdego 0 < [ < d(z,y) istnieje jedyny punkt z € [z,y]q,
taki ze

d(x,z) =0

d(z,y) = d(z, 2) + d(z,y);
(ili) dla kazdego w € [z, yls mamy

d(z,y) = d(z,w) + d(w, y),

to nazywamy go d-metrycznym odcinkiem tgczacym w X punkt v z
punktem y.

Przed wypowiedzig twierdzenia Mengera o istnieniu metrycznego od-
cinka przypomne definicje przestrzeni ograniczenie zwartej.

Definicja 1.8. ([29]) Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Gdy
kazdy niepusty domkniety i ograniczony zbior w (X, d) jest zbiorem
zwartym, to przestrzen metryczng (X, d) nazywamy przetrzenig ogra-
niczenie zwartq.

Mamy nastepujace twierdzenie Mengera, ktore podaje w stabszej do-
stosowanej do moich potrzeb wersji.
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Twierdzenie 1.1. ([113], patrz takze [9], [18], [19], [28], [87] i [114])
Niech (X, d) bedzie ograniczenie zwartg przestrzenig metryczng. Jezeli
(X, d) jest przestrzenig metrycznie wypuktq, to kazde dwa rézine punkty
w X mogq byé potgczone w X d-metrycznym odcinkiem.

W nastepnym twierdzeniu bede uzywaé pojecia lokalnej catkowite;j
ograniczonosci przestrzeni metrycznej (X, d).

Definicja 1.9. ( [105], patrz takze [54] i [106]) Mcowimy, Ze ograni-
czona przestrzen metryczna (Y, dy) jest przestrzenig catkowicie (= to-
talnie) ograniczong jesli dla kazdego € > 0 istnieje pokrycie ztoZone ze
skonczonej liczby zbiorow o Srednicy mniejszej niz €. Przestrzen me-
tryczna (X, dx) jest lokalnie catkowicie ograniczona jezeli kazdy niepu-
sty i ograniczony podzbior C' (z metrykq dx ) zbioru X jest catkowicie
0graniczony.

Uwaga 1.1. Oczywiscie niepuste warunkowo zwarte podzbiory C' prze-
strzent metrycznej (X,d) sq catkowicie ograniczone (przypominam, ze
C' jest zbiorem warunkowo zwartym w przestrzeni metrycznej (X, d),

gdy jego domkniecie ok jest zbiorem zwartym w (X, d)).

Musze tez mie¢ definicje odwzorowania k-lipschitzowskiego i w szcze-
goblnosci definicje odwzorowania nieoddalajacego.

Definicja 1.10. ( [57], [58]) Niech (X1, dy) i (X2, ds) bedg przestrze-
niami metrycznymi 1 niech O # Dy C X, i 0 # Dy C Xy bedg ich
podzbiorami. Niech bedzie dane odwzorowanie f : Dy — Dy. Jezeli
istnieje k € RT =< 0,4+00), takie ze

dy (f (), f (y)) < kdy (z,y)

dla kazdych x,y € Dy, to mowimy, ze odwzorowanie f jest k-lipschitzowskie
lub lipschitzowskie ze statg Lipschitza rowng k (ze wzgledu na metryki
dy i ds).

Jezeli k =1, to odwzorowanie f nazywamy nieoddalajgcym.

Moge teraz wypowiedzie¢ twierdzenie o zachowaniu sie ciagu iteracji
odwzorowania nieoddalajacego w takiej przestrzeni.

Twierdzenie 1.2. (/29]) Niech f bedzie przeksztatceniem nieodda-
lajacym lokalnie catkowicie ograniczonej przestrzeni metrycznej (X, d)
w siebie. Jezeli dla pewnego xy € X cigg iteracyjny {f™ (x¢)} zawiera
ograniczony podcigg, to dla kazdego x € X caly cigg iteracyjny { f™ (z)}
jest ograniczony.

Podkresle tutaj, ze zastosowanie tego twierdzenia jest kluczowe w
dowodach moich twierdzen typu Wolffa-Denjoya.



Poniewaz dowody moich twierdzen maja charakter metryczny, to
przypomne najpierw definicje wykorzystanych w nich odlegltosci.

Definicja 1.11. Niech A bedzie jednostkowym kotem otwartym na
ptaszczyinie zespolonej C. Odlegtosé Poincarégo w jednostkowym kole
otwartym A jest zadana wzorem

ka (z,w) = wa (z,w) = arg tgh 1Z — w‘ = argtgh (1 — U(z,w))% :
— 2w
gdzie
1— 2% (1= |w]?
a(z,w):( H)( 2| |), z,w € A.
11— 2w

W przypadku ograniczonego i wypuktego obszaru w zespolonej prze-
strzeni Banacha zamiast odlegtosci Poincarégo bedziemy uzywaé od-
legtosci Kobayashiego ( [88], [89], [90]). Definicja tej odlegtosci, ktora
podam jest w zasadzie definicja funkcji Lemperta, ale w przypadku
ograniczonego i wypukltego obszaru D w zespolonej przestrzeni Bana-
cha funkcja Lemperta o jest rowna odlegtosci Kobayashiego kp.

Definicja 1.12. ( [108], [48]) Niech D ograniczonym i wypuktym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X,|| - ||). Przez H(A, D)
oznaczamy zbior wszystkich odwzorowan holomorficznych z A w D. Od-
legtos¢ Kobayashiego w D jest dana wzorem

kp (z,y) = 6p (z,y) = inf {ka (0,7) : istnieje f € H(A, D),
takic ze f(0) = i f(7) =y},
gdzie x,y € D.

W szczegodlnosci w kuli Hilberta By, tzn. w jednostkowej kuli otwar-
tej o srodku w 0 w zespolonej przestrzeni Hilberta (H, (-,-)), mamy
nastepujacy wzor na odlegtos¢ Kobayashiego

N|=

kg, (z,y) = argtgh (1 — o (z,y))?,

1—|j=)?) (1 — |ly|I?
N Gl L1 91 Gl 179

‘1 - (x>y)|2

gdzie x,y € By i

(-60]).

Przejdzmy teraz do wtasnosci odleglosci Kobayashiego. Zat6zmy, ze
D jest wypuklym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni
Banacha (X, || - ||). Niech dist|. (x,0D) oznacza odlegtos¢ w (X, |-]|)
punktuz € D do brzegu 0D obszaru D i diam,. D jest $rednica obszaru
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D w (X, |I|l). O zwigzkach miedzy norma a odlegtoscia Kobayashiego
mowi nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. ( [63]) Jezeli D jest ograniczonym i wypuklym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-|]), to prawdziwe sq
nastepujgce nierownoscs

[l —yll
argtgh | — = | < kp(«x,
o0 <diamn-|D < hole)
dla wszystkich z,y € D 1
Iz —yll
kp(z,y) < argtgh | — )

ple.y) &8 <d28t|.||(££,aD)
gdy ||17 - y|| < dZ'StH.” (ZE, 8D)

Stad dostajemy, ze przy naszych zatozeniach o D odleglosé Kobay-
ashiego kp jest lokalnie rownowazna normie ||-|| w X, tzn. lokalnie
zbieznosé normowa jest rowna zbieznosci w kp. Ponadto (D, kp) jest
zupelna przestrzenia metryczna.

Nastepny lemat wykorzystuje w dowodach wyputosci kul i horosfer
w ograniczonych i wypuklych obszarach D z odlegloscia Kobayashiego.

Lemat 1.4. ( [107], [75], [104]) Niech D bedzie wypuktym i ograni-

czonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]]) .
(i) Jezeli x,y,w,z € D is€[0,1], to
kp (sz+ (1 —s)y,sw+ (1 —s) z) < max [kp (z,w) , kp (y, 2)] ;
(ii) jezeli x,y € D 1 s,t € [0,1], to
kp(sx+(1—s)y,te+ (1 —t)y) < kp (z,y).
Aby scharakteryzowac zbiory kp-ograniczone wprowadzamy nastepu-
jace pojecie.

Definicja 1.13. Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Jezeli dla niepustego podzbioru
C C D mamy

dist). (C,0D) := inf{||lz —y|| : 2 € C, y € D} >0,
to mowimy, ze lezy on $cisle wewngtrz D.

Twierdzenie 1.4. ( [63]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Niepusty podzbior
C C D jest kp-ograniczony wtedy 1 tylko wtedy gdy lezy Scisle wewngtrz
D.
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Zanim przejde do wlasnosci granic ciggéw uogodlnionych w (D, kp)
przypomne definicje $cistej wypuktosci obszaru.

Definicja 1.14. ( [46]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Jezeli dla kazdych

dwoch roznych punktow x,y € Dl otwarty odcinek
(x,y)={z€X:z=sc+(1—-35)y, 0<s<1}

lezy w D, to obszar D nazywamy obszarem Scisle wypuktym.
Jezeli jednostkowa kula otwarta w (X, || - ||) jest scisle wypukta, to
(X, || - ) nazywamy przestrzenig $cisle wypuktq.

Mamy teraz nastepujacy lemat, ktory wielokrotnie stosowatam w
moich pracach.

Lemat 1.5. ( [99]) Niech D bedzie ograniczonym i Scisle wypuklym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Niech {x;},_; i
{yj}jeJ bedg dwoma ciggami uwogdlnionymi w D zbieznymi w normie

odpowiednio do & € 0D in € DI Jezeli
sup{kp (z;,y;) 1 j € J} = ¢ < o0,
to & =n.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze w lemacie 1.5 zatozenie Scistej wypuktosci
obszaru D jest istotne.

Omowie teraz interesujace mnie wlasnosci zaréwno odwzorowan ho-
lomorficznych jak i odwzorowan kp-nieoddalajacych. Zaczne od poda-
nia kilku definicji i oznaczer.

Definicja 1.15. Niech (X, ||-||;) ¢ (Xa, ||-|l,) beda zespolonymi prze-
strzentami Banacha i niech D bedzie obszarem w (Xq, ||||,). Jezeli
odwzorowanie f : D — Xo ma w kazdym punkcie x € D pochodng
Frécheta D f(x), to odwzorowanie [ nazywamy holomorficznym.

Rodzing wszystkich odwzorowari holomorficznych z ograniczonego i
wypuklego obszaru D w zespolonej przestrzeni Banacha (X7, [|-]|,) w ze-
spolong przestrzen Banacha (X, || -||2) bedg oznaczaé przez H (D, X3),
rodzine wszystkich odwzorowan holomorficznych z ograniczonego i wy-
puktego obszaru Dy C X; w wypukly i ograniczony obszar Dy C X,
bede oznacza¢ przez H(Dy,Ds), a gdy (X1, - 1) = (Xo, | - |l2) 1
D = D; = D,, to rodzine wszystkich odwzorowarn holomorficznych
z D w D bede oznaczaé przez H(D).

Gdy rozpatrujemy odwzorowania, to odwzorowanie identycznosciowe
okreslone na D bede oznaczaé przez I.
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Aby pokazaé, ze badanie holomorficznosci odwzorowania mozna spro-
wadzi¢ do badania analitycznosci funkcji jednej zmiennej zespolonej
musimy przypomnie¢ pojecie zbioru normujacego.

Definicja 1.16. ( [50]) Niech (X, |-]|) bedzie zespolong przestrzenig
Banacha i niech N bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni sprzezonej
X*. Jezeli istniejg dodatnie state c i C, takie ze

sup {[l ()] : L e NI < C} = cllz]|
dla kazdego v € X, to zbiér N nazywamy zbiorem normujgcym dla X .

Oczywiscie zbiér normujacy wyznacza topologie liniowa Hausdorffa
o (X,N) w X. Mozemy teraz poda¢ nastepujace bardzo pozyteczne
twierdzenie.

Twierdzenie 1.5. ( [7], [8], [15], [34], [38], [50], [55], [63], [67])
Niech (X1, |I|l;) ¢ (Xa, ||-l,) bedg przestrzeniami Banacha, D C X;
ograniczonym 1 wypuktym obszarem w X, ¢ niech N bedzie zbiorem
normujgcym dla (Xo, |||ly). Dla a € D i x € X\ {0} niech D (a,x)
bedzie zbiorem postaci

D (a,z) ={z€C:a+zx € D}.

Wtedy odwzorowanie f: D — Xs jest odwzorowaniem holomorficznym
w catym obszarze D wtedy 1 tylko wtedy gdy f jest odwzorowaniem
lokalnie ograniczonym w D i dla kazdego a € D, kazdego x € X\ {0} i
kazdego funkcjonatu l € N funkcja

lo fipz) : D(a,z) = C
jest funkcjg analityczng w D (a,x).

Nastepujacy fakt jest dobrze znany i pozwala wykorzystywaé me-
tody metrycznej teorii punktoéw stalych w badaniu zachowania sie prze-
ksztalcenn holomorficznych (patrz np. [2], [46], [55], [58], |?], [63], [70],
[71], [88], [89], [90], [126], [128]). Mianowicie, jezeli Dy i Dy sa ograni-
czonymi i wypuktymi obszarami odpowiednio w zespolonych przestrze-
niach Banacha (Xq, ||-||;) 1 (X2, [||ly) oraz kp, i kp, sa odlegtosciami
Kobayashiego odpowiednio w D; i Dy, to kazde odwzorowanie holo-
morficzne f : Dy — Dy jest nieoddalajace wzgledem tych odlegtosci,
tzn.

kp, (f(x), f(y)) < kp,(2,y)

dla wszystkich x,y € D;.

W szczegdlnosei, gdy D jest ograniczonym i wypuklym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -||), to kazde holomorficzne
odwzorowanie f : D — D jest kp-nieoddalajace.



12

Oczywiscie rodzina wszystkich odwzorowan f z D; w Dy, ktore sa
nieoddalajace ze wzgltedu na odlegtosci Kobayashiego, jest znacznie
wieksza niz rodzina H (D1, Ds) i bedziemy ja oznaczaé przez N(Dy, Ds)
lub N(D), gdy D = Dy = Ds.

Okazuje sig¢, ze uzywajac zbioru normujacego mozna uzyskaé¢ wyniki
o granicach ciagéow punktowych i ciagéw funkcyjnych.

Twierdzenie 1.6. ([73], patrz takze [94] i [97]) Niech (X, ||-||) bedzie
zespolong przestrzeniq Banacha, N zbiorem normujgcym dla X 1 niech
D C X bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem, takim ze jego do-
mkniecie D" w normie | - || jest zwarte w topologii o (X, N). Jezeli
{26} ses i {Us}ses s@ uogdlnionymi ciggami w D i sq one zbiezne w
topologii o (X, N') odpowiednio do x € D iy € D, to prawdziwa jest
nierownosé

]{?D (SL’, y) < hmﬂmf k’D (l’g, yg) .

Twierdzenie 1.7. ( [73]) Niech Dy, Dy bedg ograniczonymi i wy-
puktymi obszarami odpowiednio w zespolonych przestrzeniach Bana-
cha (X1, |-ly) @ (X2, |Il,) , @ niech N bedzie zbiorem normujgcym dla
(Xo, [|lly)- Jezeli { fr} e, Jest ciggiem odwzorowari holomorficznych (od-
wzorowan nieoddalajgcych wzgledem odlegtosci Kobayashiego w tych
obszarach) fyx : Dy — Dy, ktory jest punktowo zbieiny w topologii
o (X9, N) do odwzorowania [ : Dy — EHM 1 istnieje punkt zy € Dy,
taki ze wog = f(z9) € Do, to f : Dy — Dy i odwzorowanie f jest
holomorficzne (nieoddalajgce wzgledem odlegtosci Kobayashiego).

7 odlegloscia Kobayashiego zwiazane jest pojecie zespolonej geode-
zyjnej. Zespolona geodezyjna odgrywa kluczowa role w dowodach $ci-
stej liniowej wypuktodci kul w metryce Kobayashiego i w dowodach
niepustosci horosfer wprowadzonych w pracach zar6wno moich jak i
innych autorow.

Definicia 1.17. ( [46], [47], [107), [108], [135], [147], [148], [149])
Niech D bedzie ograniczonym @ wypuktym obszarem w zespolonej prze-
strzeni Banacha (X, || - ||) @ niech ¢ : A — D bedzie odwzorowaniem
holomorficznym. Jezeli dla kazdych (1,(y € A mamy

kA(<17 CZ) = kD((b(Cl)v ¢(<2>)7

to odwzorowanie ¢ nazywamy zespolong geodezyjng (kp-geodezyjng) w
D. Jezeli z,w € D, z # w 1 istnieje zespolona geodezyjna ¢ : A — D,
taka ze w = ¢(0) 1 z = ¢((), gdzie 0 < ( € RN A, to ¢ nazywamy
znormalizowang zespolong geodezyjng taczqcg punkt w z punktem z.
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Okazuje sie, ze zespolona geodezyjna jest izometrycznym wlozeniem
otwartego kota (A, ka) w (D, kp)( [46]) 1 dlatego powyzsza definicja
jest robwnowazna oryginalnej definicji podanej przez E. Vesentiniego
( [146], [147], [148], [149]; patrz takze na historyczne uwagi w [2]).
[stotnie mamy

Twierdzenie 1.8. ([147], [148]) Niech D bedzie ograniczonym i wy-
puktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, | - ||). Kazda
zespolona geodezyjna f : A — D jest izometrycznym wlozeniem otwar-
tego kota jednostkowego z odlegtoscig ka w obszar D z odlegtoscig kp.
Dodatkowo mamy

lim kp(f(0), f(re®)) = lim ka(0,7e¢”) = 400

r—1- r—1-

Dalej dostajemy

Twierdzenie 1.9. ( [46], [107], [133]) Jezeli (X, |-||) jest zespolong
przestrzenig Banacha, N zbiorem normujgcym dla X 1 D C X jest
ograniczonym i wypuktym obszarem, takim Ze jego domkniecie Dl
w normie jest zwarte w topologii o (X, N'), to przez kazde dwa rézne
punkty w D przechodzi przynajmniej jedna znormalizowana zespolona
kp-geodezyina.

Aby poda¢ warunki na jedynos¢ geodezyjnej i na liniowa Scista wypu-
ktos¢ kp-kul w ograniczonym i $cisle wypuktym obszarze D (patrz roz-
dziat 4) bedziemy potrzebowaé definicji analitycznej wtasnosci Radona-
Nikodyma (aRNP) przestrzeni Banacha. Zaczne od nastepujacego ozna-
czenia. Symbol H*(A, X) bedzie oznaczaé¢ rodzing wszystkich holo-
morficznych i ograniczonych odwzorowan jednostkowego kota otwar-
tego A w zespolong przestrzen Banacha (X, || -||). W zespolonej prze-
strzeni liniowej H*°(A, X') mamy norme supremumn.

Definicja 1.18. ( [25]) Niech (X, || - ||) bedzie zespolong przestrzenig
Banacha. Jezeli kazde odwzorowanie f € H®(A, X) ma prawie wszedzie
granice radialne, tzn. granica lim,_,- f(re') istnieje dla prawie wszyst-
kich 0 € ([0,27], u1), gdzie py oznacza miare Lebesque’a, to mdwimy,
ze X ma analityczng wltasnosé Radona-Nikodyma (aRNP).

Mozna zauwazy¢, ze gdy (X,| -|) ma aRNP, to prawie wszedzie
okreslona funkcja brzegowa f* (tzn.

F(E) = lim f(re)

nalezy do L*°([0,27], u1) 1 wyznacza f. Stad gdy f,g € H*(A, X) i
f* - g* w Loo([()’ 27“—]7#1)7 to f =g
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Twierdzenie 1.10. (/25], [61], [136]) KazZda zespolona i refleksywna
przestrzen Banacha ma aRNP i kazda osrodkowa zespolona i sprzezona
przestrzen Banacha ma aRNP.

Twierdzenie 1.11. ( [46/, [47]) Jezeli (X, | - ||) jest zespolong prze-
strzenig Banacha, (X,| - ||) ma aRNP i D C X jest ograniczonym i
scisle wypuktym obszarem, to przez kazde dwa rézne punkty w D prze-
chodzi co najwyze) jedna znormalizowana zespolona kp-geodezyjna.

Ostatecznie dostajemy

Twierdzenie 1.12. ([/6]) Jezeli (X, ||-||) jest zespolong przestrzenig
Banacha, (X, - ||) ma aRNP, N jest zbiorem normujgcym dla X i
D C X jest ograniczonym i Scisle wypuktym obszarem, takim ze jego
domkniecie D' normie jest zwarte w topologii o (X, N), to przez
kazde dwa rozne punkty w D przechodzi doktadnie jedna znormalizo-
wana zespolona kp-geodezyjna.

Przypomne teraz nastepujaca definicje.

Definicja 1.19. ([/51], [63]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ). Jezeli odwzoro-
wanie f: D — D jest takie, ze f(D) lezy $cisle wewngtrz D, to md-
wimy, ze przeksztatcenie f odwzorowuje obszar D Scisle do wewngtrz

D.

W moich badaniach wielokrotnie uzywam ciagéw aproksymacyjnych
dla badanego odwzorowania. Ciagi te sa tworzone przy pomocy nastepu-
jacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.13. ([51], [1530], [129], [149]) Niech D bedzie ogra-
niczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ) @ niech
przeksztatcenie holomorficzne odwzorowanie f : D — D odwzorowuje
D S$cisle do wewngtrz D. Wtedy f jest kp-kontrakcjg, tzn. istnieje
0 <c<1 takie, ze

kD(f(Qf),f<y)) <c- k?D(l’,y)
dla wszystkich x,y € D.

Stad, gdy D jest domknietym, ograniczonym i wypuklym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||), to z twierdzenia 1.13 do-
stajemy, ze odwzorowanie ¢gs, = (1—s)z+ sl : D — D jest kp-
kontrakcja dla kazdego ustalonego z € D i dla 0 < s < 1. Dlatego
dla kp-nieoddalajacego odwzorowania f : D +— D przeksztalcenie
fsz: =gs.0of = (1—=s)z+ sf : D +— D jest kp-kontrakcja i ma
doktadnie jeden punkt staly, ktory oznaczamy przez hy (s, z) . Ustalmy
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0<s<1lizyge D. Wtedy odwzorowanie hys (s,-) : D +— D jest kp-
nieoddalajace (holomorficzne, gdy f jest holomorficzne) jako punktowa
granica ciggu funkcyjnego { fe (xo)} .

Jak wyjasnie w rozdziale 2, w przypadku nieskoriczenie wymiarowe;j
zespolonej przestrzeni Banacha bez dodatkowych zatozen o odwzorowa-
niu kp-nieooddalajacym (holomorficznym) twierdzenie Wolffa-Denjoya
nie jest prawdziwe. Takim dodatkowym naturalnym zatozeniem jest
zalozenie, ze odwzorowanie to jest kondensujace ze wzgledu na miare
niezwarto$ci Kuratowskiego.

Definicja 1.20. ( [105]) Niech (X,d) bedzie zupetng przestrzenig me-
tryczng i niech B oznacza rodzine wszystkich niepustych i ograniczonych
podzbioréw zbioru X . Funkcje ag : B — RY dang wzorem

aq(C) = inf{e > 0 : istnieje skoriczona liczba zbioréw C, ..,Cp, € B

m
o Srednicy mniejszej niz € i takich, ze C C U C;}
j=1
(dla C € B) nazywamy miarg niezwartosci Kuratowskiego.

Miara niezwartosci Kuratowskiego ma nastepujace wlasnosci.

Twierdzenie 1.14. ([5/, [10], [12], [57]) Niech (X,d) bedzie zupetng
przestrzenig metryczng i niech B oznacza rodzine wszystkich niepustych
i ograniczonych (w metryce d) podzbiorow zbioru X . Jezeli oy jest miarg
niezwartosci, to dla zbiorow C,Cy € B mamy

(1) aq(C) =0 wtedy i tylko wtedy gdy domkniecie C? zbioru C jest
zbrorem zwartym;

aq(C) = ag(C?);

)
)
(iv) ag(C'UCh) = max{ay(C), aq(Cy)};
; aq(C N Cy) <min{ay(C), aq(C)};
lezgcych do B i jezeli lim,, o ag(Cy) = 0, to przecigcie oo, Cy,
tych zbiorow jest niepuste i jest zbiorem zwartym.
Gdy w miejsce przestrzeni metrycznej mamy przestrzen Banacha
(X, |1, to dodatkowo dostajemy
(vii) ) (C + C1) < a1 (C) + e (Cr);
(viii) a(¢C) = [t]eyp (C);
(ix) o (convC) = oy (C), gdzie conv(C') oznacza otoczke wypuktq
zbioru C.

Przejdzmy wiec do ogélnej definicji przeksztatcenia kondensujace ze
wzgledu na miare niezwartosci Kuratowskiego.
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Definicja 1.21. (/137]) Niech (X, d) bedzie zupelng przestrzenig me-
tryczng i niech O # D C X. Mowimy, ze odwzorowanie f : D — D
jest kondensujgace ze wzgledu na Kuratowskiego miare niezwartosci oy
(ag-kondensujgce) gdy

aq(f(C)) < aq(C)
dla kazdego ograniczonego w (X, d) podzbioru C C D z ay(C) > 0.
Nastepujace wlasnosci odwzorowan ag-kondensujacych sa dobrze znane.

Lemat 1.6. ( [75]) Niech D bedzie niepustym i ograniczonym zbio-
rem w zupelnej przestrzeni metrycznej (X,d). Jezeli f : D — D jest
odwzorowaniem og-kondensujgcym i {x,} jest ciggiem w D, takim Ze
d(zn, f(x,)) — 0, to zbior wszystkich elementow tego ciggu, ktory dla
uproszczenia zapisu réwniez oznaczamy przez {x,}, jest zbiorem wa-
runkowo zwartym w (X, d), tzn. aq ({x,}) = 0.

Jako wniosek z tego lematu dostajemy

Wnhniosek 1.1. ( [75]) Niech D bedzie wypuktym i ograniczonym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Jezeli f : D — D
jest odwzorowaniem kp-nieoddalajgcym i . -kondensujgcym, C' jest
niepustym, kp-domknietym, wypuktym i f-niezmienniczym podzbiorem
obszaru D, {s,} jest ciggiem, takim Ze lim, ... s, = 1,0 < s, < 1
{zn} jest ciggiem elementow podzbioru C, to cigg aproksymujacy {x,}
dany wzorem

T = Ty (Sn, 20) = fonon (@) = (1= 80) 20 + $0f (20) € C
dlan =1,2,3,... zawiera podcigg zbiezny w normie || - ||.
Nastepnie mamy

Lemat 1.7. ([137]) Niech D bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem
w zupetnej przestrzeni metrycznej (X, d). Jezeli f : D — D jest odwzo-
rowaniem ag-kondensujgcym, to ag({f™(x)}) = 0 dla kazdego x € D,
tzn. dla kazdego x € D zbior elementow ciggu iteracyjnego { f*(x)} jest
zbiorem totalnie ograniczonym w (X, d).

Jako wniosek dostajemy

Whniosek 1.2. ( [75]) Niech D bedzie wypuktym i ograniczonym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Jezeli f : D — D
jest odwzorowaniem kp-nieoddalajacym @ o). -kondensujacym, to dla
kazdego x € D jego cigg iteracyjny {f"(x)} zawiera podcigg zbiezny w
normie || - ||.

7 naszych dotychczasowych rozwazan wynika nastepujace twierdze-
nie.
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Twierdzenie 1.15. ([75]) Niech (D,d) i (X,dx) bedg dwiema prze-
strzentami metrycznymi, takimi zZe

(i) D C X i zbidr D jest zbiorem dx-ograniczonym i dx-otwartym
i obie przestrzenie metryczne (D, d) i (X,dx) sq zupetne;

(ii) dla kazdego x € D i kazdego ciggu {x,} w D, ktory jest zbiezny
do £ € X\D w (X,dx), mamy lim,,_.. d (x,x,) = 00;

(iii) topologie wyznaczone na D przez d i przez dxpxp $¢ iden-
tyczne.
Niech f : D — D bedzie odwzorowaniem d-nieoddalajgcym i oy, -
kondensujgcym. Wtedy

(a) dla kazdego x € D, kazdy podcigg {f™ (x)} ciggu iteracyjnego
{f™(x)} zawiera dx-zbiezny podcigg;

(b) odwzorowanie f ma wszystkie d-ograniczone ciggi iteracyjne { f™ (x)}
wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje & € D z d-ograniczonym podciggiem
{f" (@)} ciggu iteracyjnego {f" (Z)};

(c) jezeli odwzorowanie f ma d-nieograniczong orbite, to dla kaz-
dego x € D kazdy podcigg {f™ ()} ciggu iteracyjnego {f™ (x)}
zawiera podcigg {f" (x)}, ktory jest dx-zbiezny do & € X\D
przy j — 00.

Ostatecznie korzystajac z ostatniego twierdzenia i z lematu 1.5 otrzy-
mujemy, w przypadku odwzorowan bez punktu statego, nastepujace
dwa bardzo wazne z naszego punktu widzenia twierdzenia.

Twierdzenie 1.16. ([75/, [B 2/, [B 6]) Niech D bedzie $cisle wypu-
ktym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|) -
Jezeli f - D — D jest odwzorowaniem kp-nieoddalajgcym i oy -konden-
sujgeym @ nie ma punktu statego, to dla kazdego x € D zbior punktow
skupienia A ciggu iteracyjnego {f™(x)} ma nastepujgce wtasnosci:
(i) A0,

(i) AcC oD

(iii) A jest zbiorem niezaleznym od wyboru x € D.
Twierdzenie 1.17. ( [75], [B 2/, [B 6]) Niech D bedzie $cisle wypu-
ktym i ograniczonym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|) -
Jezeli [ : D — D jest odwzorowaniem kp-nieoddalajgcym i oy -konden-
sujgeym 1 nie ma punktu statego, to dla kazdego z € D zbior punktow
skupienta B, przy s — 17, krzywej aproksymacyjnej

{hy (5, 2) bocs<1 = {(L = s) 2+ sf (hy (s, 2)) bocs<t,

tzn. zbior

B={x¢€ D', istnieje ciag {sp} 20 < s, = 17 i hy (Sn, 2) — x},
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ma nastepujace wltasnosci:
(i) B#0,
(i) B C 0D

(iii) B jest zbiorem niezaleznym od wyboru z € D.
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2. PROBLEMY ZWIAZANE Z TWIERDZENIEM WOLFFA-DENJOYA -
RYS HISTORYCZNY

W tym rozdziale oméwie historie probleméw, ktorymi sie zajetam w
moim osiggnieciu naukowym i podam znane w chwili rozpoczecia moich
badan wyniki w tym zakresie.

W 1926 roku J. Wolff i A. Denjoy udowodnili nastepujace twierdzenie
o zachowaniu si¢ iteracji funkcji analitycznej.

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie jednostkowym kotem otwartym na
plaszezyinie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f: A — A nie jest
ani funkcjg identycznosciowq ani tez nie jest automorfizmem z doktad-
nie jednym punktem statym w A (tzn. nie jest automorfizmem elip-
tycznym), to istnieje doktadnie jeden punkt & € A, taki ze cigg iteracji
{f™} funkcji f jest zbiezny do funkcji statej réwnej & w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze C' C A.

Twierdzenie 2.1 ma interesujaca historie. Najpierw udowodnit je J.
Wolff przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja ma ciagte rozszerzenie
na brzeg i byt to dowod nie wprost ( [154], praca byta zarekomendo-
wana do publikacji 31 grudnia 1925 roku przez E. Borela). Nastepnie,
w krotkim odstepie czasu, niezaleznie od siebie i réznymi metodami,
twierdzenie 2.1 udowodnili J. Wolff ( [155], praca byta zarekomendo-
wana do publikacji 18 stycznia 1926 roku przez E. Borela) i A. Denjoy
( [44], praca byta zarekomendowana do publikacji 25 stycznia 1926 roku
przez M. Goursata). Ostatecznie kilka miesigcy pozniej J. Wolff ( [156],
praca byta zarekomendowana do publikacji 7 kwietnia 1926 roku przez
E. Borela) podal bardzo tadny dowod tego twierdzenia przy pomocy
nastepujacego lematu zwanego obecnie lematem Wolffa.

Lemat 2.1. Niech A bedzie jednostkowym kotem otwartym na ptasz-
czyinie zespolonej C. Jezeli funkcja analityczna f : A — A nie ma
punktu statego, to istnieje jedyny punkt & na brzegu kota, taki ze

- FEP _ e~

L=[f(z)]? = 1—[2?
dla kazdego z € A, przy czym réwnosé ma miejsce wtedy tylko wtedy,
gdy f jest parabolicznym automorfizmem z punktem statym &.

Zauwazmy, ze w swoim ostatnim dowodzie twierdzenia 2.1 J.Wolff
wykorzystal wprowadzony przez siebie niezmienniczy horocykl D(&, R)
z centrum w punkcie £ i promieniu R > 0

€ — 2
1— |z

DER) ={z€A: < R},
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ktory jest otwartym kotem o promieniu Ri;l i srodku lJ%Rf , tzn.
1 R
D R)={z€e A |z— <
€R)={zeh:]s— el < )

i kolo to jest styczne do okregu jednostkowego A w punkcie €.
Warto tez odnotowaé fakt, ze w 1983 roku E. Vesentini ( [150]) opu-
blikowal dowdd twierdzenia Wolffa-Denjoya, ktory jest inny od tych
wspomnianych juz przeze mnie (patrz tez [14] i [30]).
Mnie bedzie interesowac tylko ta czes¢ twierdzenia Wolffa-Denjoya,
w ktorej funkcja nie ma punktu statego, tzn. nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2. Niech A bedzie jednostkowym kotem otwartym na
plaszczyinie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f: A — A nie ma
punktu statego, to istnieje & na brzegu kota, takie ze cigg iteracyi {f™}
funkcyi f jest zbiezny do funkcji statej rownej & w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze C' C A.

Moje zainteresowanie sie tylko taka postacia twierdzenia wynika z
faktu, ze E. Vesentini oraz V. Khatskevich i D. Shoikhet podali w swo-
ich pracach (odpowiednio w [150], [151], [84] i [85], patrz tez [126])
warunki konieczne i dostateczne na zbieznosé ciggu iteracyjnego {f"}
do punktu statego odwzorowania f. Warunki te albo sa podane w ter-
minach teorii spektralnej wzgledem pochodnej D f(Z) w punkcie statym
Z € D odwzorowania f albo sa to warunki geometryczne.

Bede wiec zajmowac sie tylko nastepujacymi problemami zwiazanymi
z twierdzeniem 2.2:

1) iteracje odwzorowan holomorficznych (kp-nieoddalajacych) bez
punktow statych przeksztatcajacych otwarta kule jednostkowa (w ze-
spolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||)) w siebie i ich zbieznos¢,

1’) iteracje funkeji holomorficznych (kp-nieoddalajacych) bez punk-
tow statych przeksztalcajacych ograniczony i silnie wypukly obszar
D C C* (patrz definicja 2.5) w siebie i ich zbieznos¢,

2) orbity potgrup S = {fi}>0 zlozonych z holomorficznych (kp-
nieoddalajacych) odwzorowan i ich zbieznosé,

3) graniczne zachowanie si¢ rodziny holomorficznych (kp-nieoddalaja-
cych) retraktow z pustym przecieciem.

Rozdzielitam tutaj problem zachowania sie itearcji funkcji na dwie
czesci (11 17), poniewaz w chwili rozpoczecia moich badan wyniki otrzy-
mane dla otwartej kuli jednostkowej byty zdecydowanie silniejsze od
tych otrzymanych dla ograniczonych i wypuktych obszarow.

1) Iteracje funkcji holomorficznych (kp-nieoddalajacych) prze-
ksztalcajacych otwarta kule jednostkowa (w zespolonej prze-
strzeni Banacha (X, || - ||)) w siebie i ich zbiezno$é
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Pierwszy tego typu wynik M. Hervé udowodnit w 1963 roku.

Twierdzenie 2.3. ( [66/) Niech B bedzie jednostkowg kulg otwartg
w C¥ ze standardowg normg. Jezeli funkcja holomorficzna f : B — B
nie ma punktu statego, to istnieje punkt & na brzegu kuli 0B, taki Ze
cigg iteracyi {f™} funkcji f jest zbiezny do funkcji statej réwnej & w
topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze

C c B.

Twierdzenie to byto ponownie odkryte w 1983 roku przez B. D. Mac-
Cluer [109] i przez Y. Kubote [93]. Okazuje sie jednak, ze twierdzenie
Wolffa-Denjoya nie jest prawdziwe w zespolonej przestrzeni Banacha o
wymiarze nieskoniczonym. W 1985 roku, opierajac si¢ na przyktadzie
M. Edelsteina ( [52]), A. Stachura podal przyklad holomorficznego
przeksztatcenia f otwartej kuli Hilberta B2 (w zespolonej przestrzeni
Hilberta [?) w siebie, ktore nie ma punktu statego i

limsup /7 () = 1> 0 = limint /" 0)]

( [143]). Okazuje si¢ jednak, ze dodajac dodatkowe zalozenie o od-
wzorowaniu f mozna udowodni¢ twierdzenie Wolffa-Denjoya rowniez w
nieskoriczenie wymiarowej zespolonej przestrzeni Banacha. Pierwszym
takim wynikiem byto nastepujace twierdzenie udowodnione przez C.-H.
Chu i P. Mellon w 1997 roku.

Twierdzenie 2.4. ( [36]) Niech By bedzie jednostkowg kulg otwartg
w zespolonej przestrzeni Hilberta H, czyli tzw. kulg Hilberta. Jezeli
funkcja holomorficzna f : By — By jest zwartym odwzorowaniem
bez punktu statego, to istnieje punkt & na brzegu kuli, taki zZe cigg ite-
racji { f"} funkcji f jest zbiezny do funkcji statej rownej & w topologii
zwarto-otwartey, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze C' C Bpy.

W 1999 roku twierdzenie to byto uogélnione przez J. Kapelusznego,
T. Kuczumowa i S. Reicha do jednostkowej kuli otwartej Bx o §rodku
w 0 w Scisle wypuklych przestrzeniach Banacha (X, | - ||) ( [74]).

Twierdzenie 2.5. ([7}]) Niech Bx bedzie jednostkowg kulg otwartg w
Scisle wypuktej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Jezeli odwzo-
rowanie holomorficzne (kp, -nieoddalajgce) f : Bx — Bx jest zwartym
odwzorowaniem bez punktu statego, to istnieje punkt & na brzegu kuli,
taki ze cigg iteracji {f"} odwzorowania f jest zbiezny do odwzorowa-
nia statego rownego & w topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na
kazdym zwartym zbiorze C' C By.

Omoéwie teraz idee dowodu tego twierdzenia, poniewaz bede ja sto-
sowa¢ w dowodach 3 twierdzen wystepujacych w moim osiggnieciu
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naukowym. Okazato si¢, ze w dowodzie twierdzenia 2.5, z uwagi na
brak odpowiedniej gtadkosci brzegu kuli, nie mozna bylo bezposred-
nio zastosowa¢ horosfer Fj; (&, R) 1 F; (&, R) uzytych przez M. Abate
dla ograniczonych i silnie wypuktych obszaréw w C* (defincje tych ho-
rosfer podam w czgsci 1’)).Dlatego w |74] wprowadzono niezmiennicze
ciggowe horosfery G (Z,¢, R,{z,}) w osrodkowych zespolonych prze-
strzeniach Banacha zamiast horosfer Ej; (§, R) i F; (€, R). Horosfery
G (Z,¢, R,{z,}) zdefiniowano nastepujaco.

Definicja 2.1. ( [7}]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym ob-
szarem w osrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||), & € D,
¢ € 0D i niech {x,} bedzie ciggiem w D z limz, = £. Zaldimy, ze
dla kazdych x,y € D istnieje granica lim,_. [kp (y, xn) — kp (z, x,)].
Wtedy horosfere G (Z,€, R,{x,}) w D okreslamy nastepujgco

1
G (*%7 57 Ra {xn}) - {y eD: nh—%lo [kD (ya'rn) - kD (jvxn)] < 5 log R} :
Podane w definicji 2.1 zalozenie istnienia granic
nh_)r{.lo [kD (ya xn) - kD (iL‘, wn)]
nie jest zbyt restrykcyjne, poniewaz interesuja nas tylko ciagi aproksy-
mujace dla f z granica rowna &, ktére mozemy odpowiednio zastapic ich

podciggami oraz mamy zalozenie o$rodkowosci zespolonej przestrzeni
Banacha i prawdziwe sa nieréwnosci

kp (4, 20) — kp (2, 20)| < kp (y, ©)
dla wszystkich z,y € D,.
Uwaga 2.1. Od tej pory bedziemy wiec zawsze zaktadaé o ciggu {x,}
wystepujgcym w G (z,&, R, {z,}), zZe wszystkie granice
dim [kp (y, @n) — kp (2, 20)] z,y €D,
15tniejq.
Podstawowe wlasnosci horosfer G (z, ¢, R, {x,}) sa podane w nastepnym

twierdzeniu.

Twierdzenie 2.6. ([74], [75]) Niech D bedzie ograniczonym i wypu-
ktym obszarem w osrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, | -||).
Niechz € D, £ € 0D, R>0,x,€ D,n=1,2, ..., 4lim, .z, =¢.
Wtedy horosfery G (z,€, R,{x,}) majg nastepujace wtasnosci:
(i) Ez (&, R) C G(Z,& R, {xn}) C Fz (&, R) dla kazdych x € D,
&€ oD i R>0;
(ii) jezeli G(z,&, R,{x,}) jest zbiorem niepustym, to jest zbiorem
wypuktym;
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(iii) dla kazdych 0 < Ry < Ry mamy

{D NG (& Ry, {xn})”'] C G (7,8 Ra, {zn});

(iv) dla kazdego R > 1 mamy By, (;Tc, s log R) CG(z,& R {xn});
(v) By, (95, —1log R)ﬂG (,&, R, {x,}) =0 dla kazdego 0 < R < 1;
() UGEER(mah) =D i (G @ER [} =

Zauwazmy tutaj, ze w przypadku otwartej kuli jednostkowej By w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||) uzywajac zespolonych geode-
zyjnych taczacych 0 z dowolnym innym punktem z € By (jest to po
prostu przeciecie kuli By z ptaszczyzna zespolona przechodzaca przez
0 i 2), ortogonalnych projekcji na te geodezyjne i wzoru

ki (0,2) = arg tgh ||z
mozna stosunkowo tatwo udowodnié¢ nastepujacy lemat.
Lemat 2.2. ( [74]) Dla kazdego & € O0Bx i kazdego 0 <t < 1 mamy
iiin{[kBX(tf,w) — kg (0, w)] = =k (0,£5).

7 niego dostajemy natychmiast dwa wnioski.

Wnhniosek 2.1. ( [74]) Niech Bx bedzie otwartg kulg jednostkowg w
osrodkowej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -|), T € Bx,

¢ € OBx i niech {x,} bedzie ciggiem w Bx zlimx, = &. Zaldzmy, ze
dla kazdych z,y € By istnieje granica lim, . [kp (y,x,) — kp (z, x,)].
Wtedy kazda horosfera G (Z,&, R,{x,}) jest niepustym zbiorem.

Wnhiosek 2.2. ([7}]) Przy zatozeniach z wniosku 2.1 i przy dodatko-
wym zatozeniu Scistej wypuktosci zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||
II) punkt & jest nie tylko granicq ciggu {x,}, ale jednoczesnie jedy-

nym punktem przeciecia Npso G (Z,§, R, {xn})'l'H domknieé w normie
wszystkich ciggowych horosfer.

Biorac teraz odpowiedni ciag aproksymacyjny dla odwzorowania f
otrzymujemy

Twierdzenie 2.7. [7}] Niech Bx bedzie jednostkowq kulg otwartg w
osrodkowej i Scisle wypuktej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - |).
Jezeli odwzorowanie holomorficzne (kp-nieoddalajgce) f : Bx — Bx
jest zwartym odwzorowaniem bez punktu statego,

(o} ={(1 = tn)zn + tuf(z0)}
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jest zbieznym ciggiem aproksymacyjnym dla odwzorowania f, gdzie
z, € By, 0 <t, < 1ldlan=1,2,..., £ = lim,_x, € 0Bx i dla
kazdych x,y € D 1istnieje granica

lim [kD (ya xn) - kD (ZL’, xn)] )

n—oo

to kazda horosfera G (0,&, R,{x,}) w Bx jest niepustym zbiorem i
F(G(0,& R A{z,})) C G(0,& R, {zn}).

Stad i z wniosku 2.2 natychmiast dostajemy twierdzenie 2.5.

Zauwazmy dalej, ze gdy dla kp, -nieoddalajacego odwzorowania
f : Bx — Bx w kuli otwarte] Bx w zespolonej przestrzeni Banacha
(X, || - ||) prawdziwe jest twierdzenie Wolffa-Denjoya, to dla kazdego
x € D ciag jego iteracji {f"(x)} jest warunkowo zwarty w (X, | - ||)
i dlatego aj ({f"(z) : n = 1,2,3,..}) = 0, gdzie o jest miara
niezwartosci Kuratowskiego. Jak juz wspomniatam w rozdziale 1 (le-
mat 1.7) B. N. Sadowskii udowodnit, ze dla odwzorowania, z D C X
w D w przestrzeni metrycznej (X, d), bedacego ag-kontrakcja mamy
ag({f*(x)}) = 0 dla kazdego = € D. Stad dodatkowe zalozenie, ze
holomorficzne (kp-nieoddalajace) odwzorowanie f : D — D jest oy.-
kontrakcja, okazuje si¢ naturalne w przypadku badania iteracji odwzo-
rowania w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha (X, || - |]).
Dalej przy tym zatozeniu mozemy tez skorzystac¢ z twierdzenia A. Caltki
(twierdzenie 1.2), ktore wyzwala nas od zmudnego dowodu rozbieznosci
do brzegu ciggu iteracyjnego. Nastepnie (patrz wniosek 1.1) dla ogra-
niczonego i wypuktego obszaru D w zespolonej przestrzeni Banacha
(X, [||l) 1 holomorficznej (kp-nieoddalajacej) ay. -kontrakeji f : D — D
kazdy ciag aproksymujacy {z,} dany wzorem

Ty = hf (Sna Zn) - fsn,zn (xn) - (]- - Sn) Zp + Snf (:En)

dla n = 1,2,3,... (gdzie z, € D, 0 < s, < 1l dlan = 1,23, ...1
lim,, . s, = 1) zawiera podcigg zbiezny w normie || - ||.

Niech D bedzie ograniczonym i wypuklym obszarem w zespolonej
przestrzeni Banacha (X, | - ||). Przypomne teraz, ze w |75] (patrz tez
[B4]) J. Kapeluszny, T. Kuczumow i S. Reich wprowadzili horosfere

H (2, R, {zn}).

Definicja 2.2. ( [75]) Niech {n,},ecr bedzie takim podciggiem uogol-
nionym ciggu {wptnen = {n}nen, ktory jest maksymalnym ciggiem
uogdlnionym (patrz lemat 1.1). Niech D bedzie ograniczonym i wypu-
ktym obszarem w oSrodkowej przestrzeni Banacha (X, | - ||), * € D,
€ € 0D i niech {x,} bedzie ciggiem w D zlimx,, = . Wtedy horosfere
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H (z,¢, R,{x,}) w D okreslamy nastepugjgco
~ . N 1
H (5,6 R Awnd) = {y € D tim [k (3.20,) = o (7,00,)] < 5 log R}

Horosfera H (Z,¢, R,{z,}) ma takie same wlasnosci jak horosfera
G(Z,& R, {z,}).

Twierdzenie 2.8. ( [75]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Niech & € D,
£€dD, R>0,z,€ D,n=1,2,... i lim, .z, =& Wtedy horosfery
H (z,¢, R, {x,}) majg nastepujgce wtasnosci:

(i) Ex (6, R) C H (5,6, R, {z.}) C Fs (& R);

(i) Jezeli H (%,&, R, {x,}) jest zbiorem niepustym, to jest zbiorem

wypuktym;
(iii) dla kazdych 0 < Ry < Ry mamy

DNH (i, Ry, {:cn})”'] C H (2,&, Ry, {wn});

(iv) dla kazdego R > 1 mamy By, (a:, 5 log R) C H(z,& R, {xn});
(v) dla kazdego 0 < R < 1 mamy By, (33, —3log R) NH (Z,&, R, {z,}) =
0;
(vi) UH (%R Azn}) =D i N H (2, R {zn}) = 0;
R>0 R>0
Lemat 2.3. ( [75]) Niech Bx bedzie otwartg kulg jednostkowg w ze-
spolonej przestrzeni Banacha (X, |- ||), T € Bx, £ € 0Bx i niech {x,}
bedzie ciggiem w Bx zlim x,, = . Wtedy kazda horosfera H (Z,€, R,{x,})
jest niepustym zbiorem.

Wniosek 2.3. ([75]) Przy zatozeniach z ostatniego lematu i przy do-
datkowym zatozeniu Sciste] wypuktosci zespolonej przestrzeni Banacha
(X, || - ||) punkt & jest nie tylko granicg ciggu {x,}, ale jednoczesnie
jedynym punktem przeciecia domknieé w normie wszystkich ciggowych
horosfer Mo H (7,6, B {zn])

Na koniec otrzymujemy ostateczna wersje twierdzenia Wolffa-Denjoya
dla kuli jednostkowej.

Twierdzenie 2.9. ([75]) Niech Bx bedzie jednostkowq kulg otwartg
w $cisle wypuktej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ). Jezeli od-
wzorowanie holomorficzne (kp-nieoddalajgce) f : Bx — Bx jest

.| —kontrakcjg bez punktu statego, to istnieje punkt § na brzegu kuli
taki, ze cigg iteracji {f"} odwzorowania f jest zbiezny do funkcji sta-
tej rownej & w topologii zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym
zwartym zbiorze C' C By.
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Powr6oémy na chwile do kuli otwartej By w przestrzeni Hilberta H.
Tutaj mamy troche wigcej informacji o odwzorowaniach bez punktéw
statych. Najpierw wprowadzamy nastepujaca definicje.

Definicja 2.3. ( [126]) Niech G bedzie podrodzing rodziny wszystkich
kg, -nieoddalajgcych odwzorowan jednostkowej kuli otwartej By w sie-
bie. Mowimy, ze rodzina G ma wtasnosé Wolffa-Denjoya, jesli dla kaz-
dego odwzorowania f € G bez punktow statych w By istnieje punkt
€ € OBy, taki ze cigg iteracji { f"} odwzorowania f jest zbiezny do & i
to jednostajnie na kazdym zbiorze zwartym w Bpy.

Twierdzenie 2.10. Niech By bedzie jednostkowq kulg otwartg w prze-
strzeni Hilberta H. Dla kuli By znamy nastepujgce klasy odwzorowan
maggce wtasnosé Wolffa-Denjoya:

i) ( [75]; patrz takze [B3], [B5], [B6], [36], [74], [92] i [99]) klasa G,
sktadajgca sie ze wszyskich ag-kontrakcyi;

i) ([58], [59], [124] i [125]) klasa Gs ztoZona ze wszystkich mocno
(= firmly) kg, -nieoddalajgcych odwzorowan pierwszego rodzaju;

iii) ([58], [59], [124] i [125] ) klasa G ztozZona ze wszystkich mocno
(= firmly) kg, -nieoddalajgcych odwzorowar drugiego rodzaju;

w) ( [123]) klasa Gy sktadajgca sie ze wszystkich usrednionych od-
wzorowar pierwszego rodzaju, tzn. f = (1 — s)I & sg, gdzie g jest
kp,, -nieoddalajgcym odwzorowaniem, s € (0,1) i dla x,y € By symbol
(1 — s)x @ sy oznacza jedyny taki punkt z € By spetniajgcy rownosci:
kBH(:E7 z) = SkBH(x7 Z/) . kBH(Zay) = (1 - S)kBH<x7y);

v) ( [123]) Klasa G5 sktadajaca sie ze wszystkich usrednionych od-
wzorowari drugiego rodzaju, tzn. f = (1 — s)I + sg, gdzie g jest kg, -
nieoddalajgcym odwzorowaniem i s € (0,1);

vi) ([64], [98] i [102]) klasa Gg do ktorej nalezg wszystkie odwzo-

rowania f z BHH'” na By ", ktore sq kp,-izometriami w By, majg

doktadnie dwa punkty state w Ell'n

0By kuli otwartej By .

1 oba te punkty lezg na brzegu

1’) Iteracje funkcji holomorficznych (kp-nieoddalajacych) prze-
ksztalcajacych ograniczony i silnie wypukly obszar D C C¥ w
siebie i ich zbieznosé

Zauwazmy najpierw, ze po zastosowaniu twierdzen Riemanna i Osgooda-
Taylora-Carathéodory’ego ( [26]) otrzymujemy z twierdzenia 2.2 nastepuja
wersje twierdzenia Wolffa-Denjoya na plaszczyznie zespolonej C.

Twierdzenie 2.11. Niech D bedzie obszarem Jordana na ptaszczyinie
zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : D — D nie ma punktu
statego, to istnieje & na brzequ 0D obszaru D, takie zZe cigg iteracyi
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{f"} funkcji f jest zbiezny do funkcji statej rownej & w topologii zwarto-
otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze C' C D.

Uwaga 2.2. W 1941 roku M. H. Heins ( [65]) wogdlnit powyzsze
twierdzenie do ograniczonych i m-sponych obszarow w C ograniczo-
nych przez krzywe Jordana.

Nastepnie jako wniosek z twierdzenia 2.11 dostajemy

Twierdzenie 2.12. Niech D bedzie obszarem ograniczonym i wypu-
ktym na ptaszczyinie zespolonej C. Gdy funkcja analityczna f : D — D
nie ma punktu statego, to istnieje & na brzequ 0D obszaru D, takie zZe
cigg iteracyi { f} funkcji f jest zbiezny do funkcji statej réwnej & w to-
pologiv zwarto-otwartej, tzn. jednostajnie na kazdym zwartym zbiorze.

Ostatnie twierdzenie nie jest prawdziwe w C* dla k& > 2 o czym
swiadczy nastepujacy przyklad.

Przyklad 2.1. ( [36]) W A x A C C? wystarczy wzigé nastepujgcg
funkcje f: A X A — AxA

f(z' 2% = (; +(1-— ;)zl,iZQ)
dla (2',2%) € A x A.

Musimy wiec tak jak w przypadku otwartej kuli dodaé¢ zatozenie na
brzeg obszaru i bedziemy rozwazaé obszary tylko lezace w CF. Dla-
tego teraz przypomne nastepujaca definicje silnej wypuktosci obszaru.
Zaczne od wprowadzenia funkcji definiujacej dla obszaru.

Definicja 2.4. ( [2], [91]) Niech D C R¥ bedzie ograniczonym obsza-
rem i niech 0 < m € NU oo. Jezeli istnieje funkcja p : R¥ — R klasy
C™, taka ze
(i) D ={z € R*: p(z) < 0}
(ii) 0D = {x € R* : p(x) = 0}
(iii) grad p(x) # 0 w kazdym punkcie x € 0D,
to mowimy, ze obszar D jest obszarem o brzegu klasy C™ ( lub, ze
jest obszarem klasy C™ ), a funkcje p nazywamy funkcjg definiujgcq dla
obszaru D.
Jezeli x € 0D, to zbior
k 8p
T,(0D) = {w = (w1, ..., wy,) € R¥: Y~ g(x)wj =0}
j=1 9T;

nazywamy ptaszczyzng styczng do brzegu 0 w punkcie x.

Dalej mamy
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Definicja 2.5. ( /2], [91], [107]) Jezeli ograniczony obszar D C R*
jest obszarem o brzegu klasy C? i p : RF — R jest funkcjg definiujgcq
dla D, takg ze w punkcie x € 0D mamy
k 2
d%p
H X Y =
P (w w) Z 8xj8xj/

33'=1

(x)w;wj >0

dla wszystkich 0 # w = (wy, ..., wg) € T,(OD) (tzn. rzeczywisty Hessian
H, . jest dodatnio okreslony na T,,(0D)), to obszar D nazywamy silnie
wypuktym w punkcie x. Jezeli dla pewnej funkcji definiujacej p dla D
Hessian H, , jest dodatnio okreslony na T,,(0D) w kazdym punkcie x €
0D, to obszar D nazywamy silnie wypuktym.

Ograniczony i silnie wypukly obszar D C R* o brzegu klasy C? jest
zawsze obszarem $cisle wypuktym ( [2]).

Przypominam, ze gtéwnym narzedziem w dowodzie klasycznego twier-
dzenia Wolffa-Denjoya jest tzw. horocykl D(€, R) czyli koto wewnetrznie
styczne do A w punkcie £ € A zadane wzorem

1 -z
DER)=2e At —— < Ry.
Okazuje sig, ze mozna opisaé¢ ten horocykl przy pomocy odlegtosci Po-
incaré’ego. Istotnie w 1978 roku P. Yang udowodnit nastepujacy wzor

2
[ (1) £ (0.0)] = H1og 4
im zZ,w) — w)] = =log —+-
ASuwt A ; A b 2 g 1— |Z’2 )
gdzie z € Ai¢ € 0A ([158]). Dlatego mamy réwnowazng definicje
horocyklu D (¢, R) w A

D@R%:%EA:H_&P<R}:

1=z

= {Z e A: lim [ka(z,w) —ka (0,w)] < ;logR}

Adw—¢E
( [158]). Dalej w dowodzie twierdzenia Wolffa-Denjoya dla jednostkowe;
kuli B, w CF ze standardowa norma, jak i dla kuli Hilberta By w
przestrzeni Hilberta H, role horocyklu odgrywa elipsoida

2
E@Jﬂ:{xGRﬂHCKQ’<R}, R>0,
1= [l
gdzie (-, ) jest iloczynem skalarnym, a || - || norma w C* i odpowiednio
1_ 2
E@J@:{zeBHﬂlﬁﬁy<R}, R >0,
— |l
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gdzie (-, -) jest iloczynem skalarnym, a | - || norma ( [35], [36], [59], [60],
[66], [93], [103], [104], [109], [135]). Majac ten wzor mozemy pokazac,
ze elipsoida moze byé¢ rownowaznie zadana wzorem

E(¢R) = {z €By: lim [kp, (z0) — kg, (0,0)] < ;log R},

Bpsw—¢€

gdzie £ € 9By i R > 0. Podobnie jest w kuli By, ( [158]).
To pozwolito M. Abate wprowadzi¢ nastepujace dwa rodzaje horosfer
w obszarze wypuklm i ograniczonym D w C*.

Definicja 2.6. ( [1], patrz takze [2]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w C*. Dia x € D, £ € 9D, R > 0, mata horosfera
E. (&, R) i duZa horosfera F, (§,R) o Srodku w x i promieniu R sg
okreslone wzorami

B, (6, R) {y € D s timsup [k (5.10) — Fp (r,0)] < +log R}

w—E&

1
F,(&,R) = {y €D: limi?f kp (y,w) — kp (z,w)] < Elog R} :

Uzywajac silnej wypuktosci M. Abate roku udowodnit w 1989 roku
nastepujace twierdzenie o horosferach.

Twierdzenie 2.13. ( /1], [2]) Niech D bedzie ograniczonym i silnie
wypuktym obszarem z brzegiem klasy C* w CF. Wtedy dla kazdego x €
D, kazdego & € OD i kazdego R > 0 mamy
0B ER CRER
(i) By (&, R) "NID ={&};
(iit) 7 (€, R)" noD = {¢}.
Nastepnie biorac odpowiedni cigg aproksymacyjny {z,} dla holo-
morficznego odwzorowania M. Abate udowodnit

Twierdzenie 2.14. ( [1], [2]) Niech D bedzie ograniczonym i wypu-
ktym obszarem w CF. Jezeli odwzorowanie f : D — D jest holomor-
ficzne i nie ma punktow statych, to istnieje & € 0D, takie Ze

f"(Ex (& R)) C Ey (€, R)
dla kazdego x € D, R >0 in € N.

Powyzsze fakty daja nam natychmiast

Twierdzenie 2.15. ([1/, [2]) Jezeli D C CF jest ograniczonym i silnie
wypuktym obszarem magjacym brzeg klasy C? i holomorficzne odwzoro-
wanie [ 1 D — D nie ma punktu statego, to istnieje & € 0D, takie
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ze ciqg iteracji {f"} odwzorowania f jest zbiezny w topologii zwarto-
otwartej do odwzorowania statego przyjmujacego wartosc &.

W 1990 stosujac dodatkowo twierdzenie Calki (tzn. twierdzenie 1.2)
T. Kuczumow i A. Stachura udowodnili, ze twierdzenie 2.15 jest rowniez
prawdziwe dla kp-nieoddalajacych odwzorowan.

Twierdzenie 2.16. [103] Jezeli D C C* jest ograniczonym i silnie
wypuktym obszarem majgcym brzeg klasy C? i kp-nieoddalajgce odwzo-
rowanie f : D — D nie ma punktu statego, to istnieje & € 0D, takie
ze ciqg iteracji {f"} odwzorowania f jest zbiezny w topologii zwarto-
otwartej do odwzorowania statego przyjmujacego wartosc &.

Z naszych dotychczasowych rozwazan w punktach 1) i 1’) wynika, ze
w znanych dotychczas dowodach uogoélnien twierdzenia Wolffa-Denjoya
kluczowa rzecza bylto pokazanie, ze kazda odpowiednio wybranego ro-
dzaju horosfera jest niepustym zbiorem. Niestety w chwili rozpoczecia
moich badan fakt ten nie byl znany nawet dla ograniczonych i Scisle
wypuktych obszaréw w C*.

2) Orbity polgrup S = {f;}i>0 zlozonych z holomorficznych
(kp-nieoddalajacych) odwzorowan i ich zbiezno$é

Definicja 2.7. Jezeli D jest ograniczonym i wypuktym obszarem w
zespolonej przestrzeni Banacha (X, | - ||), dla kazdego t > 0 odwzoro-
wanie f; jest odwzorowaniem holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) ob-
szaru D w siebie, fo =11 (fio fs)(x) = firs(x) dla wszystkich s,t > 0,
to mowimy, ze S = { fi}i>0 jest potgrupg odwzorowan holomorficznych
(kq-nieoddalajgcych) w D.

Latwo stwierdzié¢, ze prawostronna ciagto$é takiej potgrupy S w 0
(tzn. dla kazdego x € D mamy wowczas lim; o+ fi(z) = fo(x) =z w
(X, || - ]])) jest rownowazna cigglosci punktowej w D potgrupy S, tzn.
limg ., fs(x) = fi(x) dla kazdego t > 0 i kazdego x € D i ze jest rowniez
rownowazna cigglosci funkcji { f;(2)}2)ertxp W RY X D.

Przydatna tez jest silniejsza ciagltos¢ polgrupy zwana T-ciagtoscia
potgrupy.

Definicja 2.8. ( [69], [128]) Przy zatozeniach definicji 2.7 mowimy,
ze potgrupa holomorficznych (kp-nieoddalajgcych) odwzorowan S =
{fi }i=0 jest lokalnie jednostajnie ciggta w 0, gdy

lim sup || fi(z) — fo(2)[| = lim sup || fi(z) — fo(z)[| = 0
t—07 zcB t—=0" zeB

dla kazdej kuli B w D, kp).
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Tak jak poprzednio mozna udowodnié, ze lokalnie jednostajna ciagtosé
w 0 polgrupy S przeksztalcenn holomorficznych (kp-nieoddalajacych)
jest rownowazna lokalnej jednostajnej ciaglosci potgrupy S, tzn.

lim sup | fo(x) = filz)]f =0

dla kazdej kuli B w D, kp) i dla kazdego t > 0. Piszemy wtedy T —
limg_; fs = fi 1 méwimy, ze polgrupa T-ciggla potgrupa ( [128]).

Zauwazmy teraz, ze gdy X = C*, to T-ciagloéé potgrupy S w D jest
rownowazna cigglosci potgrupy S ( [128]).

Mamy silny zwigzek miedzy maksymalnymi (= wysyconymi) rozwia-
zaniami zadania Cauchy’ego réwnan rézniczkowych a potgrupami od-
wzorowan holomorficznych (kg-nieoddalajacych). Mianowicie, gdy D
jest ograniczonym i wypuklym obszarem w zespolonej przestrzeni Ba-
nacha (X, ||-]|), f jest ustalonym holomorficznym polem wektorowym
na D (tzn. f: D — X jest odwzorowaniem holomorficznym), takim ze
dla kazdego = € D zadanie Cauchy’ego

{%?ﬂLfou:O

limy o+ u(0,2) = x

ma maksymalne (= wysycone) rozwigzanie u : Rt x D — D, to przyj-
mujac fi(r) = u(t,z) dla (t,z) € R* x D dostajemy holomorficzna
pogrupa S = { fihizo ( [31], [68], [118]).

Podobnie, gdy D jest ograniczonym i wypuklym obszarem w zespo-
lonej przestrzeni Banacha (X, ||-||), f jest ciagtym polem wektorowym
na D (tzn. f : D — X jest odwzorowaniem cigglym), takim ze dla
kazdego x € D problem Cauchy’ego

{%1;+fou:()

lim; o+ u(0,2) =z

ma jedyne rozwiazanie (tzn. gdy dla z € D funkcje {uq(t)}ecio,;
{ua(t) bejot], gdzie ty,ty > 0, sa rozwiazaniami powyzszego zadania
Cauchy’ego, to u1(t) = uq(t) dla kazdego t € [0, min(¢,3]) 1 ma mak-
symalne rozwigzanie v : R"xD — D, to S = {f;}, gdzie fi(x) = u(t, )
dla (u,t) € Rt x D, jest cigglta pogrupa.

7, drugiej strony w 1976 roku E. Berkson i H. Porta udowodnili
nastepujace twierdzenie taczace pétgrupa odwzorowan analitycznych z
maksymalnymi rozwiazaniami zadania Cauchy’ego odpowiedniego row-
nania rézniczkowego.

Twierdzenie 2.17. ( [16]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w C i niech S = { f;}+>0 bedzie ciggla potgrupg funkcji ana-
litycznych w D. Wtedy istnieje funkcja analityczna f : D — C, taka
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- o4(2) )
T + f(fi(2)) =0

dla wszystkich t € RY ¢ z € D. Ponadto

.z fi(2)

= lim ——~
1) tiI(I)}F t

1 zbieznosé ta jest jednostajna na zbiorach zwartych zawartych w D.

Potgrupa S = {fi}i>0 jest tez analityczna wzgledem parametru t.

Powyzszy rezultat zostal uogdlniony do przestrzeni CF przez M.
Abate.

Twierdzenie 2.18. ( [3/) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w CF i niech S = {f;} bedzie ciggtg potgrupg funkcji holo-
morficznych w D. Wtedy istnieje funkcja holomorficzna f : D — CF,
taka ze

Afi(x) _
) ) =0
dla wszystkich t € RY ¢ € D. Ponadto
T ft(x)
flw) = tli%}r t

1 zbieznosc ta jest zbieznoscig jednostajng na zbiorach zwartych zawar-
tych w D. Pdtgrupa S = {f;} jest tez analityczna wzgledem parametru
t.

Ostatecznie S. Reich i D. Shoikhet uzyskali nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2.19. ([128]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||) ¢ niech S = { fi }i>0
bedzie T-ciggltg potgrupg ztozong z odwzorowan holomorficznych z D w
D. Wtedy istnieje odwzorowanie holomorficzne f: D — X, takie ze

ofi(z)
ot f(fi(2))

dla wszystkich t € RY i z € D. Ponadto

1 zbieznosc ta jest zbieznoscig jednostajng na zbiorach zwartych zawar-
tych w D.

Stad mamy tez nastepujaca definicje.
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Definicja 2.9. Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||) @ niech S = {fi}i=0 bedzie
ciggta potgrupg ztozong z odwzorowan kp-nieoddalajgcych z D w D.
Jezeli istnieje odwzorowanie f: D — X, takie Ze

f(xz) = lim A {t(x)

t—0t

1 zbieznos¢ ta jest jednostajna na kazdym zbiorze lezgcym $cisle wewngtrz
obszaru D, to [ nazywamy infinitezymalnym generatorem (lub po pro-
stu generatorem) potgrupy S 1 mowimy, ze potgrupa S jest generowana
przez f.

Uwaga 2.3. Przy zatozZeniach definicji 2.9 granice
r — fi(x)
t

mozna w tej definicji zastgpic¢ granicg
o1
lim k(e — (), f()) =0

Mamy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.20. ([127]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||+]|) @ niech S = { fi}+>0
bedzie ciggtq potgrupg ztozong z odwzorowan holomorficznych z D w D.
Wtedy nastepujace warunki sq¢ rownowazne:
(a) S jest T-ciggta polgrupg na R,
(b) wszystkie odwzorowania
1

fi= =)

gdzie t > 0, sg jednostajnie ograniczone na kazdym podzbiorze lezgcym
Scisle wewngtrz D,
(c¢) dla kazdego x € D istnieje granica (w normie)
1
lim —(z — =
Jim = (2 — fi(x)) = f(2),

i f jest odwzorowaniem ograniczonym na kazdym podzbiorze lezgcym
scisle wewngtrz D.

Uwaga 2.4. W punkcie (c) mamy wtedy zbiezno$é lokalnie jedno-
stajng, tzn. mamy f =T —lim,_o+ (I — fo) ( [127]).

Uwaga 2.5. Okazuje sie, ze w zespolonej przestrzeni Banacha o wy-
miarze nieskonczonym istniejg ciggte holomorficzne potgrupy, ktdre nie
sq rozniczkowalne wzgledem parametru t. (patrz np. [126]).
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Stad powstal naturalny problem opisu rodziny wszystkich holomor-
ficznych (ciggtych) odwzorowari f : D — X, ktore sa generatorami
ciggltych potgrup holomorficznych (kp-nieoddalajacych) dziatajacych w
ustalonym obszarze wypuktym i ograniczonym D C X. Bede oznaczaé
rodzine wszystkich holomorficznych (kp-nieoddalajacych) generatorow
polgrup na D przez HG(D) (NG(D)). Warto tutaj zaznaczy¢, ze mamy
pelny opis rodziny wszystkich generatoréw ciagtych potgrup holomor-
ficznych dzialajacych w otwartej kuli jednostkowej B C C*( [3], [20]).

Przy pomocy generatora mozemy réwniez opisaé¢ zbiér punktow sta-

tych poétgrupy.

Twierdzenie 2.21. ( [3/) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|), S = {fi}i=0 pot-
grupg ztozong z odwzorowan holomorficznych z D w D 1 niech f : D —
X bedzie jej generatorem. Przy tych zatozeniach punkt x € D jest punk-
tem statym potgrupy S wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) = 0, tzn. mamy
Fiz(S) = Null(f).

Uwaga 2.6. ([126]) Z przytoczonego dalej twierdzenia 2.30 ( [111]) i z
ostatniego twierdzenia wynika, zZe przy zatozZeniach tych twierdzen zbior
miejsc zerowych generatora f jest holomorficznego retraktem obszaru

D.
Przejdziemy teraz do nastepnego pojecia - nieliniowej rezolwenty.

Definicja 2.10. Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||+]]) © niech f : D — X bedzie
odwzorowaniem, takim ze dla kazdego s > 0 mamy D C (I + sf)(D)
i istnieje jednoznacznie wyznaczone odwzorowanie J, = (I + sf)™1 :
D — D, tzn. dla kazdego s > 0 i kazdego x € D istnieje doktad-
nie jedno y € D, takie ze (I + sf)y = x. Mowimy wtedy, ze od-
wzorowanie [ spetnia warunek RC (lub, ze ma wlasnosé¢ RC) i ze
odwzorowanie J; = (I + sf)™! obszaru D w siebie jest dobrze okre-
slone. Odwzorowanie Js nazywamy wtedy nieliniowg resolwentg odwzo-
rowania f. Rodzing wszystkich holomorficznych (ciggltych odwzorowar
f D — X majgcych wtasnosé RC' i takich Ze ich resolwenta jest
odwzorowaniem holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) oznaczamy przez

RH(D) (RN(D)).
Mamy nastepujaca tozsamosé rezolwentowa.

Lemat 2.4. ( [126], [127], [128], [141]) Niech D bedzie ograniczonym
i wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||) @ niech
ciggte odwzorowanie f: D — X spetnia warunek RC. Wtedy dla
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0 < s <t prawdziwa jest rownosé

S S

Dalsze twierdzenia wiaza rezolwente z generatorem potgrupy.

Twierdzenie 2.22. ( [126], [128]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|)

i S = {fi}i=0 potgrupg ztozong z odwzorowan kp-nieoddalajacych (ho-
lomorficznych) z D w D. Jezeli f =T — lim;_o+ %([ —fi):D— D
f:D — X jest ciggle, to f € RN(D) (f € HD(D)).

Twierdzenie 2.23. ( [126], [128]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||) ¢ niech
f D — X bedzie odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie ciggtym
na kazdym lezgcym Scisle wewngtrz podzbiorze obszaru D. Jezeli f ma
wtasnosé¢ RC, to f jest generatorem kp-nieoddalajgcej potgrupy S =
{fiti=0 2 D w D. Pdétgrupa S moze byé wygenerowana przez wzory typu
wyktadniczego:
fe = lim J? = lim (I + ;f)_”

n—oo n n—oo

lub 1
fir = lim J[f"] = lim ( + 7f)[-m]
n

dla t > 0 1 zbiezno$é tutaj jest zbieznoScig jednostajng na kazdym
lezgeym Scisle wewngtrz podzbiorze obszaru D. Jezeli dodatkowo f jest
holomorficzne, to S jest takze holomorficzng potgrupg.

Tym samym twierdzenie 2.23 pokazuje nam jak przy pomocy rezol-
wenty wygenerowaé potgrupe.
Dalej mamy

Twierdzenie 2.24. ( [126], [128]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||) ¢ niech
f: D — X bedzie odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie ciggtym
na kazdym lezgcym S$cisle wewngtrz podzbiorze obszaru D. Przy tych

zatozeniach f € GN(D) wtedy i tylko wtedy gdy f € RN(D).

Twierdzenie 2.25. ([128]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym
obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||||) ¢ niech f : D — X
bedzie odwzorowaniem holomorficznym. Przy tych zatozeniach odwzo-
rowanie f generuje holomorficzng pdtgrupe na R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy gdy dla pewnego T > 0 i dla kazdego 0 < s < T odwzorowanie
Jy = (I+sf)"! jest dobrze okreslonym holomorficznym odwzorowaniem
obszaru D w siebie. W tym przypadku dla kazdego s > 0 odwzorowanie
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Jy = (I+sf)7! jest dobrze okreslonym holomorficznym odwzorowaniem
obszaru D w siebie.

Gdy f : D — X jest odwzorowaniem holomorficznym i lokalnie
ograniczonym, to dostajemy

Twierdzenie 2.26. ( [127], [128]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Jezeli
f: D — X jest odwzorowaniem holomorficznym 1 jest lokalnie ograni-
czone (tzn. jest ograniczone na kazdym zbiorze lezgcym Scisle wewngtrz

D), to f € HG(D) wtedy i tylko wtedy gdy f € HR(D).

Przedstawie teraz znane juz twierdzenia typu Wolffa-Denjoya dla
interesujacych mnie poétgrup i ich resolwent.

Twierdzenie 2.27. ([126], [128]) Niech D C C* bedzie silnie wypu-
ktym obszarem o brzegu klasy C* i niech S = {f;}+>0 bedzie polgrupg
ozong z odwzorowarn holomorficznych z D w D. Jezeli S nie ma wspol-
nego punktu statego, to istnieje punkt & € 0D, taki zZe

a) imy_, o fi(x) = & dla kazdego x € D,

b) limy_o Ji(z) = (I — Difo(x))™" = € dla kazdego x € D, gdzie

D, fo(x) = lim, g+ 24822,

Natomiast w przypadku jednostkowej kuli otwartej By w przestrzeni
Hilberta H mamy nastepujace twierdzenie (patrz definicja 2.3 rodziny

g).

Twierdzenie 2.28. ([100]) Niech G bedzie podrodzing rodziny wszyst-
kich kg, -nieoddalajgcych odwzorowan By w siebie i niech G ma wta-
snos¢ Wolffa-Denjoya. Jezeli ciggta kg, -nieoddalajgca potgrupa

S = {fi} nie ma wspdlnego punktu statego w By i f; € G dla pewnego
t > 0, to istnieje punkt & € OBy, taki ze potgrupa S = {f,} jest zbiezna
1 to jednostagnie na kazdym zbiorze zwartym w By do &, gdy t — oo.

4) Graniczne zachowanie si¢ rodziny holomorficznych
(kp-nieoddalajacych) retraktow z pustym przecieciem
Zaczne od przypomnienia definicji retrakcji i retraktu.

Definicja 2.11. Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Odwzorowanie r € H(D)
(r € N(D)) nazywamy holomorficzng (kp-nieoddalajgcq) retrakcjg, gdy
ror = r. Zbior R = r(D) nazywamy wtedy holomorficznym (kp-
nieoddalajgcym) retraktem obszaru D.

Znane sa nastepujace fakty o takich retraktach.
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Twierdzenie 2.29. ([132], [32]) Holomorficzny retrakt wypuktego i
ograniczonego obszaru D w zespolonej przestrzeni Banacha jest spojng
analityczng rozmaitosciq.

Pozniej w 1991 roku P. Mazet i J.-P. Vigué udowodnili nastepujace
twierdzenie o zbiorze punktéw stalych odwzorowania holomorficznego.

Twierdzenie 2.30. ([111]) Jezeli D jest wypuktym i ograniczonym
obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -||) @ od-
wzorowanie f € H(D) ma punkt staty, to zbior punktow statych Fix(f)
tego odwzorowania jest holomorficznym retraktem obszaru D.

Uwaga 2.7. Okazuje sie, ze w [*° nie mozna zastosowac dowodu po-
danego w [111], by uzyskaé holomorficzny retrakt ( [111]).

Mamy takze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.31. ( [100]) Niech D wypuklym i ograniczonym ob-
szarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Jezeli
odwzorowanie f : D — D jest oy -kondensujgce, holomorficzne (kp-
nieoddalajgce) @ Fix(f) # 0, to zbior Fix(f) jest warunkowo zwarty w

(X, ||-1]) ¢ jest holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) retraktem obszaru
D.

Ponadto mamy

Twierdzenie 2.32. ([100], [103]) Niech D bedzie wypuktym i ograni-
czonym obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -
). Jezeli f : D — D jest holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) od-
wzorowaniem z niepustym zbiorem punktow statych Fixz(f) i niepusty
podzbior M C D jest relatywnie zwarty w (X, || - ||), f-niezmienniczy
i jest holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) retraktem obszaru D, to
przecigcie Fix(f)NM jest niepuste i jest holomorficznym (kp-nieoddala-
jacym) retraktem obszaru D.

Powyzsze twierdzenia pozwolity udowodni¢ nastepujace twierdzenie
o skoniczonej komutujacej rodzinie odwzorowari holomorficznych.

Twierdzenie 2.33. ( [100]) Niech D bedzie wypuktym i ograniczo-
nym obszarem w refleksywnej zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|).
Jezeli dla 7 = 1,2,...,n, odwzorowanie f; : D — D jest holomor-
ficzne (kp-nieoddalajace) z Fix(f;) # 0, przynajmniej jedno z nich
jest odwzorowaniem o . -kondensujgcym i wszystkie odwzorowania f;,
j=1,2,...,n, sg przemienne, to zbior wspdlnych punktéw statych () #
M=y Fiz(f;) jest relatywnie zwarty w (X, || - ||) @ jest holomorficznym
(kp-nieoddalajgcym) retraktem obszaru D.
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Stad w przypadku wypuklego i ograniczonego obszaru D w CF otrzy-
mujemy (patrz twierdzenie 2.31)

Twierdzenie 2.34. ( [2]) Jezeli D jest wypuklym i ograniczonym
obszarem w C* i F C H(D) jest komutujgcq rodzing odwzorowan ho-
lomorficznych, takich ze Fix(f) # 0 dla kazdego f € F, to rodzina F
ma wspolny punkt staty w D.

Whniosek 2.4. ( [2]) Jezeli D jest wypuktym i ograniczonym obsza-
rem w CF i {R,} jest zstepujacym ciggiem holomorficznych retraktow
obszaru D, to N, R, jest niepustym retraktem obszaru D.

Twierdzenie 2.34 i wniosek 2.4 sa nieprawdziwe w otwartej kuli jed-
nostkowej Hilberta By, gdy dim H = 4+00. Zauwazmy najpierw, ze w
By mamy doktadny opis holomorficznych retraktéw - sa to po prostu
przeciecia zespolonych hiperplaszczyz z kulag By ( [60], [134], [135],
[145]). To i holomorficzna jednorodnosé kuli By pozwolito T. Kuczu-
mowowi, S. Reichowi i D. Shoikhetowi pokaza¢ ( [100]), ze ostatnie
twierdzenie nie jest prawdziwe w jednostkowej kuli otwartej By w
zespolonej przestrzeni Hilberta H z dimH = oo. Zauwazytam jed-
nak, ze z ich konstrukcji ciggu holomorficznych retraktow {R,} wy-
nika, ze lim, diam).(R,) = 0 i ze istnieje jedyne § € 0By, takie ze
lim,, dist|(§, R,) = 0. Stad zadalam naturalne pytanie: czy w ten
sposob zachowuje si¢ kazdy zstepujacy ciag retraktow w ograniczonym
i wypuklym obszarze w zespolonej przestrzeni Banacha o wymiarze
nieskoriczonym?

Uwaga 2.8. Wiecej wynikow o twierdzeniu Wolffa-Denjoya i jemu po-
dobnych mozna np. znalezé w [2], [14], [15], [26], [27], [33], [39], [78],
[99], [112], [115], [120], [122], [128], [141], [139] i [157] oraz w podanej
tam literaturze.



39

3. WOKOL TWIERDZENIA WOLFFA-DENJOYA - OPIS OSIAGNIECIA
NAUKOWEGO

Jak juz wczesniej wspomnialam w swoim osiggnieciu naukowym zaj-
muje si¢ nastepujacymi problemami:

1) iteracje funkcji holomorficznych (kp-nieoddalajacych) bez punk-
tow statych przeksztalcajacych ograniczony i Scisle wypuktly obszar D
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||) 1 ich zbieznosé,

2) orbity potgrup S = {fi}i>0 zlozonych z holomorficznych (kp-
nieoddalajacych) odwzorowan bez punktéw stalych i ich zbieznosé,

3) graniczne zachowanie si¢ rodziny holomorficznych (kp-nieoddalajacych)
retraktow z pustym przecigciem.

Przypominam, ze problemy te byty badane w nastepujacych pracach

wchodzacych w sktad mojego osiagnigcia naukowego:

B 1) M. Budzynska, S. Reich, Intersections of holomorphic retracts in Banach spa-
ces, J. Aust. Math. Soc 89 (2010), 297-307.

B 2) M. Budzyniska, The Denjoy-Wolff theorem in C™, Nonlinear Analysis 75 (2012),
22-29.

B 3) M. Budzynska, T. Kuczumow, S. Reich, A Denjoy-Wolff theorem for compact
holomorphic mappings in reflexive Banach spaces, J. Math. Anal. Appl. 396 (2012),
504-512.

B 4) M. Budzyniska, T. Kuczumow, S. Reich, Theorems of Denjoy-Wolff type, Ann.
Mat. Pura Appl. 192 (2013), 621-648.

B 5) M. Budzynska, T. Kuczumow, S. Reich, A Denjoy-Wolff theorem for compact
holomorphic mappings in complex Banach spaces, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 38
(2013), 747-756.

B 6) M. Budzyniska, The Denjoy-Wolff theorem for condensing mappings in a boun-
ded and strictly convex domain in a complex Banach space, Ann. Acad. Sci. Fenn.
Math. 39 (2014), 919-940.

B 7) M. Budzyniska, T. Kuczumow, S. Reich, Theorems of Denjoy-Wolff type for
families of holomorphic retracts, J. Nonlinear Conv. Anal. 15, 637-645 (2014).

1) Iteracje funkcji holomorficznych (kp-nieoddalajacych)
bez punktéow stalych przeksztalcajacych ograniczony i $cisle
wypukly obszar D w zespolonej przestrzeni Banacha (X, | - ||)
i ich zbieznosé

W tej czegsci rozdziele twierdzenia zwigzane z odwzorowaniami zwar-
tymi od twierdzenia o odwzorowaniu . |-kondensujacym. Wynika to z
innych idei dowodéw tych twierdzen.

Zaczne od wyniku w CF. Tutaj kluczowa rzecza bylo pokazanie,
ze kazda horosfera jest niepustym zbiorem. Po skorzystaniu z lokal-
nej zwartosci przestrzeni metrycznej i istnieniu odcinkéw metrycznych
[z, Y|k, (patrz twierdzenie 1.9, ale w moim dowodzie nie wykorzystuje,
jak w przypadku jednostkowych kul otwartych w przestrzeni Banacha,
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doktadnego opisu zespolonych geodezyjnych przechodzacych przez 0)
dostaje

Lemat 3.1. (/B 2/ Lemma 5.1) Niech D bedzie ograniczonym i wypu-
ktym obszarem w CF. Niech € € 0D, R > 0 i niech cigg {z,} bedzie
taki, ze x, € D dlan=1,2,..., lim,_ . x, = & © granica

lim [kD (y, xn) —kp (377 xn)]

n—oo

istnieje dla wszystkich x,y € D. Wtedy horosfera G (z,&, R, {x,}) jest
niepustym zbiorem dla kazdego © € D 1 kazdego R > 0.

Dlatego po zastosowaniu odpowiedniego ciagu aproksymacyjnego by-
tam w stanie powtorzy¢ dowod twierdzenia 2.9 i uwzgledniajac twier-
dzenia 1.16 i 2.6 otrzymac ostatecznie twierdzenie Wolffa-Denjoya dla
ograniczonych i $cigle wypuklych obszaréow w CF.

Twierdzenie 3.1. ([B 2] Theorem 5.3 i Theorem 5.6) Jezeli D jest
ograniczonym i Scisle wypuktym obszarem w C¥ i f : D + D jest
odwzorowaniem kp-nieoddalajgcym (w szczegdlnosci holomorficznym) i
bez punktu statego, to istnieje € € OD, takie ze cigg iteracyjny {f"}
funkcyi f jest zbiezny w zwarto-otwartej topologii do odwzorowania sta-
tego o warto$ci rownej 5

Nastgpnie wspolnie z T. Kuczumowem i S. Reichem poprawitam
troche twierdzenie 3.1. ZauwazyliSmy bowiem, ze & jest rOwne granicy
ciggu {x, }. Mamy bowiem nastepujacy lemat.

Lemat 3.2. (/B 4/, Lemma 5.7) Niech D bedzie ograniczonym i Scisle

wypuktym obszarem w CF. Niech € € D, R > 0 i niech cigg {x,}
bedzie, taki ze v, € D dlan = 1,2, ..., lim, .. x, = &£ 1 granica

nhlgo [kD (y, l‘n) - kD (l’, In)]

istnieje dla wszystkich x,y € D. Wtedy przeciecie wszystkich domknietych
w normie horosfer jest zbiorem jednopunktowym réwnym {£}, tzn.

D' N GweR ) =opn N Gl &Rz = (s}

R>0 R>0

Ostateczna wersja twierdzenia Wolffa-Denjoya dla ograniczonych i
$cisle wypuktych obszaréw w C* jest wiec nastepujaca.

Twierdzenie 3.2. ([B 4] Theorem 6.2 i Theorem 6.3) Jezeli D jest
ograniczonym i scisle wypuktym obszarem w C* i f : D — D jest od-
wzorowaniem kp-nieoddalajgcym (w szczegdlnosci holomorficznym) od-
wzorowaniem bez punktu statego, to cigg iteracyjny {f™} funkcji f jest
zbiezny w zwarto-otwarte) topologii do odwzorowania statego o wartosci
rownej &.
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Uwaga 3.1. Ostatnio M. Abate i J. Raissy podali inny dowdd twier-
dzenia 3.2 ( [4]).

Punkt £ € 0D, wystepujacy w twierdzeniu 3.2 i rowny lim,, ., f"(x)
dla kazdego » € D nazywamy punktem Wolffa odwzorowania f i nie
zalezy on od wyboru ciagu aproksymacyjnego. Dlatego prawdziwe sa
ponizsze wnioski z ostatniego twierdzenia.

Wnhniosek 3.1. (/B 4] Corollary 6.4) Niech D bedzie ograniczonym. i
scisle wypuktym obszarem w CF, i niech f : D — D bedzie odwzorowa-
niem holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) i bez punktu statego. Niech
{z,} bedzie dowolnym ciggiem w D i niech cigg {x,} C D bedzie taki,
ze

{on} = {hy (sn,20)} = {fsnzn (@n)} = {(1 = 80) 20 + 50 f (w0) },

gdzie 0 < s, < 1 dlan =1,2,..., 1 lim, .o s, = 1. Zalozmy, zZe cigg
{z,} jest zbiezny w normie i zZe granica

lim [kp (w,z,) — kp (2,2,)]

n—oo

istnieje dla wszystkich w, z € D. Wtedy cigg {x,} ma granice rowng &,
gdzie & jest punktem Wolffa odwzorowania f.

Wniosek 3.2. (/B 4] Corollary 6.5) Niech D bedzie ograniczonym i
scisle wypuktym obszarem w C", f : D — D odwzorowaniem holomor-
ficznym (kp-nieoddalajgcym) bez punktu statego i niech & € 0D bedzie
punktem Wolffa odwzorowania f. Wprowadzamy {z(s, z)} wzorem

x(s,2) = hs(s,2) = fo.(x(s,2)) = (1 —s)z+ sf (x(s, 2))

dla0<s<1lizeD. Jezelis— 17, to{z(s, )} daezy jednostajnie na
D do odwzorowania statego o wartosci rownej &.

Wnhniosek 3.3. (/B 4] Corollary 6.6) Niech D bedzie ograniczonym i
scisle wypuktym obszarem w C", f : D — D odwzorowaniem holomor-
ficznym (kp-nieoddalajgcym) bez punktu statego i niech & € 0D bedzie
punktem Wolffa odwzorowania f. Wprowadzamy {x(s,z)} wzorem

x(s,2) = hs(s,2) = fo.(x(s,2)) = (1 —s)z+ sf (x(s, 2))
dla0<s<1lizeD. Jezelis— 17, to{z(s, )} daezy jednostajnie na
D do odwzorowania statego o wartosci rownej §. Wtedy

lim diamy.z(s, D) = 0.

s—1—

Okazato si¢ po analizie dowodu twierdzenia 3.1, Ze nie musimy wie-
dzie¢, ze wszystkie horosfery sa niepuste - wystarczy by niepuste byty
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horosfery generowane przez zbiezny do punktu brzegowego ciag aprok-
symacyjny. Zajetam sie wiec z T. Kuczumowem i S. Reichem odwzoro-
waniami zwartymi. W naszych dowodach zastapiliSmy horosfere

G (Z,¢, R,{z,}) przez horosfere H (z,&, R, {x,}), poniewaz przestrze-
nie Banacha nie musza by¢ osrodkowe. Podstawowym narzedziem oka-
zalo si¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. (/B 3] Theorem 3.3) Niech D bedzie ograniczonym
1 wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Banacha
w (X, || - ||) @ niech f : D+ D bedzie zwartym, kp-nieoddalajgcym
odwzorowaniem bez punktow statych. Niech @ € D i cigg {z,} C D bedg
ustalone. Zatézmy, ze ciggi {t,} C R i{x,} C D spetniajg nastepujgce
warunki

0<t, <1
dla kazdego n € N,
nlirgotn =1,

Tp = Tnltn, 2n) = Re(tn, 20) = frozn(@n(tn, 20))
=1 =tz +tof(xp(tn, zn) = (1 —ty)zn + taf(x,)
dla kazdego n € N 1
lim z, =¢§ € dD.

n—oo

Wtedy dla kazdego R > 0 horosfera H (%,&, R,{x,}) jest niepustym
zbiorem.

Przy okazji otrzymalismy tez (patrz dowod Theorem 2.6 w [B 3|), ze
jezeli D jest ograniczonym i $cisle wypuklym obszarem w zespolonej
i refleksywnej przestrzeni Banacha i kazda horosfera H (z,¢, R, {z,})

jest niepusta, to N H (z,&, R, {:17”})”'” = {¢}, a jezeli D jest ograni-
R>0

czonym 1 §cisle wypuklym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha

i NH(x& R {x,}) # 0, to rowniez mamy (N H (z,&, R, {%})M _
R>0 4

{¢}-

Stad po zastosowaniu metody dowodowej twierdzenia 3.1 dostalismy

Twierdzenie 3.4. (/B 3/ Theorem 4.1) Jezeli D jest ograniczonym i
scisle wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Bana-
cha (X, - ||) ¢ odwzorowanie f : D — D jest zwarte, kp-nieoddalajgce
i bez punktu stalego, to istnieje punkt & € 0D, taki ze cigg {f"}
iteracyi tego odwzorowania jest zbiezny w ograniczono-otwartej topo-
logii do odwzorowania statego o wartosci rownej &, tzn. na kazdym kp-
ograniczonym podzbiorze C zbioru D, cigg {f"} jest zbiezny jednostaj-

nie do &.
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Ponownie analiza dowodu doprowadzita nas do wniosku, ze mozemy
opusci¢ zalozenie refleksywnosci. Rzeczywiscie, mozemy zastosowac fun-
kcje Lemperta jako definicje odleglosci Kobayashiego (patrz definicja
1.12) i odpowiednie aproksymacje odcinkéw metrycznych, by otrzymac
nastepujace uogoélnienie twierdzenia 3.3.

Twierdzenie 3.5. (/B 5] Theorem 3.3) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -||) i niech
f D w— D bedzie zwartym, kp-nieoddalajacym odwzorowaniem bez
punktow statych. Niech & € D i cigg {z,} C D bedg ustalone. Zatézmy,
ze ciggi {t,} C R i{z,} C D spetniajg nastepujgce warunki

0<t, <1
dla kazdego n € N,
nlingotn =1,

Ty = Tn(tn, 2n) = hy(tn, 2n) = fin 2 (@0 (t, 20))
=(1—=t)zn +taf(xn(tn, zn)) = (1 —tp)zn + tnf(x,)
dla kazdego n € N 14
nh_)ngo x, =& € 0D.
Wtedy dla kazdego R > 0 horosfera H (Z,§, R,{x,}) jest niepustym
zbiorem.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze przy zalozeniach ostatniego twierdze-
nia kazda okreslona w tym twierdzeniu horosfera H (z,§, R, {x,}) jest
niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie f,

H (2, & By, e ) € H (0,6, R, {n}) " dla 0 < Ry < Ry,
FH @6 R o) c B, &, R A{zn))"" dla kazdego R > 0 i zbior
f(H (2, R, {xn}))‘ jest zbiorem zwartym w (X, || - ||), by dostac po-
dobnie jak w Theorem 3.2 w [B 3|, ze ﬂ H(x &R A{x n}) = {&}.

Ostatecznie dostajemy

Twierdzenie 3.6. (/B 5] Theorem 4.1 i Theorem 4.2) Jezeli D jest
ograniczonym i Scisle wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Ba-
nacha (X, ||-||) ¢ odwzorowanie f : D — D jest zwarte, kp-nieoddalajqce
i bez punktu stalego, to istnieje punkt & € 0D, taki ze cigg {f"}
iteracyi tego odwzorowania jest zbiezny w ograniczono-otwartej topo-
logii do odwzorowania statego o wartosci rownej &, tzn.na kazdym kp-
ograniczonym podzbiorze C' zbioru D, cigg {f"} jest zbiezny jednostaj-

nie do &.

Mamy tez nastepujace wnioski z tego twierdzenia i jego dowodu.
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Wnhiosek 3.4. (/B 5] Corollary 4.3) Jezeli D jest ograniczonym i $cisle
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||), odwzo-
rowanie f: D — D jest zwarte, kp-nieoddalajgce i bez punktu statego,
{z;} jest ciggiem w D 1 jezeli cigg {z;} C D jest zadany wzorem

{5} ={hs (5,2)} = {Foyes @)} ={(1 = 5)) 25 + 55 ()},

gdzie 0 < s; < 1 dlaj =1,2,..., i lim; .o s; = 1, to cigg {z;} jest
zbiezny, przy j — oo, do punktu Wolffa & odwzorowania f.

Wnhiosek 3.5. (/B 5] Corollary 4.4) Niech D bedzie ograniczonym i Sci-
sle wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || -||), f :
D — D odwzorowaniem zwartym, holomorficznym (kp-nieoddalajgcym)
i bez punktow statych i niech & € 0D bedzie punktem Wolffa dla f. Dla
kazdego z € D krzywg aproksymacyjng {z(s,z) : 0 < s < 1} wprowa-
dzamy wzorem

x(s,2) =hy(s,2) = fs.(x(s,2)) = (1 —s)z+sf (z(s,2)).

Wtedy, przy s — 17, odwzorowania {x(s,-)} dezg jednostajnie na D
do odwzorowania statego g = &.

Wniosek 3.6. (/B 5] Corollary 4.5) Niech D bedzie ograniczonym i Sci-
sle wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|), f :
D — D odwzorowaniem zwartym, holomorficznym (kp-nieoddalajgcym)
i bez punktow statych i niech & € 0D bedzie punktem Wolffa dla f. Dla
kazdego z € D krzywg aproksymacyjng {x(s,z) : 0 < s < 1} wprowa-
dzamy wzorem

x(s,2) =hy(s,2) = fs.(2(s,2) = (1 —s) 2+ sf (x(s,2)) .
Witedy lim,_, - diamy.jz(s, D) = 0.

Niestety w przypadku odwzorowania «.|-kondensujacego nie wiemy,
czy wszystkie horosfery zwiazane z ciggiem aproksymacyjnym sa niepu-
ste i dlatego musimy tutaj catkowicie zmieni¢ ide¢ dowodu twierdzenia
Wolffa-Denjoya. Bedzie to dowdd nie wprost, ale musze zaznaczy¢, ze
zastosuje w nim by doj$¢ do sprzecznosci odpowiednio zdefiniowana
horosfere. Mamy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.7. (/B 6] Theorem 3.1) Jezeli D jest ograniczonym i
scisle wypuktym obszarem w zespolonej nieskonczenie wymiarowej prze-
strzeni Banacha (X, ||-]|) i f : D — D jest kp-nieoddalajgcym (w szcze-
gdlnosci holomorficznym) i o -kondensujgcym odwzorowaniem bez pun-
ktu statego, to istnieje & € 0D, takie ze cigg iteracyjny { f"} jest zbiezny
w zwarto-otwartej topologii do odwzorowania statego o wartosci rownej
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€. Ponadto krzywa aproksymacyjna {x(s,z)} dana wzorem

x(s,2) =hy(s,2) = fs.(2(s,2)) = (1 —s) 2+ sf (x(s,2)),

gdzie 0 < s < 112z € D, jest rowniez zbiezna, przy s — 17, do &, a
rodzina funkcji aproksymacyjnych {x(s,-)} jest zbiezna na D w zwarto-
otwartej topologii do odwzorowania statego .

Poniewaz jest to najwazniejsze twierdzenie w moim osiagnieciu na-
ukowy, to podam teraz szkic jego dowodu. Dowdd podziele na kilka
czesci. Jak juz wcezesniej zaznaczylam jest to dowdd nie wprost.

Krok 1. Przypomne, ze na podstawie twierdzen 1.16 i 1.17 dla
zbiorow A i B (A jest zbiorem punktow skupienia ciagu iteracyjnego
{f"(xz)} dla x € D, a B jest zbiorem punktow skupienia B krzy-
wej aproksymacyjnej {x(s, z) bo<s<1 = {hs(s,2)ocs<1 = {(1 —8) 2z +
sf (hy(s,2))}ocs<1 przy gdy s — 17 i z € D) mamy

i) A#£0iB#0,
(ii) zbior A jest zbiorem niezaleznym od wyboru punktu x € D i
zbioér B jest zbiorem niezaleznym od wyboru punktu z € D,
(ii) AcoDiB C oD,
(iv) jezeli @ # C' C D jest wypuklym i f-niezmienniczym zbiorem,
o AUBCC  nab.

Krok 2. Poniewaz zajmuje sie tez teoria przeksztatcen nieodda-
lajacych w przestrzeniach Banacha, to znam stosowane w niej dowody
nie wprost na istnienie punktu statego odwzorowania przy pomocy mi-
nimalnego zbioru niezmienniczego ( [86], patrz takze [6], [56], [57], [62],
[76], [77], [110]). Zastosuje te metode w moim dowodzie. Zalézmy, ze
zbiér AU B ma dwa rozne elementy & 1 &. Wtedy dla kazdego niepu-
stego, wypuklego, kp-domknietego i f-niezmienniczego zbioru C' C D
caly otwarty odcinek liniowy (&,&2) zawiera si¢ w tym zbiorze. Stad
istnieje w D jedyny, niepusty, najmniejszy w sensie zawierania, wypu-
kty, kp-domkniety i f-niezmienniczy zbior C. Oczywiscie (&,&) C C
i AUB c "' aD. Poniewaz zbior C jest niepusty, najmniejszy w
sensie zawierania, wypukly, kp-domkniety, f-niezmienniczy, a f jest
odwzorowaniem «.|-kondensujacym, to

conv(f(C’))H'” ND=C
i dlatego

Oé”.H(f(C)) = OéH.”(COnU(f(C'))H.|| N D) = OzH.”(C).
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Oznacza to, ze zbiér cll jest zbiorem zwartym w normie || -||. Tym sa-

mym przestrzen metryczna (GH'” ND, kpjcxc) jest przestrzenig zupetng
1 ograniczenie zwarta.

Krok 3. Wiemy, ze podzbiory wypuktle i kp-domkniete nie musza
zawiera¢ odcinkow metrycznych w kp taczacych dwa punkty nalezace
do nich. Dlatego, aby zastosowa¢ odpowiednio zdefiniowana horosfere,
musimy skonstruowa¢ nowa metryke wewnetrzng kp o w C. Dla z,y €
C dana jest ona wzorem

kp.c(x,y) = lim, o+ inf{37_, kp(w;_1,w;) : {wo, w1, ..., wn} € Powyn},

gdzie Pc 4., jest zbiorem wszystkich ciggow skonczonych {wo, wy, ..., w, }
takich, ze w; € C dla j = 0,1,2,..,n,n > 1, wy = &, w, = y i
kp(wj_1,w;) <ndlaj=1,2,..n

Przy pomocy twierdzenia 1.3 mozna udowodnié¢, ze dla kazdego z €
C i kazdego R > 0 istnieje stala M¢ ; g, taka ze

=~ ]
tgh | ——— | < kp(z,y) <k Y) < Mcgz -
arg tg (dz‘am|.||D p(,y) <kpcl(r,y) < Mearlr -yl
dla wszystkich z,y € By, (7, R)H'” = By, (7, R)’"D. Oznacza to, ze me-

tryka kp ¢ jest poprawnie okreslona i ze w C' zbieznos¢ w normie ||-|| jest
réwnowazna zbieznosci w metryce kp ¢ i jest rownowazna zbieznosci w
metryce kp. Ponadto ograniczonos¢ zbioru w (C, kp|cxc) jest réwno-
wazna ograniczonosci tego zbioru w (C, kp ). Przestrzenn metryczna
(C.kpc) jest przestrzenig zupeina.

Okazuje sig, ze metryka kp ¢ jest tez metryka wewnetrzng, a to ozna-
cza, ze kazde dwa rézne punkty w,z € C' mozna potaczyé odcinkiem
metrycznym [w, 2|y, . lezacym w C'.

Mamy réwniez odpowiednik lematu 1.4, bo

(a) jezeli x,y,w,z € C'is€l0,1], to
kpe(sx+(1—s)y,sw+ (1 —s)z) <max|[kpc (z,w),kpc(y,2)];
(b) jezeli xz,y € C'is,t € 0,1], to
kD,C’ (S'T + (1 - S) y7tx + (1 - t) y) < kD,C (.’L‘,y) :

Na koniec zauwazmy, ze jezeli odwzorowanie g : D — D jest kp-
nieoddalajace i C jest g-niezmiennicze, to gc : C — C jest kpc-
nieoddalajace i podobnie gdy odwzorowanie g : D — D jest kontr-
akcja ze stala 0 < k < 1 w przestrzeni metrycznej (D, kp) i C jest
g-niezmiennicze, to gjc : € — C jest takze kontrakcja z ta sama stala
0 < k < 1 w przestrzeni metrycznej (C, kp ¢). Pozwala to na zastoso-

wanie horosfer w ' do wyj$ciowego odwzorowania f obcietego do C,
tzn. do fic : €' — C (patrz krok 4).
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Krok 4. Niech {x,} bedzie ciagiem w C z limz, = £ € 0D i z
istnieniem granic

lim [ij7C (UJ, CUn) - k?D,C <Z7 xn)]

n—oo

dla wszystkich w, z € C. Horosfere Gp ¢ (x, &R, {xn}> w C' okreslamy

teraz podobnie jak horosfere G (z,&, R, {z,}) (patrz definicja definicja
2.1), tzn.

i _ 1
Ge (0.6 Rofea}) = {y € C's lim lboc (5.0) — ke (w02)] < 5 log R}

Biorac pod uwagg lokalng zwartosé zbioru C' w metryce kp ¢ i wta-
snosci tej metryki mozna, analogicznie jak w przypadku horosfery
G (z,&, R, {z,}) zawarte] w ograniczonym i §cisle wypuktym obszarze
D w C", udowodnié¢, ze nasza horosfera Gp ¢ (x, &R, {xn}> w C ma
nastepujace wtasnosci:

(i) horosfera Gp ¢ <[E, ¢ R, {xn}) jest zbiorem niepustym i wypu-

ktym dla kazdego z € C'i kazdego R > 0;
(ii) dla kazdych 0 < R; < Ry mamy

[C N GD,C (I,é, Rl, {xn})”] C GQD (ZL’,é, Rg, {xn}) 3

(iii) dla kazdego R > 1 mamy By, . (x, % log R) C Gpe (x, &R, {xn}) ;
(iv) dla kazdego 0 < R < 1 mamy

1 -
BkD,C (CE, _5 log R) N GD,C (ZU, 57 R7 {$n}> = ®7

(V) U GD,C ([E,g, R, {C(Jn}) =C1i n GD,C (ZL‘,g, R, {In}) = @
R>0 R>0

Krok 5. Doprowadzimy teraz do sprzecznosci z minimalnoscia
f-niezmienniczego zbioru C. Poniewaz fic jest odwzorowaniem kp c-
nieoddalajacym i bez punktu statego to z twierdzenia 1.13, zwartosci

domknigcia w normie O obszaru C i twierdzenia 1.17 dostajemy ciag

{zn} = {hf (Sny2n)} = {fsn,zn (zn)} ={(1 = 8n) 20 + snf (zn) }

(gdzie z, € C, 0 < s, <1ldlan=1,2, .., ilim, s, = 1), ktory jest
zbiezny do & € 0D. Dodatkowo biorac pod uwage osrodkowosé zbioru
C i ewentualnie wyciagajac podciag mozemy zatozy¢, ze

nh_{lc}o [kD,C <w7 In) - kD,C (Zv xn)]

istnieje dla wszystkich w, z € C.
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Ustalmy punkt x € C' i wezmy dowolne y € C. Zauwazmy, ze wtedy
mamy

nh—{{olo kD,C (f (y) ) fsn,zn (y)) = nh_{{.lo kD,C (f (y) ) (1 - Sn) Zn + Snf (y)) = 0.
Dlatego dostajemy
lim [kD,C (f (y) 71'71) - kD,C (I, xn)]

n—oo

< limsup [kpc (f (y) fsnn U) + kDo (fonzn ()5 fonzn (T0)) — ko (2, )]

< lim lkp,c (Y, 2n) — kpc (z,20)] -

Z tej nieréwnosci dostajemy

f (C NGep (2,6 R, {2,}) ”"') C CNGpe (2.6 R {x.}) a

= [l
dla dowolnego R > 0, czyli kazdy zbior CNGp e (a:, &R, {xn})‘ ccC

jest niepusty, wypukty, kp-domkniety i f-niezmienniczy. Dalej dla 0 <
= I
R < 1 zbior CNGp e (x,ﬁ, R, {xn})l C C jest istotnie rozny od C'

(patrz wlasnosé (iv) horosfery Gp ¢ (:z:,é, R, {xn})), a to przeczy mi-
nimalnosci zbioru C'. Otrzymalidmy sprzecznosé i dlatego zbior AU B
musi by¢ zbiorem jednopunktowym réownym {£}, gdzie £ € 9D. To
dowodzi zadanej w twierdzeniu zbieznosci ciggu iteracyjnego i krzywej
iteracyjnej do &. Zbieznosé w topologii zwarto-otwartej mozna udowod-
ni¢ stosujac lemat 1.5.

2) Orbity polgrup S = {f;}i>0 zlozonych z holomorficznych
(kp-nieoddalajacych) odwzorowan bez punktéw stalych i ich
zbieznosé

Jako wniosek z twierdzenia 3.2 dostajemy nastepujace twierdzenie
Denjoy-Wolffa dla poétgrup przeksztatcei.

Twierdzenie 3.8. (/B 4] Theorem 7.2) Niech D bedzie ograniczonym
i Scisle wypuktym obszarem w CF i niech S = {f;}i>0 bedzie cigglg
potgrupg holomorficznych (kp-nieoddalajgcych) odwzorowan obszaru D
w siebie. Jezeli potgrupa S = { fi =0 nie ma wspdlnego punktu statego
w D, to istnieje punkt & € OD, taki zZe potgrupa S jest zbiezna do &,
przy t dezgcym do oo, i to jednostajnie na kazdym zwartym podzbiorze
obszaru D.

Nastepny lemat odgrywa gléwna role w dowodzie zbieznosci resol-
wenty (Twierdzenie 3.9).
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Lemat 3.3. (/B /] Lemma 8.4) Niech D bedzie ograniczonym i Scisle
wypuktym obszarem w CF i niech S = {f;}+=0 bedzie ciggtq potgrupg
holomorficznych (kp-nieoddalajgcych) odwzorowar obszaru D w siebie.
Niech f : D — CF bedzie ciggtym i ograniczonym generatorem potgrupy
S i dla kazdego s > 0 niech Jy = (I + sf)™! bedzie resolwentqg. Wtedy
dla wszystkich r,s > 0 prawdziwa jest réwnosé

Jirsnys = Jo(I+r(I = J)) "

Lemat 3.3 z wnioskiem 3.1 zastosowanym do f = J, daje nam
nastepujace twierdzenie dla resolwenty podobne do twierdzenia Wolffa-
Denjoya.

Twierdzenie 3.9. (/B 4] Theorem 8.5) Niech D bedzie ograniczonym
i §cisle wypuktym obszarem w CF. Zatéimy, ze f : D — CF jest ciggltym
1 ograniczonym odwzorowaniem, ktore nie ma punktu zerowego. Jezeli
f jest generatorem kp-nieoddalajgcej potgrupy w D i jezeli J, = (I +
rf)7t, r > 0 jest resolwentq tego generatora, to istnieje punkt & € 0D,
taki ze

lim J,.(2) = lim (I +7f)"(2) = &

r—00 r—00

dla kazdego z € D.

Dalej po zastosowaniu rezolwentowej tozsamosci (lemat 2.4) i metody
horosfer G(z, &y, R, {x,}) do resolwenty .J, otrzymujemy

Twierdzenie 3.10. (/B 4] Theorem 8.6) Niech D bedzie ograniczonym
i §cisle wypuktym obszarem w CF. Zatdimy, ze f : D — CF jest cigglym
1 ograniczonym odwzorowaniem, ktore nie ma punktu zerowego. Jezeli
f jest generatorem kp-nieoddalajgcej potgrupy w D i jezeli J, = (I +
rf)7L, r > 0 jest resolwentq tego generatora, to istnieje punkt & € 0D
(niezalezny od wyboru r > 0), taki ze
Jim 7 = i () =6

dla kazdego r > 0, gdzie & € 0D jest punktem wystepujacym w po-
przednim twierdzeniu.

Ostatnie twierdzenie taczy twierdzenie 3.8 z twierdzeniami 3.9 i 3.10.

Twierdzenie 3.11. (/B 4] Theorem 8.8) Niech D bedzie ograniczonym
i $cisle wypuktym obszarem w CF. Zatéimy, ze f : D — CF jest ciggtym
i ograniczonym odwzorowaniem, ktore nie ma punktu zerowego. Jezeli f
jest generatorem kp-nieoddalajgcej potgrupy S = {fi} on D w D i jezeli
J. = (I+7rf)"Y, r >0 jest resolwentq tego generatora, to & = & € 0D,
gdzie

lim J = lim (I +7f)™" = &

n—oo
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thm ft = g

3) Graniczne zachowanie si¢ rodziny holomorficznych (kp-
nieoddalajacych) retraktéw z pustym przecigciem

Zanim przejde do omawiania zachowania si¢ rodziny kp-nieoddala-
jacych (holomorficznych) retraktéw majacej wtasnosé skoriczonego prze-
ciecia i jednoczesnie z pustym przecieciem calej rodziny podam wynik
dotyczacy niepustego przecigcia rodziny kp-nieoddalajacych (holomor-
ficznych) retraktow. Zaczne od definicji Scistej wypuklosci w sensie li-
niowym przestrzeni metrycznej (D, kp).

Definicja 3.1. (/B 15]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]|). Bedziemy mowié,
ze przestrzen metryczna (D, kp) jest $cisle liniowo wypukta, gdy kazda
kp-kula jest zbiorem Scisle wypuktym w przestrzeni lintowej X .

Uwaga 3.2. Scistg wypuktosé w sensie liniowym przestrzeni metrycz-
nej (D, kp) omowig w nastepnym rozdziale w ktorym przedstawig rezul-
taty z prac, ktore nie wchodzg w sktad mojego osiggniecia naukowego.

Potrzebna jest tez definicja Scistej retrakcji.

Definicja 3.2. (/B 1/, patrz takze [40]) Niech D bedzie ograniczonym i
wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-||). Jezeli
) #£F C D, r:D — F jest holomorficzng (kp-nieoddalajgcg) retrakcjg
obszaru D na F i jezeli

kD(’I“(QT), y) < kD($a y)

kala kazdego y € F i kazdego x € D\ F, to mdwimy, ze r jest holo-
morficzng (kp-nieoddalajgcq) Scistq retrakcjg D na F.

Dalej mamy techniczny lemat pokazujacy jak mozna z retrakcji otrzy-
maé $cista retrakcje.

Lemat 3.4. (/B 1] Lemma 5.2, patrz takze [40]) Jezeli D jest ograni-
czonym i wypuktym obszarem w zespolonej przestrzeni Banacha (X, ||-]]),
przestrzen metryczna (D, kp) jest $cisle liniowo wypukta, ) # F C D
i R: D F jest holomorficzng (kp-nieoddalajgcq) retrakcjg D na F,
to odwzorowanie r : D — F' nastepujaco okreslone

x+ R(x)
— )

(dla © € D) jest holomorficzng (kp-nieoddalajgcq) Scistq retrakejg D
na F.

r(z) = R(
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Zastosowanie twierdzen 1.6 1 1.7, lematu 3.4 i albo istotnie zmodyfi-
kowanej metody W. J. Davisa i P. Enflo ( [40]) znajdywania minimal-
nego odwzorowania albo istotnie zmodyfikowanej metody R. Brucka
( [23]) znajdywania minimalnego odwzorowania (stad dwa absolutnie
rozne dowody ponizszego twierdzenia) doprowadza do

Twierdzenie 3.12. (/B 1] Theorem 5.4 i [B 4] Theorem 4.2) Niech D
bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej
przestrzeni Banacha (X, ||-||) . Jezeli (D, kp) jest przestrzenig Scisle wy-
puktq w sensie liniowym, F jest rodzing kp-nieoddalajgcych (holomor-
ficznych) retraktow obszaru D i jezeli F' = ﬂpefﬁ # (), to przeciecie
F jest rowniez holomorficznym (kp-nieoddalajgcym) retraktem obszaru
D.

Mozna tez uogdlni¢ twierdzenie 3.12 uwalniajac sie od refleksywnosci
przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 3.13. (/B 1] Theorem 5.17) Niech (X, |-||) bedzie ze-
spolong przestrzenig Banacha, N zbiorem normujgcym dla (X, ||-]|]) i
niech D C X bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem, takim ze
jego domknigcie w normie Dl jest zwarte w topologii o (X, N). Je-
zeli (D, kp) jest przestrzenig Scisle wypuktg w sensie liniowym, F jest
rodzing kp-nieoddalajgcych (holomorficznych) retraktow obszaru D i
jezeli F' = ﬂpefﬁ # (), to przeciecie F jest rowniez holomorficznym
(kp-nieoddalajgcym) retraktem obszaru D.

Zalozenie $cistej liniowej wypuktosci przestrzeni metrycznej (D, kp)
jest istotne o czym $wiadczy nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.1. (/B 1] Example 5.15) Wezmy D = A x A C C?. Niech

1
Fl = {(21,22) € D : Z9 = 521},
gdzie
1
7’1(21,22) = (21,*21)

2
dla (z1,22) € A X A i niech
Fy={(21,22) €E A X A: 2z = 2}}

TQ(Zl, 22) = (217 Z%)
dla (z1,2) € D. Wtedy dostajemy

FB={0,0)(;, 1)
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i to oznacza ze Fy N Fy nie jest kp-nieoddalajgcym retraktem obszaru
D.

Wykorzystujac ostatnie twierdzenie i fakt, ze w C* holomorficzny re-
trakt ograniczonego i wypuklego obszaru jest spojna analityczna roz-
maitoscig (patrz twierdzenie 2.29) mozna udowodnic¢

Twierdzenie 3.14. (/4] Theorem 9.3) Niech D bedzie ograniczonym
i $cisle wypuktym obszarem w C* i niech {F;}icrbedzie rodzing holo-
morficznych retraktow obszaru D z wlasno$cig skoriczonego przeciecia,
tzn. Njes Fy # 0 dla kazdego skoriczonego ciggu indeksow O # J C I.
Przy tych zatozeniach przeciecie ;cr F; tej rodziny jest niepuste i jest
rowniez holomorficznym retraktem obszaru D.

Natomiast, gdy przeciecie kp-nieoddalajacych retraktéw jest puste,
to otrzymujemy twierdzenie typu Denjoy-Wollffa.

Twierdzenie 3.15. (/4] Theorem 9.4) Niech D bedzie ograniczonym

i Scisle wypuktym obszarem w CF i niech {F;};c;bedzie rodzing kp-
nieoddalajgcych retraktow obszaru D z wltasno$cig skornczonego przecigcia,
ten. Njeg Fy # 0 dla kazdego skoriczonego ciggu indeksow O # J C I.
Jezeli MNicr F; = 0, to istnieje & € 0D, takie ze

1i§n dist. () £),€) = h}n sup  [lz —¢&[[ =0,
JjeJ weﬂngFj
gdzie rodzina wszystkich skoriczonych ciggow indeksow {0 # J C I}
jest czeSciowo uporzgdkowana przez inkluzje.

W dowodzie tego twierdzenia, po zastosowaniu skoniczonych przecieé¢
retraktow, osrodkowosci obszaru D, zatozenia ey F; = () 1 twierdze-
nia Lindoloffa, wyznaczylismy odpowiedni zstepujacy ciag retraktow i
wybierajac z retraktéow wystepujacych w tym ciggu po jednym punk-
cie x, (n =1,2,...) przeszlismy do rozwazania zachowania sie horosfer
G(Z,&, R, {x,}) i to doprowadzito nas do udowodnienia zadanych wta-
snosci punktu £.

7 ostatniego twierdzenia mozemy wyciagnaé¢ nastepujace wnioski.

Wnhiosek 3.7. ([4] Corollary 9.5) Niech D bedzie ograniczonym i Sci-
sle wypuktym obszarem w C* i niech {F;}ic; bedzie majgcg wlasnosé
skonczonego przeciecia rodzing kp-nieoddalajgcych retraktow obszaru
D. Jezeli Nic; F; = 0, to lim; diamy.|(N;es Fj) = 0, gdzie rodzina
wszystkich skoriczonych ciggow indeksow {0 # J C I} jest czesciowo
uporzgdkowana przez inkluzje.

Wniosek 3.8. (/4] Corollary 9.6) Niech D bedzie ograniczonym i Sci-
sle wypuktym obszarem w CF i niech F = {fi}icr bedzie rodzing ko-
mutujacych kp-nieoddalajgcych odwzorowan obszaru D w siebie, takich
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ze Fix(f;) # 0 dla kazdego i € 1. Jezeli rodzina F nie ma wspdlnego
punktu statego w D, to istnieje punkt & € 0D, taki Ze

h}n dist”.” ( m Fi[l?(fj), 6) =0,
jed
gdzie rodzina wszystkich skoniczonych ciggow indeksow {0 # J C I}
jest czeSciowo uporzgdkowana przez inkluzje.

Wnhiosek 3.9. (/4] Corollary 9.7) Niech D bedzie ograniczonym i Sci-
sle wypuktym obszarem w C* i niech F = {fi}ier bedzie rodzing ko-
mutujgcych kp-nieoddalajgcych odwzorowan obszaru D w siebie, takich
ze Fix(f;) # 0 dla kazdego i € I. Jezeli rodzina F nie ma wspdlnego
punktu statego w D, to lim; diamy. (N;e; Fiz(f;)) = 0, gdzie rodzina
wszystkich skoriczonych ciggow indeksow {0 # J C I} jest czesciowo
uporzedkowana przez inkluzje.

Natomiast w przypadku zespolonej przestrzeni Banacha o wymiarze
nieskoriczonym mamy nastepujace wyniki - uzywamy tutaj podobnej
metody dowodowej, zmieniajac tylko rodzaj horosfery i musimy tutaj
(z wyjatkiem kuli Hilberta) zada¢ dodatkowe zalozenia na rodzing re-
traktow.

Twierdzenie 3.16. (/B 7] Theorem 5.1) Niech D bedzie ograniczo-
nym 1 $cisle wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni
Banacha (X, || - ||) ¢ niech {F;}icr bedzie majgcg wltasnosé skoriczo-
nego przeciecia rodzing kp-nieoddalajgcych retraktow obszaru D. Jezeli
Nics F; = O i istnieje skoriczony zbior indeksow O # J € I, taki ze
Njes F}-'H‘ jest zbiorem zwartym w (X, || - ), to istnieje & € 0D, takie
ze limy dist. (N;es F}, &) = 0, gdzie rodzina wszystkich skoriczonych
ciggow indeksow {0 # J C I} jest czesciowo uporzedkowana przez
inkluzje.

Bezposrednio z ostatniego twierdzenia dostajemy wniosek

Wnhniosek 3.10. (/B 7] Corollary 5.3) Niech D bedzie ograniczonym i
Scisle wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, | - ||) @ niech {F;};cr bedzie majgcg wtasno$é skoniczonego
przeciecia rodzing kp-nieoddalajgcych retraktow obszaru D. Jezeli (;er I =

() 1 istnieje skoriczony zbior indeksow () # J eI, taki ze Njes FjH'” jest
zbiorem zwartym w (X, ||-||), to istnieje § € OD, takie ze lim; diamy. (N;es F}) =
0, gdzie rodzina wszystkich skoriczonych ciggow indeksow {0 # J C I}

jest czesSciowo uporzgdkowana przez inkluzje.

Roéwniez po zastosowaniu twierdzen 2.30, 2.32, 3.12 i 3.13 otrzymu-
jemy nastepne dwa rezultaty.
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Twierdzenie 3.17. (/B 7] Theorem 5.4) Niech D bedzie ograniczo-
nym i $cisle wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni
Banacha (X, ||-]|) @ niech F = { fi }ier bedzie rodzing komutujgcych kp-
nieoddalajgcych odwzorowan obszaru D w siebie, takich ze Fix(f;) # 0
dla kazdego i € I. Jezeli rodzina F nie ma wspdlnego punktu statego w
D i istnieje skoticzony zbior indeksow O # J € I, taki ze Nicj Fix(fj)H'”
jest zbiorem zwartym w (X, || - ||), to istnieje punkt & € 0D, taki ze

li}n dist”.” ( ﬂ Fi[l?(fj), 6) =0,
jeJ
gdzie rodzina wszystkich skoriczonych ciggow indeksow {0 # J C I}
jest czeSciowo uporzgdkowana przez inkluzje.

Wniosek 3.11. (/B 7] Corollary 5.5) Niech D bedzie ograniczonym i
Scisle wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, - ||) @ niech F = {fi}icr bedzie rodzing komutujgcych kp-
nieoddalajgcych odwzorowan obszaru D w siebie, takich ze Fix(f;) # 0
dla kazdego i € 1. Jezeli rodzina F nie ma wspdlnego punktu statego w
D i istnieje skoticzony zbidr indeksow O # J € I, taki ze Njej Fz’x(fj)H'”
jest zbiorem zwartym w (X, || - ||), to istnieje punkt & € 0D, taki ze
lim ; diamy. (N;es Fiz(fi)) = 0, gdzie rodzina wszystkich skoriczonych
ciggow indeksow {0 # J C I} jest czesciowo uporzgdkowana przez
inkluzje.

W przypadku kuli jednostkowej w przestrzeni Banacha mamy silniej-
sze twierdzenie.

Twierdzenie 3.18. (/B 4] Theorem 10.2) Niech B bedzie otwartg
kulg jednostkowg w scisle wypuktej, refleksywnej i zespolonej przestrzeni
Banacha (X,|| - ||) ¢ nich {F;};cr bedzie rodzing kp-nieoddalajgcych
retraktow kuli B z wltasnoscig skoriczonego przecigcia, tzn Njey Fy # 0
dla kazdego skoriczonego zbioru indekséw O # J C I. Jezeli N;ep F; =0
i limya(Njes Fj) = 0, gdzie rodzina wszystkich skoticzonych zbioréw
indeksow {() # J C I} jest czesciowo uporzgdkowana przez inkluzje i
.| Jest miarg niezwartosci Kuratowskiego w (X, ||-||), to istnieje punkt
§ € 0B, taki zelim dist|.|(N;es Fj), &) = lim; SUDge), _, F, |lz—&] = 0.

W kuli Hilberta mamy tego typu twierdzenie bez dodatkowego zato-
zenia o mierze Kuratowskiego skoriczonego przeciecia retraktow.

Twierdzenie 3.19. (/B j] Theorem 11.5, patrz tez Theorem 11.2)
Niech By bedzie kulg Hilberta i niech { F;}icr bedzie rodzing kg, -nieodda-
lajacych retraktow tej kuli By majgcg wtasnosé skonczonego przecigcia,
tzn. Njeg Fy # 0 dla kazdego skoriczonego zbioru indekséw O # J C I.
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JezeliNier Fi = 0, to istnieje { € OBy, takie ze limy dist|. | (Njes F), &) =

lim; sup,cn F lx — &|| = 0, gdzie rodzina wszystkich skoriczonych
VIS

zbiorow indeksow {0 # J C I} jest czeSciowo uporzgdkowana przez

inkluzje.

W dowodzie twierdzenia wykorzystujemy elipsoide E(§, R) i nastepu-
jacy lemat (jest on uogélnieniem Lemma 2 w [96]), a w zasadzie wniosek
z tego lematu.

Lemat 3.5. (/B 4] Lemma 11.8) Jezeli ciggi uogdlnione {y}, o i
{Yutyey 0 wyrazach z By sq zbieine w stabej topologii do x € By, to
dla kazdego y € Bgmamy

o (Yus y) 1 — |ly”
LIMycv——"= =0 (2,y) LZIMyecy————,
EUO'(CCU,Z') ( y) GU]_ _ qu||2
gdzie LI M ey oznacza jedng z granic (po obu stronach réwnosci jest
ta sama granica)

0, y)  liminfuep o(yuy) 0 (Yu, y)
lim inf , — ,  limsup ——,
wel  o(xy,x)  liminf,cy o(zy, ) we 0(Ty, )

ceey

o ile granica ta ma sens.
Stad dostajemy

Wniosek 3.12. (/B 4] Corollary 11.4) Przy zatozeniach lematu 3.5 i
dodatkowym zatozeniu ||y.|| = ||z.| dla wszystkich u € U prawdziwa
jest nierownosé

o U

ﬁIMuEUM <o (:L‘7y) :
o(zy, )
Podam teraz ostatni juz wniosek w tej cze$ci mojego autoreferatu -

jest to wniosek z twierdzenia 3.18.

Wniosek 3.13. (/B 4] Corollary 11.6) Niech By bedzie kulg Hilberta
i niech {F;}icr bedzie rodzing kg, -nieoddalajgcych retraktow tej kuli
By maggcq wtasnosé skoriczonego przecigcia, tzn. ey Fy # 0 dla kaz-
dego skoriczonego zbioru indeksow ) # J C I. Jezeli Nie; F; = 0, to
lim ; diamy. (N;es Fj) = 0, gdzie rodzina wszystkich skoriczonych zbio-
row indeksow {0 # J C I} jest czeSciowo uporzedkowana przez in-
kluzje.
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4. INNE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE

Omowie tutaj wyniki z pozostalych moich prac:
B 8) M. Budzynska, W. Kaczor, M. Koter-Morgowska, Asymptotic normal struc-
ture, semi-Opial property and fixed points, Ann. Univ. Mariae Curie-Skltodowska
Sect. A 50 (1996), 33-41.
B 9) M. Budzyniska, W. Kaczor, M. Koter-Moérgowska, T. Kuczumow, Asymptotic
normal structure and the semi-Opial property, Nonlinear Analysis 30 (1997), 3505-
3515.
B 10) M. Budzynska, T. Kuczumow, S. Reich, Uniform asymptotic normal struc-
ture, the uniform semi-Opial property and fixed points of asymptotically regular
uniformly Lipschitzian semigroups. Part I, Abstr. Appl. Anal. 3 (1998), 133-151,
MR 2000j:47096.
B 11) M. Budzynska, T. Kuczumow, S. Reich, Uniform asymptotic normal struc-
ture, the uniform semi-Opial property and fixed points of asymptotically regular
uniformly Lipschitzian semigroups. Part II, Abstr. Appl. Anal. 3 (1998), 247-263,
MR 1 749 411.
B 12) M. Budzynska, T. Kuczumow, T. Sekowski, Total sets and semicontinuity of
the Kobayashi distance, Nonlinear Analysis 47 (2001), 2793 -2803.
B 13) M. Budzynska, T. Kuczumow, A new proof of the Shafrir lemma, Lecture
Notes in Nonlinear Analysis 3 (2002), 37-40
B 14) M. Budzynska, Existence of a holomorphic retraction onto a common fixed
point set of a family of commuting holomorphic self-mappings of Bj};, Nonlinear
Analysis 53 (2003), 139-146.
B 15) M. Budzynska, T. Kuczumow, A. Stachura, Properties of the Kobayashi
distance, Proceedings of the Second Conference on Nonlinear Analysis and Convex
Analysis (Eds. W. Takahashi and T. Tamaka), Yokohama Publishers, 2003, 25-36.
B 16) M. Budzyniska, Local uniform linear convexity with respect to the Kobayashi
distance, Abstr. Anal. Appl. vol 2003, no 6 (2003), 367-373.
B 17) M. Budzyriska, Domains which are locally uniformly linearly convex in the
Kobayashi distance, Abstr. Anal. Appl. vol 2003, no 8 (2003), 513-519.
B 18) M. Budzyniska, An example in holomorphic fixed point theory, Proc. Amer.
Math. Soc. 131 (2003), 2771-2777.
B 19) M. Budzynska, T. Kuczumow, A strict convexity of the Kobayashi distance,
Fixed Point Theory and Applications, Vol. 4 (Ed. Y. J. Cho) (2003), Nova Science
Publishers, Inc., 27-33.
B 20) M. Budzynska, T. Kuczumow, A structure of common fixed point sets of
commuting holomorphic mappings in finite powers of domains, Ann. Univ. Mariae
Curie Sktodowska 57 (2003), 23-33.
B 21) M. Budzynska, Holomorphic retracts in domains with the locally uniformly
linearly convex Kobayashi distance, Contemp. Math. 364 (2004), 27-34.
B 22) M. Budzynska, T, Kuczumow, Common fixed points of holomorphic mappings
and retracts of B, Contemp. Math. 364 (2004), 35-40.
B 23) M. Budzyriska, S. Reich, Infinite products of holomorphic mappings, Abstr.
Anal. Appl. vol. 2005 no 4 (2005), 327-341.
B 24) M. Budzynska, M. A. Khamsi, Holomorphic retracts in B¢, J. Math.Anal.
Appl. 317 (2006), 707-713.
B 25) M. Budzynska, T. Kuczumow, M. Michalska, The I'-Opial property, Bull.
Austr. Math. Soc. 73 (2006), 473-476.
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B 26) M. Budzyriska, T. Kuczumow, Linear strict convexity of the Kobayashi di-
stance in nonreflexive Banach spaces, Fixed Point Theory and Applications (Eds.
H. Fetter Nathansky, B. Gamboa de Buen, K. Goebel, W. A. Kirk, B. Sims), Yoko-
hama Publishers, 2006, 1-9.

B 27) M. Budzynska, T. Kuczumow, The common fixed point set of commuting
nonexpansive mappings in infinite products of unit balls, Complex analysis and
dynamical systems III, Contemp. Math. 455, 2008, 53-62.

B 28) M. Budzynska, T. Kuczumow, M. Michalska, The common fixed point set of
commuting nonexpansive mappings in Cartesian products of Banach spaces with
the Opial property, J. Nonlinear Conv. Anal. 15, 637-645 (2014).

Problemy poruszane w wyzej wymienionych pracach mozna podzielié¢
na 2 czesci:;

1) whasnosci przestrzeni Banacha i ich zastosowanie w teorii punktow
statych przeksztalcen jednakowo lipschitzowskich (prace [B 8|, [B 9],
[B 10], [B 11], B 25|, [B 28|),

2) wtasnosci liniowo-topologiczne odlegtosci Kobayashi’ego ich zasto-
sowanie w teorii punktow statych przeksztalcen kp-nieoddlajacych, a
w szczeg0lnoséi przeksztatcen holomorficznych (prace [B 12], [B 13|,
[B 14], [B 15], [B 16], [B 17], [B 18], [B 19], [B 20], [B 21], [B 22],

[B 23], [B 24], B 26, [B 27]).

1) Wtiasnosci przestrzeni Banacha i ich zastosowanie w teorii
punktéw statych przeksztalcenn jednakowo lipschitzowskich

Zanim omoéwie wyniki podane w tych pracach musze wprowadzié
pare definicji. Zaczne od definicji asymptotyczego centrum.

Definicja 4.1. ( [53]) Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenig Banacha
i niech C C X bedzie niepustym zbiorem. Jezeli {x,}, -, ({7s}pes)
jest ograniczonym ciggiem (ciggiem wogdlnionym) w C, to asympto-

tyczny promien 1o ({xn},C) (ro {xs}tses, C)) ciggu (ciggu uwogdlnio-
nego) {xn} ({xs}ses) wzgledem zbioru C' jest wprowadzony wzorem

ro {zn},C) = inf{r, {z,{z,}}) = limnsup |z — x| : 2 € C}

(12 (Gasboe ©) =t (o, Gasboer)) = msulo =l 50 € € ).
Zbior
Ac({z,},C) ={z € C :ro(z,{z,}) = limnsup |z — x| = 7o {20}, C)}

(Actte0)1er.€) = (o € € oo (anbaes) = masu o = 5] = o (asboer, O}

nazywamy asymptotycznym centrum ciggu (ciggu uogdlnionego) {x,}
(25} pes) ze wzgledu na zbior C.
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Natomiast asymptotyczng Srednice ciggu {x,} okreslamy nastepujgco

diama,H.”({xn}) = hlgn diamH.” ({xn}nZK) .

Jezeli C = conv ({xn})H'”, to asymptotyczny promien ciggu {x,} bede
zapisywaé krocej - ro ({x,}) @ podobnie Ac({z,}) bedzie wtedy oznaczaé
asymptotyczne centrum ciggu {x,}.

W 1967 roku Z. Opial wprowadzit wtasnos¢ przestrzeni Banacha
nazwang pozniej jego imieniem ( [119]). Byta ona wtedy zwiazana tylko
z ciaggami i ze staba topologia. Ja potrzebowatam w swoich pracach jej
ogolniejsze wersje.

Definicja 4.2. (patrz np. [81] i [83]) Niech (X, ||||) bedzie przestrzenig
Banach i niech T bedzie liniowg topologig Hausdorffa w X. Bedziemy
mowié, ze niepusty zbior C C X ma wtasnosé Opiala (wtasnosé Opiala
dla ciggow wogdlnionych) ze wzgledu na topologie T, gdy dla kazdego
ograniczonego ciggu {x,} o wyrazach w C' (dla kazdego ograniczonego
ciggu uogolnionego {xz}tpes) 0 wyrazach w C, ktory jest zbiezny w to-
pologii T do x € C 1y € C\{x}, prawdziwa jest nieréwnosé

ra(z, {z,}) = limsup, ||z, — z|| < ra(y, {z,}) = limsup, |2, — y||
(ra (=, {25} pes) = limsupge s [log — 2 <

<14 (y, {2} pes) = limsupge,[lzp — yl)
dla kazdego y € C\{z}.

Poniewaz w wielu zastosowaniach liniowe topologie sa generowane
przez odpowiednie rodziny ciagtych funkcjonatéw liniowych to teraz
definicje zbioru normujacego I', ktora sie bedziemy dalej postugiwac i
ktora jest zawezeniem definicji 1.16.

Definicja 4.3. (/B 25]) Niech (X,||||) bedzie przestrzenig Banacha
1 niech I' bedzie podprzestrzeniq przestrzeni sprzezonej X*. Jezeli dla
kazdego x € X mamy

sup {f (z) - f € I, [[f]l = 1} = [J]] .

to I' nazywamy zbiorem normujacym dla X .

Jest rzecza oczywista, ze zbiér normujacy I' generuje liniowa topo-
logie Hausdorffa o (X,I") w X, ktora jest stabsza od stabej topologii
o (X, X").

W [B 25] udowodnitam razem z T. Kuczumowem i M. Michalska
nastepujace twierdzenie o réwnowaznosci wtasnosci Opiala dla ciagow
z wlasnoscia Opiala dla ciagéw uogdlnionych.
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Twierdzenie 4.1. (/B 25/, Theorem 3.1) Niech (X, |-||) bedzie prze-
strzenig Banacha, I' zbiorem normujgcym dla X i niech C bedzie niepu-
stym, ograniczonym i ciggowo zwartym w topologii o (X, T") podzbiorem
w X. Wtedy w topologii o (X,I") wtasnosé Opiala jest réwnowazna z
wtasno$cig Opiala dla ciggow wogdlnionych.

Uwaga 4.1. Dla stabej topologii twierdzenie 4.1 byto udowodnione inng
metodg przez W. Kaczor i S. Prusa w [72].

W |B 28] razem z T. Kuczumowem i M. Michalska badalam wy-
korzystujac wtasnosé Opiala dla ciagéw uogélnionych strukture zbioru
wspolnych punktow statych przeksztatcert nieoddalajacych. Udowod-
niliSmy w tej pracy nastepujace wyniki najpierw dla jednego odwzo-
rowania, a pézniej dla rodziny komutujacych odwzorowan. W naszych
twierdzeniach norma w iloczynie kartezjanskim X; x Xy dwoch prze-
strzeni Banacha (X7, - ||1) 1 (X2,] - ||2) jest norma maksimum.

Twierdzenie 4.2. ([B 28] Theorem 3.3) Niech (Xq, |- |l1) ¢ (X2, | -
ll2) bedg przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiamsi
Hausdorffa T, i Ty, i niech normy || - ||1 ¢ || - ||2 w tych przestrzeniach
Banacha bedg dolnie pétciggte odpowiednio w tych topologiach Ty i T5.
Niech niepuste, ograniczone i wypukte zbiory C; C X1 i« Cy C Xy bedg
ciggowo zwarte odpowiednio w Ty i Ty. Zatozmy, ze C7 ma wlasno$é
Opiala wzgledem topologii Ty, a Cy wzgledem topologii 1. Jezeli niepu-
sty 1 wypukty podzbior C' iloczynu kartezjanskiego Cy x Cy jest domkniety
w topologii Ty x Ty, to C' ma wltasnosé punktu statego dla odwzorowan
nieoddalajgcych, tzn. kazde nieoddalajgce odwzorowanie f : C' — C ma
punkt staty.

Twierdzenie 4.3. (/B 28], Theorem 3.4) Niech (X1, |- |1) i (Xa, | -
ll2) bedg przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiami
Hausdorffa Ty i Ty i niech normy || - ||1 i [| - |2 w tych przestrzeniach
Banacha bedg odpowiednio dolnie potciggte w tych topologiach Ty 1 T5.
Niech niepuste, ograniczone i wypukte zbiory C; C X1 i« Cy C Xy bedg
zwarte odpowiednio w Ty 1 Ty. Zatozmy, ze C; ma wtasnosé Opiala dla
ciggow uogdlnionych wzgledem topologii Ty, a Cy wzgledem topologii Ts.
Jezeli niepusty 1 wypukty podzbior C iloczynu kartezjariskiego C7 x Cf
jest domkniety w topologii Ty X T, to C' ma wlasno$é punktu statego
dla odwzorowan nieoddalajgcych i dla kazdego nieoddalajgcego odwzoro-
wania f : C'— C zbior jego punktow statych Fixf jest nieoddalajgcym
retraktem zbioru C.

Twierdzenie 4.4. ([B 28], Theorem 4.2) Niech (X, ||-||) bedzie prze-

strzenig Banacha z liniowg topologig Hausdorffa T 1 z wtasno$cig Opiala
dla ciggow uogdlnionych wzgledem topologii T. Niech norma ||-|| bedzie
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dolnie potciggta w topologii T . Jezeli miepusty, ograniczony i wypu-
kty zbior C' C X jest zwarty w T, to dla kazdej komutujgcej rodziny
M = {T,}aer przeksztatcen nieoddalajgcych zbioru C w siebie zbidr
jej wspolnych punktow statych Fix(M) = Ngey Fiz(fg) jest niepustym
nieoddalajgcym retraktem zbioru C.

W twierdzeniu 4.4 wystarczy zatozenie, ze C' ma wtasnosé Opiala dla
ciagéw uogolnionych wzgledem topologii 7, a nie calta przestrzen X.

Twierdzenie 4.5. (/B 28], Theorem 4.3) Niech (X1, |- |1) ¢ (X2, | -
ll2) bedg przestrzeniami Banacha z odpowiednio liniowymi topologiamsi
Hausdorffa T; i Ty i niech normy || - |1 @ || - |2 w tych przestrzeniach
Banacha bedg odpowiednio dolnie potciggte w tych topologiach Ty i Ts.
Niech niepuste, ograniczone i wypukte zbiory C; C X1 i« Cy C Xy bedg
zwarte odpowiednio w Ty i T5. Zatozmy, ze Cy ma wtasnosé Opiala dla
ciggow uogdlnionych wzgledem topologii Ty, a Cy wzgledem topologii Ts.
Jezeli niepusty, ograniczony i wypukty podzbior C' iloczynu kartezjan-
skiego Cy x Cy jest domkniety w topologii Ty X Ty, to dla kazdej komu-
tujacej rodziny M = {T,}aer przeksztatcen nieoddalajgcych zbioru C
w siebie zbior jej wspolnych punktow statych Fix(M) = Ngey Fiz(fs)
jest niepustym nieoddalajgcym retraktem zbioru C'.

Istotne jest tutaj to, ze nasze wyniki dotycza podzbioru C' w iloczynie
kartezjanskim C} x Cs, a nie calego iloczynu kartezjanskiego C7 x Cs.
Dlatego w dowodach stosuje sie dwukrotnie asymptotyczne centrum,
otrzymaé¢ domkniety zbiér w odpowiedniej topologii!

W pracach [B 8|, [B 9], [B 10], [B 11] zawartych jest czes¢ wynikow
z mojej pracy doktorskiej. Zaczne od kilku definicji.

Definicja 4.4. ( [21]) Niech (X,|| - ||) bedzie przestrzenig Banacha.
Ograniczony cigg {xn}n>1 w X spetnigcy warunek x, — xp11 — 0 na-
zywamy ciggiem asymptotycznie reqularnym.

Definicja 4.5. ( [21]) Bedziemy mowié, zZe przestrzen Banacha

(X, || - |I) ma asymptotyczng strukture normalng (ze wzgledu na stabg
topologie), czyli ANS (w-ANS ), jezeli dla kazdego ograniczonego, do-
mknietego (stabo zwartego) i wypuktego zbioru C' w X z C > 2 i kazdego
asymptotycznie reqularnego ciggu {x,} w C istnieje punkt x € C, taki
ze

lim inf |z — 2, || < diam (C).

W B 10| wprowadzitam razem z T. Kuczumowem i S. Reichem
wspotezynnik AN (X).
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Definicja 4.6. (/B 10]) Niech (X,|| -||) bedzie przestrzenig Banacha.
Wspdtczynnik asymptotycznej struktury normalnej AN (X) dany jest
wzorem

AN (X)) =sup{k: k- inf r, ({an}@l) < diamg . {zn})

Tng i>1
dla kazdego ograniczonego ciggu {Tn},5, 2 Tn — Tnp1 — 0}
Wspoétezynnik ten "mierzy" minimalna odlegto$é podciagéow asymp-
totycznie regularnych ciagéw do najblizszego punktu.
Jezeli w definicji wspotezynnika AN (X) dodamy zalozenie, ze dla
ciggu {r,},5, jego domknigta otoczka wypukla conv ({:En}n>1) jest

zbiorem stabo zwartym, to dostaniemy nastepny wspotczynnik.

Definicja 4.7. (/B 10]) Niech (X, || -||) bedzie przestrzenig Banacha.
Wspotczynnik dany wzorem

w-AN (X) =sup{k : k- inf r, ({xm}@l) < diamg,. ({zn})

Tn:
"iSix1

dla kazdego ciggu {mn}n>1 , takiego zZe jego domknieta wypukta otoczka

-l , .
conv (1x, est zororem stabo zwartym 1x, — Tpi1 —
({#n}nsn)  dest zb tabo zwarty 41— 0}

nazywamy wspotczynnikiem asymptotycznej struktury normalnej ze wzgledu
na stabg topologie.

Definicja 4.8. (/B 10]) Gdy AN (X) > 1, to mowimy, Ze przestrzen
Banacha (X, ||-||) ma jednostajng asymptotyczng strukture normalng,
krotko ma UAN.

Gdy w-AN (X) > 1, to mowimy, ze przestrzenn Banacha (X, |-])
ma jednostajng asymptotyczng strukture normalng ze wzgledu na stabg
topologig, krotko ma w-UAN.

Definicja 4.9. (/B 10]) Przestrzeri Banacha (X, |-||) ma prawie wta-
snos¢ Opiala (prawie wtasnosé Opiala ze wzgledu na stabg topologie),
krotko ma wtasnosé SO (w-SO), jezeli dla kazdego ograniczonego i
asymptotycznie reqularnego ciggu {x,} (ze stabo zwartg domknietq wy-
puktq otoczkq), ktory nie jest ciggiem stalym, istnieje podcigg {xn,}
zbiezny stabo do x, taki ze

lim inf |z — x| < diam ({x,}).

W [B 8] udowodnili$émy nastepujace twierdzenie o punkcie staltym
odwzorowan nieoddalajacych w sumie dwoch zbiorow.
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Twierdzenie 4.6. (/B 8/) Niech (X,|| - ||) bedzie przestrzenig Ba-
nacha majgcg w-SO i niech Cy 1 Cy bedg dwoma wypuktymi i stabo
zwartymi zbiorami w X z niepustym przecieciem C1 N Cy. Wiedy kazde
nieoddalajgce przeksztatcenie f: Cy U Cy — Cy U Cy ma punkt staty.

Przejdzmy teraz do nastepnych wspotczynnikéw charakteryzujacych
przestrzen Banacha.

Definicja 4.10. (/B 10]) Niech (X, || -||) bedzie przestrzenig Banacha.
Podobnie jak poprzednio mozemy dla tej przestrzeni wprowadzi¢ wspot-
czynnik w-SOC prawie wtasno$ci Opiala ze wzgledu na stabg topologie:

w-SOC (X) = sup{k : k- inf Tq (y, {xn¢}¢>1> < diamyg,|.) ({2n})

n; .
1)iz1

dla kazdego ciggu {n},,, takiego ze

I ) )
conv (1, est zbrorem stabo zwartym 1 T, — Tpeq1 — U,
({#n}ns)  jest 2b tabo zwarty 41— 0}

Wspétezynnik w-SOC (X) "mierzy" minimalna odlegtosé od sta-
bej granicy stabo zbieznych podciagéw asymptotycznie regularnych
ciagow.

Definicja 4.11. (/B 10]) Jezeli w-SOC (X) > 1, to przestrzen Ba-
nacha (X, ||-]]) ma jednostajng prawie wtasnosé Opiala ze wzgledu na
stabg topologie, krotko ma w-USO.

W pracach [B 9] i [B 10] pokazalismy zwigzki pomiedzy wyzej wy-
mienionymi wlasnosciami przestrzeni Banacha, a takze miedzy nimi in-
nymi wezedniej znanymi wlasnosciami oraz zwiazki miedzy wyzej zdefi-
niowanymi wspotczynnikami. ZajeliSmy sie tez problemem zachowania
si¢ tych wlasnosci w iloczynie kartezjanskim przestrzeni i problemem
zwiazku miedzy wspotczynnikami dwoch przestrzeni i odlegtoscia Ba-
nacha Mazura miedzy tymi przestrzeniami.

W pracy [B 11] przedstawiono kilka twierdzen o punktach stalych
potgrup przeksztatcen asymptotycznie regularnych i jednakowo
k-lipschitzowskich. Zanim je przedstawie podam dwie definicje. Bede
potrzebowaé ogolniejszej definicji potgrupy niz ta podana w rozdziale
2 (definicja 2.7).

Definicja 4.12. Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenig Banacha, C' nie-
pustym, domknietym, ograniczonym i wypuktym zbiorem w X, G nie-
ograniczonym zbiorem w [0, 00) , takim Ze

t+h € G dla wszystkich t,h € G,
t —h € G dla wszystkich t,h € G zt > h,
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i niech S = {f;:t € G} bedzie rodzing odwzorowan zbioru C' w C.
Rodzine S nazywamy potgrupg odwzorowan, gdy S spetnia warunki:

1) fere(x) = (fso fi)(z) dla wszystkich s,t € G i x € C,

ii) dla kazdego x € C, odwzorowanie t — fy(x) zG w C jest ciggle
przy topologit w G generowanej przez standardowg topologie w
0, 00).

Jezeli dla potgrupy S istnieje dodatkowo liczba k > 0, taka ze

1fe(x) = i)l < Eflz =y

dla wszystkich x,y € C it € G, to mowimy, ze S jest potgrupg prze-
ksztateeni jednakowo lipschitzowskich (k-lipschitzowskich) na zbiorze C'.
Jezeli dla potgrupy S mamy

Y [ fon(2) — fula)]] =0,

dla wszystkich x € C 1 h € G, to mowimy, zZe potgrupa S jest asymp-
totycznie reqularna ( [20]).

Definicja 4.13. ( [49], [B 11]) Jezeli (X, ||-||) jest przestrzenig Ba-
nach i C C X jest zbiorem niepustym, domknietym, ograniczonym i
wypuktym, to

i) liczba b > 0 ma wtasnosé (P,) ze wzgledu na zbior C, gdy ist-
nieje liczba a > 1, taka Ze dla wszystkich x,y € C ir > 0
z |l —y|| = r oraz dla kazdego stabo zbieinego ciggu {z,} o
wyrazach z C i spetniajgcego warunki imsup,, ||z — z,| < ar
i imsup,, ||y — z,|| < br istnieje z € C dla ktérego mamy
liminf, ||z — z,|| <75

ii) Kk, (C)=sup{b>0:b ma wltasnosé (P,) ze wzgledu na zbior C'} ;

iii) K, (X) = inf{k, (C) : C jest niepustym, domknictym,
ograniczonym i wypuktym zbiorem w X }.

Nastepujace twierdzenia sa dwoma gtéwnymi twierdzeniami o punk-
tach statych w [B 11].

Twierdzenie 4.7. (/B 11], Theorem 3.3) Niech C bedzie wypuktym i

stabo zwartym zbiorem w przestrzeni Banacha (X, || - ||) 2

w-SOC (X) > 1. Wtedy kazda asymptotycznie reqularna potgrupa

S = A{fi:t € G} k-lipschitzowskich przeksztatcen zbioru C w siebie z
1

k < [w-SOC (X)]? ma wspdlny punkt staly.

Twierdzenie 4.8. (/B 11] Theorem 3.4) Niech (X, ||-||) bedzie prze-
strzenig Banacha z w-SOC (X) > 1, C' wypuktym i stabo zwartym
zbiorem w X i niech S = {f; : t € G} bedzie asymptotycznie reqularng



64

potgrupg k-lipschitzowskich przeksztatcen zbioru C' w siebie. Jezeli

L+ /144 [w-SOC (X)] - (k, (X) — 1)
5 :

k<

to S ma wspdlny punkt staty.

2) Wtlasnosci liniowo-topologiczne odleglosci Kobayashiego
i ich zastosowanie w teorii punktow statych przeksztalcen kp-
nieoddlajacych, a w szczegdlnoséi przeksztalcern holomorficz-
nych

Zaczne od omoéwienia mojej pierwszej pracy |B 12| z tego tematu,
ktora napisatam wspolnie z T. Kuczumowem i T. Sekowskim. W 1958
roku A. Alexiewicz ( [7], patrz takze [8]) wprowadzil pojecie zbioru
totalnego dla przestrzeni Banacha i przy jego pomocy scharakteryzowat
odwzorowania holomorficzne w podobny sposéb do tego przy uzyciu
zbioru normujacego N (twierdzenie 1.5).

Definicja 4.14. ( [7]) Niech (X,||-||) bedzie przestrzenig Banacha i
niech T bedzie niepustym zbiorem w przestrzeni sprzezonej X* (tzn.
przestrzeni wszystkich ciggtych funkcjonatow liniowych na X ). Jezeli
z warunku u (z) = 0 dla kazdego w € T wynika v = 0, to rodzing T
nazywamy totalng dla X .

Zbior totalny, podobnie jak zbiér normujacy, generuje liniowa topo-
logie Hausdorffa o (X,7) w X. Okazuje sig, ze dla topologii o (X, 7T)
mozna udowodni¢ wyniki podobne do twierdzeri 1.6 1 1.7.

Glownym twierdzeniem w pracy |[B 12| jest twierdzenie o dolnej
potcigglosci odlegtosci Kobayashiego wzgledem topologii o (X, 7).

Twierdzenie 4.9. (/B 12 Theorem 3.1) Niech (X, ||-||) bedzie zespo-
long przestrzenig Banacha, T zbiorem totalnym dla X i niech D C X
bedzie ograniczonym i wypuktym obszarem, takim Ze jego domkniecie
D' w normie | - |l jest zwarte w topologii o (X, T). Jezeli {xp}ye,
7 {yﬁ}ﬂej sq wogdolnionymi ciggami w D 1 sqg one zbiezne w topologii
o (X,7T) odpowiednio do x € D i1y € D, to prawdziwa jest nieréwnosé

kp (z,y) < lirﬁne%]nf kp (xs,yg) -

Jezeli rozwazamy tylko ciggi {xy},cn @ {Un} to zwarto$é w topologii

neN’
o (X, T) zbioru DM moze by¢ zastgpiona przez ciggowg zwartosé zbioru
D" w topologii o (X, 7).

Jako wniosek otrzymujemy Lemma 4.1 w [B 12|, ktory jest analogiem
twierdzenia 1.7.
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Lemat 4.1. Niech Dy, Dy bedg ograniczonymi i wypuktymi obszaramsi
odpowiednio w przestrzeniach Banacha (X, ||-||;) @ (Xo, ||]]y) , @ niech

T bedzie zbiorem totalnym dla (Xo, ||-||,). Jezeli D, jest zbiorem
zwartym w topologii 0 (X, T), {fa},e, jest ciggiem uogdlnionym od-
wzorowan fy : D1 — Dy nieoddalajgcych ze wzgledu na odlegtosé Ko-
bayashiego, ktory jest punktowo zbiezny w topologii o (X, T) do funkcji
f:Dy — DigH.”Q i istnieje punkt zo € Dy, taki Ze wg = f(z0) € Da,
to f odwzorowuje Dy w Dy i jest nieoddalajgce ze wzgledu na odlegtosé
Kobayashiego.

Aby otrzymaé otrzymac wynik silniejsze od tego z lematu 1.5 musimy
wprowadzi¢ wlasnosé¢ Kadeca-Klee’ego przestrzeni Banacha (X, || -]|) ze
wzgledu na topologie o (X, 7).

Definicja 4.15. ([10/, [57], [81]) Niech T bedzie zbiorem totalnym dla
przestrzeni Banacha (X, ||-||). Mowimy, ze przestrzen Banacha (X, ||-])
ma wtasnosé Kadeca-Klee’ego ze wzgledu na topologie o (X, T), gdy dla
kazdego ciggu {xr} w X prawdziwa jest nastepujgca implikacja

ol <1

sep{zg} =inf{||ay — ;|| : 5 £k} >0 ¢ = |z|| < 1.

o (X,N) —limy_oozp =

Mozemy teraz wypowiedzie¢ nasz lemat.

Lemat 4.2. (/B 12] Lemma 4.2) Niech T bedzie zbiorem totalnym w
Scisle wypuktej przestrzeni Banacha (X, ||-||), B otwartg kulg jednost-
kowg w (X, ||-|]), takg ze jej domknigcie w normie B jest ciggowo
zwarte w topologii o (X, T) . Jezeli {xy}cn @ {Uk}ren 59 clggami w B,
ciqg {Tr} ey Jest zbieiny w normie || || do § € OB i

sup{kp (xp,yx) 1 k=1,2,...} = ¢ < o0,
to {y}yen Jest takze silnie zbieiny do &.

Opierajac si¢ na twierdzeniu 2.9 i ostatnim lemacie udowodnilismy w
[B 12] nastepujace twierdzenie o lokalnej jednostajnej zbieznosci ciagu
iteracyjnego w twierdzeniu Wolffa-Denjoya.

Twierdzenie 4.10. (/B 12] Theorem 4.2) Niech T bedzie zbiorem to-
talnym w $cisle wypuktej przestrzeni Banacha (X, ||-||), B otwartg kulg

jednostkowg w (X, ||-||), takg Ze domknigcie w normie Bl jest ciggowo
zwarte w topologii o (X, T) . Jezeli (X, ||-||) ma wtasnosé Kadeca-Klee’ego
ze wzgledu na topologie o (X, T) i odwzorowanie f : B — B jest kp-
nieoddalajgce i kondensujgce ze wzgledu na miare niezwartosci Kura-
towskiego oy oraz f nie ma punktu statego, to istnieje punkt § € 0B,
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taki ze cigg iteracji {f"} odwzorowania f jest zbiezny lokalnie jedno-
stagnie do funkcyi statej o wartosci rownej &, tzn. zbieznosé ta jest jed-
nostajna na kazdym zbiorze lezgcym Scisle wewnatrz kuli B.

Byl to moj zreszta pierwszy wynik zwigzany z uogoélnieniami kla-
sycznego twierdzenia Wolffa-Denjoya.

Zmaczaca role w moich dalszych badaniach odegraty prace zwiazane
ze Scisty liniowg wypukloscia kul w (D, kp). Okazuje sie, ze gdy obszar
D jest scisle wypukty w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Banacha
(X, ]|-]]), to mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.11. (/B 19] Theorem 3.1) Niech D bedzie ograniczo-
nym 1 wypuktym obszarem w zespolonej i refleksywnej przestrzeni Ba-
nacha (X, ||-||) . Jezeli D jest Scisle wypukte, to kazda kula w przestrzeni
metrycznej (D, kp) jest takze liniowo $cisle wypukta.

W C" twierdzenie to zostato udowodnione w 1984 roku przez G. Pa-
trizio przy dodatkowym zatozeniu o brzegu 0D, ze jest klasy C* i ze
Hessian funkcji definiujacej jest dodatni na brzegu 0D, ( [121] Corol-
lary 5.5). Nastepnie twierdzenie to zostato uogolnione (po zastosowaniu
innego dowodu) do obszaréw silnie wypuklych o brzegu klasy C? w C"
przez A. Stachure ( [144]). Ostatecznie w 1999 roku J.-P. Vigué po-
kazal, Ze twierdzenie 5.11 jest prawdziwe w CF ( [152]) bez zalozenia
gtadkosci brzegu. W 2001 roku udowodnitam razem z T. Kuczumowem
twierdzenie 5.11 wzorujac si¢ na dowodach danych w pracach [47], [152]
i [144] oraz stosujac wlasnos¢ aRNP przestrzeni refleksywnej. Okazalo
sie, ze niemal jednoczesnie udowodnit je J.-P. Vigue ( [153]), ale o tym
wtedy nie wiedzialam - pozniej zawsze cytuje jego prace.

W [B 26] (jest to wspolna praca z T. Kuczumowem) uogoélniono
twierdzenie 5.11 nastepujaco.

Twierdzenie 4.12. (/B 26] Theorem 2.9) Niech (X,|| - ||) bedzie ze-
spolong przestrzenig Banacha, N zbiorem normujgcym dla X 1 niech
D C X bedzie Scisle wypuktym obszarem, takim, ze jego domknigcie w
normie D' jest zwarte w o (X, N). Jezeli (X, ||-||) ma aRNP, to kazda
kula w przestrzeni metrycznej (D, kp) jest liniowo Scisle wypukta.

W pracy |[B 15| wspolnie z T. Kuczumowem i A. Stachura podatam
przyktad ograniczonego i wypuktego obszaru D C C, ktory nie jest
scisle wypukly i jednoczesnie kazda kula w (D, kp) jest liniowo $cisle
wypukta i stad mamy definicje 3.1.

W pracach [B 15], [B 19] i [B 26| pojecie §cistej wypuktosci przestrzeni
metrycznej (D, kp) zostalo uzyte w twierdzeniach stwierdzajacych, ze
niepusty zbior (wspolnych) punktéow statych odwzorowania (rodziny
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odwzorowan) jest odpowiednio holomorficznym lub kp-nieoddalajacym
retraktem. Metoda Brucka ( [22], [23]) byta glowny narzedziem w dowo-
dach tych twierdzen. Podam teraz przyktadowe twierdzenie tego typu.

Twierdzenie 4.13. (/B 26] Theorem 3.2) Niech (X, || - ||) bedzie ze-
spolong przestrzenig Banacha, N zbiorem normujgcym dla X 1 niech
D C X bedzie wypuktym obszarem, takim ze jego domkniecie w normie
D jest zwarte w o (X, N). Zalomy, ze przestrzen metryczna (D, kp)
jest liniowo Scisle wypukta. Jezeli odwzorowanie f : D — D jest kp-
nieoddalajgce (holomorficzne), to zbior punktow statych Fix (f) jest
albo zbiorem pustym albo kp-nieoddalajgcym (holomorficznym) retrak-
tem obszaru D.

Przejde teraz do opisu zbioru punktow statych w iloczynie kartezjan-
skim przestrzeni Banacha.

W mojej pracy |[B 14| udowodnitam najpierw nastepujace wlasnosci
Opiala w kuli Hilberta By i w iloczenie kartezjaniskim B} kul Hilberta
(patrz takze [60]).

Twierdzenie 4.14. (/B 14/ Proposition 3.1) Jezeli ograniczony w kg,
cigg uogdlniony {xj}jeJ o wyrazach w (By, kg, ) jest stabo zbiezny do
xr € By, to

limsup kg, (z;,2) < limsup kg, (z;,y)
J J

dla kazdego y € By \ {z}.

Wniosek 4.1. (/B 14] Corollary 3.1) Przestrzen metryczna (BZ, kB?;)
ma stabg wtasno$é Opiala (ze wzgledu na stabg topologic w H™) dla
clggow uogolnionych, tzn. jezeli ograniczony w (BI”{,]{:B?I) cigg uogol-
niony jest stabo zbiezny do x € B}, to
limsup kgr (75, 2) < limsup kpr (7;,y)
j J
dla kazdego y € BY;.

Mamy tez nastepujace twierdzenie nalezace do T. Kuczumowa.

Twierdzenie 4.15. ( [95]) Dana jest rodzina {fi, ..., fm} 2toZona z
m komutujgcych kpr -nieoddalajgcych (holomorficznych) odwzorowarn z
B} w By, taka ze Fix(f;) # 0 dla 1 < j < m. Wtedy zbior wspdl-
nych punktow statych tej rodziny N, Fiz(f;) jest niepusty i jest kpr -
nieoddalajgcym (holomorficznym) retraktem obszaru BY,.

To wszystko oraz dolna polcigglosé odleglosci Kobayashiego kpn
wzgledem stabej topologii (patrz twierdzenie 1.6) pozwolito mi w po
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zastosowaniu metody Brucka ( [23]) i metody asymptotycznego cen-
trum udowodnié¢ twierdzenie o zbiorze wspolnych punktow statych ko-
mutujacej rodziny przeksztatcen w BY;.

Twierdzenie 4.16. (/B 14/ Theorem 4.2) Dla kazdej komutujgcej ro-
dziny F = { fs}per holomorficznych (kpy -nieoddalajgcych) odwzorowar

z BY, w B}y z niepustym zbiorem Fix(F) = (Nge; Fix(fs) wspdlnych
punktow statych, zbior Fix(F) jest holomorficznym (kpn -nieoddalajgcyme)
retraktem obszaru BY;.

W pracy [B 18] podaje rozwigzanie nastepujacego problemu w teorii
punktow statych przeksztatceri holomorficznych Scisle zwiazanego z BY;:

czy istnieje zespolona przestrzen Banacha (X, || - ||), taka ze
i) dim X = oo,
ii) otwarta kula jednostkowa B w (X, || - ||) nie jest holomorficznie

rownowazna kartezjanskiemu iloczynowi [[/2; By, skoniczonej
liczby kul Hilberta,

iii) kazde holomorficzne przeksztalcenie f otwartej kuli B w siebie
ma punkt staly wtedy i tylko wtedy gdy sup,cy || f"(2)]] < 1
dla pewnego x € B?

Warto tutaj przypomnieé, ze gdy J jest nieskoniczonym zbiorem in-
deksow,

[*(H) = {x: {z}es € 11 H: su?||xj\| < oo},

jeJ J€

i By jest otwarta kula jednostkowa w [*° (H) z norma supremum,
to B%y nie jest holomorficznie réwnowazne kartezjarnskiemu iloczynowi

1 By, skoriczonej liczby kul Hilberta i ze istnieje holomoficzne od-
wzorowanie f z By w By, ktore nie ma punktu statego i jednoczesdnie
mamy sup,cy || f"(2)|| <1 dla kazdego x € By ( [99], [101]).

W mojej pracy [B 18] pokazatam, ze iloczyn kartezjanski 12 x [? z
[P-norma || - ||, gdzie 1 < p < 00 1 p # 2, ma podane wyzej wlasnosci
i) - iii). Aby uzyskaé iii) wprowadzitam tutaj po raz pierwszy pojecie
lokalnie jednostajnej liniowej wypuklosci odlegtosci Kobayashiego kg, .
Udowodnitam bowiem, uzywajac $cistej wypuktosci kuli i sprowadzajac
rozwazania do przestrzeni o wymiarze 6, nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.17. ([B 18] Theorem 3.1) Jezeli B jest otwartg kulg
jednostkowq w iloczynie kartezjariskim 12 x 12 z [P-normg, gdzie 1 < p <
o0 i p # 2, to przestrzen metryczna (B, kg) jest lokalnie jednostajnie
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lintowo wypukta, tzn. dla kazdych z € B, R> 010 < € < 2 mamy

kg (z,2) < R 1 1

kp(z,y) < R :kB(z,x—l—y><(1—5(z,R,e))R
_ 2 2

kB (may) =€}

5 (R17 R27 R?)a €1, 62)

=inf{0(z,R,e): 61 <e<e |z2| <R Ry<R<R3}>0
dla wszystkich 0 < R, 0 < Ry < R3 10 < €1 < €3 < 2.

Stad dostatam twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie 4.18. (/B 18] Proposition 3.1) Niech B bedzie otwartg
kulg jednostkowg w iloczynie kartezjariskim 1? x I? z [P-norma, gdzie
1 <p<ooip#2 Wtedy kazdy kp-ograniczony cigg {x,} w B ma
jedyne asymptotyczne centrum wzgledem niepustego kg-dmknigtego 1
wypuktego podzbioru C' kuli B.

Ostatecznie stosujac metode asymptotycznego centrum otrzymatam
zadany wynik.

Twierdzenie 4.19. (/B 18] Theorem 4.1) Niech B bedzie otwartg
kulg jednostkowg w iloczynie kartezjariskim t 12 x 12 z [P-normg, gdzie
l<p<ooip#2 iniech f: B — B bedzie kg-nieoddalajgcym
odwzorowaniem. Wtedy nastepujace zdania sq rownowazne

i) f ma punkt staty;

ii) istnieje punkt x w B, taki Ze cigg iteracji {f"(z)} jest kp-
0graniczony;

iii) cigg iteracji {f™(x)} jest kg-ograniczony dla kazdego x w B;

iv) istnieje kp-ograniczony cigg aproksymacyjny {x,} dla f, tzn.
|zn — f(an)| — 0@ {x,} jest ciggiem kp-ograniczonym;

V) istnieje domknieta i f-niezmiennicza kula w (B, kg);

vi) istnieje niepusty, domkniety, wypukly, kg-ograniczony i
f-niezmienniczy podzbior C' kuli B.

Okazuje sie, ze wprowadzone przeze mnie w twierdzeniu 4.17 wta-
sno$¢ lokalnie jednostajnej liniowej wypuktosci przestrzeni metrycznej
(B, k) mogtam uogodlni¢ do wypuklego i ograniczonego obszaru D w
zespolonej przestrzeni Banacha i ta wlasnosé odgrywa kluczowa role
w badaniach struktury wspolnych punktow statych przeksztatcen pew-
nych obszaréw w siebie w iloczynach kartezjanskich zespolonych prze-
strzeni Banacha z norma supremum.
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Definicja 4.16. (/B 16]) Niech D bedzie ograniczonym i wypuktym ob-
szarem w zespolonej przestrzeni Banacha. Przestrzen metryczna (D, kp)
jest lokalnie jednostajnie lintowo wypukta, gdy istnieje w € D i funkcja

taka zZe dla kazdych Ry >0, 2 € D zkp(w,z) < R, 0 < Ry < R< Rj
10 <6 <e< e <2 mamy

5(111, R17 R27R3761762) >0

I

kp(z,2) < R 1 1
]fD (z,y) <R = k‘D (Z, —T + y) < (1 -9 (UJ, Rl, RQ, Rg, €1, 62)) R.
_ 2 2
kD (C(],y) =€eR
Funkcje 6(w, -, -, -, -, ) nazywamy modutem liniowej wypuktosci dla od-

legtosci Kobayashiego (dla przestrzeni metrycznej (D, kp) lub réwno-
waznie dla obszaru D).

Uwaga 4.2. W powyzszej definicji mozemy zastapicé réownosé kp (z,y) =
€R dla 0 < €1 < € < €3 < 2 przez nierowno$é kp (x,y) > €R dla
0 < e < € < 21 oczywiScie mamy wtedy modut liniowe) wypuktosci
{(51 (w, R17 RQ, Rg, 61)} zamiast {5 (w, Rl, RQ, .Rg7 €1, 62)}.

Dalej w definicji 4.16 punkt w € D mozemy zastgpi¢ dowolnym in-
nym punktem z D. W przypadku otwartych kul jednostkowych mamy
tez inng rownowazng definicje.

Definicja 4.17. (/B 27]) Niech (X, || -||) bedzie zespolong przestrzenig
Banacha i niech Bx bedzie otwartg kulg jednostkowg w (X, || -||). Prze-
strzen metryczna (Bx, kpy ) jest lokalnie jednostajnie liniowo wypukta,
gdy dla kazdych z,y,z € Bx, R > 010 < e <2 mamy

kBX (Z,.Z') <R
11 .
kpy (2,9) K RY = kg, (z, 57+ 23/) <(1-6x(zRe)R
kpy (:L‘,y) > €eR

i
Ox (R, Ro, R, €) = inf {x (2, R, €) : |2l < Ri, Ry < R< Rs} >0

dla wszystkich 0 < € < 2,0 < Ry < 1, 0 < Ry < R3. Funkcja
dx (4, ) jest nazywana modutem liniowej wypuktosci dla odlegtosci
Kobayashiego kp, .
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Definicja 4.18. (/B 27]) Niech J bedzie nieskoriczonym zbiorem in-
deksow. Dla kazdego j € J niech (Xj,|-;) i Bx, bedg odpowiednio ze-
spolong przestrzenig Banacha i otwartg kulg jednostkowaq. Jezeli mamy

inf ox, (R1, Ra, Rs,€) > 0
jedJ

dla wszystkich 0 < e < 2,0 < Ry <1, 0 < Ry < R3, to mowimy, ze
rodzina kul jednostkowych {(Bx;, |- ||;)}jes jest lokalnie jednakowo jed-
nostajnie lintowo wypukta lub zZe rodzina ta ma wspolny modul liniowej
wypuktosci.

Oczywiscie pojecie lokalnie jednostajnej liniowej wypuktosci prze-
strzeni metrycznej (D, kp) wzorowalam na pojeciu jednostajnej wy-
puktosci przestrzeni Banacha wprowadzonemu przez J. A. Clarksona
( [37]). Podobnie jak jednostajnie wypukta przestrzeri Banacha jest
przestrzenig refleksywna ( [37], patrz takze [57]) tak i z lokalnie jed-
nostajnej liniowej wypuklosci ograniczonego i wypuklego obszaru D
w zespolonej przestrzeni Banacha (X, || - ||) wynika refleksywnosé tej
przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 4.20. (/B 27] Theorem 3.2) Niech (X,| - ||) bedzie ze-
spolong przestrzenig Banacha i niech D C X bedzie ograniczonym 1
wypuktym obszarem w (X, || - ||). Jezeli przestrzen metryczna (D, kp)
jest lokalnie jednostajnie liniowo wypukta, to przestrzen Banacha X
jest refleksywna.

Dowod tego twierdzenia jest prostym zastosowaniem nastepujacego
twierdzenia Smuliana.

Twierdzenie 4.21. ( [142]) Przestrzeri Banacha (X, || - ||) jest re-
fleksywna wtedy i tylko wtedy gdy kazdy zstepujgcy cigg {C,} niepu-
stych, domknietych, ograniczonych i wypuktych zbiorow w X ma nie-
puste przeciecie (1o Cp .

W przypadku kuli mamy jeszcze lepszy rezultat.

Twierdzenie 4.22. ([B 17] Theorem 4.1) Niech (X, ||-||) bedzie zespo-
long przestrzenig Banacha i niech B bedzie otwartg kulg jednostkowq
w tej przestrzeni. Jezeli przestrzen metryczna (B, kg) jest lokalnie jed-
nostajnie lintowo wypukta, to przestrzen Banacha (X, | - ||) jest prze-
strzenig jednostajnie wypuktg.

Okazuje sie, ze lokalnie jednakowo jednostajna liniowa wypuktos$é ro-
dziny kul jednostkowych {(Bx;, || - ||;)}jes mozna skutecznie wykorzy-
sta¢ w dowodach o istnieniu holomorficznej retrakcji na zbiér wspolnych
punktéw statych komutujacej rodziny przeksztatcen jednostkowej kuli
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otwartej w [*° (X, J). Zanim oméwie¢ wyniki podam kilka potrzebnych
definicji.
Najpierw wprowadze zespolong przestrzeni Banacha (%°(X;, J).

Definicja 4.19. Niech J bedzie nieskoniczonym zbiorem indeksow i
niech (X;, || - ||;) bedzie zespolong i refleksywng przestrzenig Banacha
dla kazdego j € J. Zespolong przestrzeri Banacha 1°°(X;, J) wprowa-
dzamy nastepujgco

1 (X;,J) = {o = {a;},c, € [T X - sup |la]]; < oo}
jeJ jeJ

i [||loo jest jest tutaj normg supremum. B® = B~ (x; ) bedzie oznaczaé
jednostkowq kule otwartg w (1°°(X;, J), | - |leo)-

W (1°°(X;, J), ]| - |leo) dodatkowo mamy topologie o(X,N') genero-
wana przez zbiér normujacy

N ={a"={a}} € (I (X}, ]))" : 2] € Xj dla kazdego j € J i istnicje j' € J,

takie ze 2, = 0 dla kazdego j” # j'}.

W pierwszym podejsciu (|B 22| - praca napisana wspolnie z T. Ku-
czumowem) do pokazania, ze niepusty zbior wspolnych punktow sta-
tych ciggu komutujacych kpe-nieoddalajacych przeksztalceri jest kpee-
nieoddalajacym retraktem kuli By zastosowatam metode Brucka po-
dang w |24, w ktorej przy konstrukeji odpowiednich odwzorowan (patrz
dowod Lemma 3.1) uzywa si¢ punktow wzietych z metrycznych odcin-
kow w (B, kpe) 1 dlatego otrzymana w [B 22| retrakcja jest tylko
kpz-nieoddalajgca i to nawet, gdy badana rodzina odwzorowari sklada
sie z holomorficznych odwzorowan. Podsumowujac udowodnitam wtedy
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.23. (/B 22| Theorem 3.3) Dla kazdego ciggu { fr}nen

komutujgcych i holomorficznych (ICB;; -nieoddalajgcych) odwzorowan kuli
B% w siebie z pustym zbiorem Fix({ f,}nen) = Npen Fix(fn) wspdlnych

punktow statych, zbior Fix({fn}nen) jest kps-nieoddalajgcym retrak-

tem kult Bg;.

Wynik ten nie byt satysfakcjonujacy mnie. Twierdzenie to byto bo-
wiem dalekie od idealu. Pbozniej w trakcie rozméw podczas konferencji
w Japonii z M. A. Khamsim doszliSmy do wniosku, ze nalezy zastoso-
wac jego twierdzenie z [82] w potaczeniu metode Brucka z pracy [24] .
Aby to wyjasni¢ potrzebuje kilku kluczowych definicji i faktéw z me-
trycznej teorii punktéw statych.
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Definicja 4.20. (/82]) Niech (Y, d) bedzie przestrzenig i niech B.(x,r)
bedzie domknigtg kulg (w tej przestrzeni metrycznej) o Srodku wx € Y
1 promieniu v > 0. Dla kazdego ograniczonego zbioru G C'Y mamy

r.(G) = sup{d(y,x):x € G}, yev,

r(@) = inf{r.(Q):z e G,

5(G) = diamy(G) = sup{r.(G) : z € G}
= sup{d(z,y) : v,y € G}

Liczbe r(G) nazywamy promieniem Chebysheva zbioru G.
Dalej dla ograniczonego zbioru G w'Y mamy

cov(G) = ({Be(y,r) : y € Y,G C B.(y,r)}.

Bedziemy mowié, ze G jest zbiorem dopuszczalnym, gdy G = cov(G),
tzn. G jest przecieciem kul domknietych. Rodzine wszystkich dopuszczal-
nych zbiorow w'Y bedziemy oznaczacé przez A(Y).

Rodzine S C 2 nazywamy strukturg wypuktosci, gdy
(1) 0,Y €8,

(i) {y} € S dla kazdego y € Y,
(i1i) S zawiera wszystkie kule domknigte w'Y,
(iv) S jest rodzing domknietq ze wzgledu na przecigcia.

Bedziemy mowié, zZe struktura wypuktosci S w 'Y jest zwarta, gdy
kazdy zstepujacy tarcuch niepustych zbiorow w S ma niepuste przeciecie.

Mowimy, ze struktura wypuktosci S jest normalna, gdy dla kazdego

G € § mamy albo 6(G) = 0 albo r(G) < 0(G).

Zauwazmy, ze najmniejsza struktura wypuktosci jest rodzina A(Y)
zlozona z wszystkich zbioréow dopuszczalnych w Y.

Nastepujace twierdzenie jest kluczowe w dowodzie naszego twierdze-
nia o zbiorze wspolnych punktoéow statych.

Twierdzenie 4.24. [82] Niech (Y,d) bedzie ograniczong przestrzenig
metryczng ze strukturg wypuktosci S. Jezeli rodzina S jest zwarta i
normalna, to kazda komutujgca rodzina F mnieoddalajgcych przeksztat-
cen zbioru Y w zbior Y ma wspolny punkt staty.

Latwo zauwazy¢, ze nastgpujacy lemat jest prawdziwy.

Lemat 4.3. (/B 24/ Lemma 4.1) Niech G = [[ G; bedzie
jed
ks -ograniczonym iloczynem kartezjariskim niepustych, domknigtych
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wypuktych podzbiorow kuli. Wtedy rodzina A(G) wszystkich dopuszczal-
nych zbioréw w przestrzeni metrycznej (G, kB;;) jest zwarta i normalna.

Uzywajac powyzszego lematu i twierdzenia 4.24 udowodnilismy me-
toda Brucka ( [23|) gtéwne twierdzenie w |B 24].

Twierdzenie 4.25. (/B 24/, Theorem 4.4) Dla kazdej komutujgcej ro-
dziny F holomorficznych (kB%o -nieoddalajgcych) odwzorowan kuli Hil-
berta B w nig samg z niepustym zbiorem punktow statych Fix(F),

zbior Fix(F) jest holomorficznym (kpee-nieoddalajgcym) retraktem kuli
Hilberta B .

Bardziej szczegotowe rozwazania prowadza do ogoélniejszego twier-
dzenia.

Twierdzenie 4.26. (/B 27| Theorem 6.1) Niech J bedzie nieskoni-
czonym zbiorem indeksow i niech (X, | - ||;) bedzie zespolong prze-
strzeniqg Banacha dla kazdego j € J. Zatozmy, ze wszystkie jednost-
kowe kule otwarte (BXj,kBXj) sq@ lokalnie jednakowo jednostajnie li-
niowo wypukte. Wtedy dla kazdej komutujgcej rodziny F holomorficz-
nych (kp~-nieoddalajgcych) odwzorowan z B> do B> z niepustym
zbiorem punktow statych Fix(F), zbior Fix(F) jest holomorficznym
(kp=-nieoddalajgcym) retraktem kuli B*.

Dwie ostatnie przeze mnie omawiane prace sa troche innego rodzaju.
Zaczne od pracy |B 23|. Przypomne najpierw pojecie porowatosci.

Definicja 4.21. ( [41], [42], [43], [45]) Niech (Y,d) zupetng prze-
strzenig metryczng i niech B.(y, R) oznacza domknietq kule (w tej prze-
strzeni) o Srodku wy € Y i promieniu R > 0. Podzbior E C Y nazy-
wamy porowatym w przestrzeni metrycznej (Y, d), gdy istnieje o € (0, 1)
i Ry > 0, takie ze dla kazdego R € (0, Ry) i kazdego y € Y, istnieje
punkt z € Y dla ktorego mamy

B.(z,aR) C B.(y, R)\E.

Podzbior zbioru Y nazywamy o-porowatym w (Y,d), gdy jest przeli-
czalng sumg zbiorow porowatych w (Y, d).

Niech teraz (X, ||-||) bedzie zespolonag przestrzenig Banacha, N zbio-
rem normujacym dla X i niech D C X bedzie ograniczonym i wypu-

ktym obszarem, takim ze jego domknigcie w normie Dl jest zwarte w
topologii o (X, N). Niech zbior ) # C' C D lezy scisle wewnatrz D. W
[B 23] badamy zbieznosé na C ztozenia przeliczalnej liczby odwzorowari
z C' w C, ktore maja holomorficzne rozszerzenie na D. Wyposazajac
przestrzen ztozona z ciagéw takich odwzorowan w odpowiednia me-
tryke pokazujemy, ze podzbior sktadajacy sie z wszystkich ciagéw dla
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ktorych wspomniane wyzej ztozenie nie jest zbiezne jest o-porowaty
(|B 23], Theorem 3.1).
WprowadZzmy teraz nastepujace oznaczenie. Niech By bedzie kula

Hilberta. Wtedy symbol N (37}}”’“) oznacza rodzine wszystkich ciagtych

w normie odwzorowan f : Biﬁ,”'u — Bi}}u'”, takich ze ¢ fign jest dla kaz-

dego 0 < t < 1 odwzorowaniem kpgr - nieoddalajacym ( [95]). Rodzina

ta zawiera wszystkie holomorficzne funkcje f : BY — 37}}1”'”, ktore

maja ciggle w normie rozszerzenie na Bi}}H'” (( 95]).).

W [138] I. Shafrir udowodnil nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 4.27. ([138]) Komutujgca rodzina { fo },c; odwzorowan
N(Biﬁ,”'H) ma wspdlny punkt staty w 37}3”'”.

Zastosowanie podanego nizej lematu jest kluczowe w dowodzie twier-
dzenia Shafrira.

Lemat 4.4. ([188]) Niech {x}, ., bedzie kg, -nieograniczonym ciggiem
uogolnionym By spetniajgcym warunek

sup{kp (To,23) — kg (x,23)} = R < +00

asg

dla pewnego x € B. Istnieje wtedy punkt & € OB, taki ze & = lim, z,.

W swoim dowodzie lematu 1. Shafrir zastosowal twierdzenie cosinu-
sow. W [B 13] (praca napisana wspoélnie z T. Kuczumowem) podaje
inny dowod opierajac sie tylko na podstawowych wtasnosciach odlegto-
sci Kobayashiego kp,,.
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