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1. WPROWADZENIE

Staba granica ciagu (x,) w przestrzeni Banacha moze by¢ aproksymowana z
dowolng doktadnoscia elementami otoczki wypuktej conv{z,}. Dowod tego faktu
podany przez Mazura nie okresla kombinacji wypuktych, jednak w wielu klasycz-
nych przestrzeniach Banacha mozna za nie przyja¢ $rednie arytmetyczne. Banach
i Saks [5] zauwazyli juz wczesniej, ze 7z kazdego ograniczonego ciagu (x,) w prze-
strzeni L,([0,1]), 1 < p < oo, mozna wybra¢ podciag (z,) sumowalny w sensie
Cesaro, tzn. taki, ze ciag (3, ;/n) jest mocno zbiezny. Podobna regule wyka-
zano nastepnie dla przestrzeni jednostajnie wypuktych [45] i superrefleksywnych.

Wlasnosci tego typu rozpatrywane sg obecnie w kilku wariantach dla przestrzeni,
operatoréw i zbiorow. Mowimy, ze liniowy i ograniczony operator T’ dziatajacy
miedzy przestrzeniami Banacha X i Y ma wlasno$¢ Banacha—Saksa (BS), jesli z
kazdego ograniczonego ciagu (z,,) w X mozna wybraé¢ taki podciag (z))), ze ciag
(T'z)) jest sumowalny w sensie Cesaro. Jesli w definicji tej ciag (7'z,) zastapimy
ciagiem ((—1)"Tx]), to mowimy, ze T ma wlasno$¢ Banacha-Saksa z naprze-
miennymi znakami (ABS). Jesli w definicji whasnosci BS ciagi ograniczone (z,)
zastapimy ciggami stabo zbieznymi w X, to mowimy, ze T ma stabg wlasnosé
Banacha—Saksa (WBS). Bedziemy postugiwa¢ sie angielskimi skrotami nazw tych
wlasnosci podanymi w nawiasach. Wtasnosci BS, ABS i WBS przestrzeni Banacha
X sa odpowiednio wlasnosciami operatora identycznosci na X.

Przetomem w badaniach wtasno$ci Banacha-Saksa okazalo sie zastosowanie w
latach 70. ubieglego wieku metod opartych na twierdzeniu Ramseya [60]. Metody
te pozwolity wykaza¢ pewne dychotomie dla ciagdw w przestrzeniach Banacha,
ktore umozliwiaja wybér podciagéw o okreslonych z punktu widzenia sumowalno-
Sci wlasnosciach.
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Rosenthal [61] wykazal, ze dla kazdego stabo zbieznego do zera ciagu (z,,) istnieje
podciag () taki, ze wszystkie jego podciagi sa sumowalne do zera w sensie Cesaro
albo zaden podciag ciagu (z7,) nie jest sumowalny w sensie Cesaro i istnieje wtedy
taka 0 > 0, ze

(1.1) chx;

neA

> 52 |Cn|

neA

dla wszystkich ciggéw liczbowych (¢,) i podzbiorow A C Nz |A| < 2%, k < min A4,
gdzie k € N.

Erdos i Magidor [32] udowodnili w oparciu o twierdzenie Galvina—Prikrego [37],
ze 7 kazdego ograniczonego ciagu (z,) mozna wybraé taki podciag (z7,), ze wszyst-
kie jego podciagi sa sumowalne wzgledem regularnej metody sumowalnosci albo
zaden podciag ciagu (z))) nie jest sumowalny w ten sposob. Wynika stad w szcze-
golnosci, ze z kazdego ograniczonego ciagu (x,) w przestrzeni z whasnoscia BS
mozna wybra¢ taki podciag (7)), ze wszystkie jego podciagi sa sumowalne w sen-
sie Cesaro.

Dla wlasnosci ABS kluczowy rezultat wykazal Beauzamy |[8|: przestrzeni Bana-
cha X nie ma wtasnosci ABS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja 6 > 0 i ograniczony
ciag (z,) w X taki, ze

(1.2)

E €nlp

neA

>0 |A|

dla wszystkich skonczonych podzbiorow A C N i wszystkich ciagow (e,), €, = *1.

Wykorzystujac modele rozszerzajace (ang. spreading models) Brunela i Suche-
stone’a [13|, Beauzamy [8] wykazal rowniez, ze istnienie ciagu (x,,) opisanego wa-
runkiem (1.2) jest rownowazne istnieniu ciagu () z warunku Rosenthala (1.1).
Przypomnijmy, ze jesli ograniczony ciag (z,) nie ma podciagu Cauchy’ego, to po-
siada on podciag (e, ), dla ktorego w uzupekieniu F' przestrzeni span{e, } okresli¢
mozna taka norme |-|, ze dla kazdego € > 0 i wszystkich skalarow (ay,...,an)

istnieje takie v € N, ze jesli v < ny < ... < nyy,, to

m
E A;€p,
=1

Norma | - | jest niezmiennicza ze wzgledu na tzw. rozszerzanie:

m

g a;€;

=1

< E.

m

g ai€;

i=1

m

E Ai€n,

=1

dla wszystkich ny < ... < n,,. Przestrzen F' z norma |- | jest nazywana modelem
rozszerzajacym przestrzeni X zbudowanym na (x,,). Ciag (e,) nazywamy ciagiem
fundamentalnym modelu rozszerzajacego F.
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Cykl publikacji [K1]-|K5] wpisuje sie w badania 7 zakresu dziedziczenia wla-
snosci przez przestrzenie zbudowane na danej przestrzeni Banacha oraz przez ope-
ratory pomiedzy takimi przestrzeniami. Stosujemy podejscie ilosciowe, wykorzy-
stujgc do tego miary odchylenia od danych wlasnosci. Dziedziczenie wlasnosci
Banacha-Saksa z punktu widzenia jakoSciowego jest dobrze znane w literaturze.
Wymieni¢ tu nalezy chociazby rezultaty Partingtona 58] dla sum prostych prze-
strzeni Banacha. Wynika z nich w szczegolnosci, ze wtasnosci BS i WBS przenosza
si¢ z przestrzeni Banacha X na przestrzen ciagowa [,(X) dla 1 < p < oo. Dla
funkeyjnych odpowiednikéw przestrzeni [,(X) taka reguta nie zachodzi. Bourgain
[40] i Schachermayer [62] skonstruowali takie przestrzenie Banacha X z wlasno-
Scig BS, ze Lo(X) nie maja wlasnosci BS. Bourgain wykazal ponadto, ze L,(X)
z 1 < p < oo ma wlasno$¢ BS wtedy i tylko wtedy, gdy X ma wlasnos¢ Kom-
losa. Odpowiednik tego rezultatu dla wlasnosci WBS podata Cembranos [15], a
uogdlnienie na przestrzenie Kéthego-Bochnera E(X), zbudowane na refleksywne;
przestrzeni funkcyjnej Kéthego E, podal Lin [48].

Dziedziczenie wlasnosci przez przestrzenie [,(X) lub ich uogélnienia E(X) jest
Scisle zwiazane z analogicznym zagadnieniem dla rzeczywistych przestrzeni inter-
polacyjnych. Podstawowe fakty o dziedziczeniu wlasnosci BS i ABS przez prze-
strzenie interpolacyjne Lionsa—Peetrego [49], wraz z faktoryzacja tych wtasnosci,
ustalone zostaly przez Beauzamy’ego [8, 9]. Heinrich [41] wykazal, ze z wlasnosci
BS zanurzenia I: Ay N A; — Ay + A; wynika wlasnosé BS przestrzeni interpola-
cyjnych (Ao, A1), dla wszystkich parametréow 0 < § < 111 < p < co. Wynik
Heinricha jest jeszcze ogdlniejszy i dotyczy suriektywnych i iniektywnych domknie-
tych idealow operatorowych z wtasnoscig X,.

W omawianym cyklu publikacji wypracowano pewna metode szacowania od-
chyleri od wtasnosci Banacha—Saksa dla operatoréw liniowych i ograniczonych po-
miedzy przestrzeniami Banacha, poddanych rzeczywistej interpolacji. 7 grubsza
biorgc, metoda ta polega na skojarzeniu odpowiednio dobranego warunku geo-
metrycznego opisujacego odchylenie od danej wiasnosci z pewna relacja usrednia-
nia dla ciggow, ktora umozliwia ustabilizowanie odchylenia wzgledem kolejnych
udrednien. Uzyskane wyniki maja zatem charakter ilosciowy, dla ktorych wyniki
jakosciowe—w czesci znane w literaturze—sa wnioskiem. Zasadniczy ciezar do-
wodow twierdzen interpolacyjnych spoczywa na wynikach dotyczacych zachowa-
nia sie¢ odchylen pod wptywem dzialania pewnych klas operatoréow dziatajacych
pomiedzy przestrzeniami typu [,(X,) lub ich uogdlnieniami, w ktorych [, zastepu-
jemy ciagowa krata Banacha. Z kolei w dowodach tych rezultatéow zasadnicza role
graja wyniki stabilizacyjne, gdzie gléwnym narzedziem matematycznym jakiego
uzywamy jest model rozszerzajacy.

Zaletg zastosowanego podejscia jest ogolno$é¢ wynikow—mnie naktadamy dodat-
kowych ograniczen na pary lub rodziny Banacha. Oszacowania nie podnoszg sta-
tych wystepujacych naturalnie w interpolacji. Wypracowana metoda obejmuje
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klasyczna rzeczywista interpolacje Lionsa—Peetrego, jej uogdlnienia wielowymia-
rowe, ogélna interpolacje oparta na przestrzeniach F(X,) oraz pewne abstrak-
cyjne metody ekstrapolacyjne obejmujace konstrukcje przestrzeni logarytmicznych
Edmundsa—Triebla.

Inspiracja dla indywidualizacji miar odchylenia dla poszczegolnych wtasnodci
byty z jednej strony badania dotyczace miar stabej niezwartosci jakie prowadzitem
pod kierunkiem prof. Stanistawa Prusa, promotora mojej rozprawy doktorskiej, z
drugiej za$ prace grupy matematykoéw skupionych wokét prof. Fernando Cobosa
dotyczace miar odchylenia od idealéw operatorowych. 7 wynikami tych badan
miatem okazje zapoznaé sie w czasie stazu podoktorskiego na Uniwersytecie Com-
plutense w Madrycie. Proponowane przeze mnie podejécie mozna traktowaé jako
uzupetnienie lub pewng alternatywe wtasnie dla badan ilosciowych opartych na
miarach zwigzanych z domknietymi ideatami operatoréw reprezentowanymi przede
wszystkim w pracach [17, 20, 23, 24, 25, 34, 35]. W badaniach, ktore prowadzitem,
chodzilo mi o podanie mozliwie naturalnych miar odchylenia, uzyskanie wynikow
tatwiejszych do interpretacji, unikniecie dodatkowych warunkéw na interpolowane
przestrzenie i operatory oraz o przejrzystosé dowodow.

Jak sie przekonamy, odleglte wlasnosci topologiczne, takie jak staba zwartosc¢
czy wlasnos¢ BS, moga posiada¢ zaskakujaco bliskie opisy geometryczne. Pozwala
to przyja¢ wspolng strategie przy rozwigzywaniu wspomnianych wyzej problemow
przy zastosowaniu réznych narzedzi matematycznych.

Otwarta kule jednostkowa przestrzeni Banacha X oznaczamy przez B(X). Prze-
strzen Banacha wszystkich liniowych i ograniczonych operatoréow dziatajacych po-
miedzy przestrzeniami Banacha X i Y oznaczamy przez £(X,Y). Podprzestrzenie
przestrzeni L(X,Y') skladajace sie z operatoréw z wlasnosciami BS i ABS ozna-
czamy odpowiednio przez BS(X,Y) i ABS(X,Y). Liczbe elementow skoniczonego
podzbioru A C N = {1,2,3,...} oznaczamy przez |A|.

2. INTERPOLACJA ODCHYLEN OD WEASNOSCI ABS

Odchylenia od wlasnosci ABS rozwazane w pracy |[K1| opieraja sie na warunku
Beauzamy’ego (1.2). Kluczowa kwestia dla oszacowan interpolacyjnych jest mozli-
wos¢ ustabilizowania warto$ci || 3,4 €a%n/ |A||| wzgledem zmian (e,) i A. Mozna
to osiggnac¢ przechodzac do ciggu srednich zbudowanych na dostatecznie dtugich,
rownolicznych blokach ciagu (z,,). Rownolicznosé blokow jest konsekwencja zasto-
sowania modeli rozszerzajacych.

Wprowadzamy nastepujace relacje dla ciggoéw (zachowujemy skroty uzywane w
[K1], pochodzace od nazw w j. angielskim): (y,) nazywamy ciagiem kolejnych
Srednich o zmiennych znakach (svsm) dla (z,), jesli istnieja m € N, ciag (4,)
skoniczonych podzbioréw zbioru N z max A, < min 4,41 i |A,| = m dla kazdego
n oraz ciag znakow (e,) taki, ze y, = m™' Y, , x; dla kazdego n. Jesli w
definicji tej €, = 1 dla kazdego n, to (y,) nazywamy ciagiem kolejnych $rednich
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arytmetycznych (sam) dla (z,). Poniewaz wszystkie zbiory A, sa réwnoliczne,
relacje svsm i sam sa przechodnie.

W pracy |[K1| wprowadzamy dwie charakterystyki ograniczonego ciggu (x,) w
przestrzeni Banacha X:

Gvsm (Tn) = inf { |Ar1 Z €EnTn

neA

|A|7lzxn

neA

Al < o0, en:il}

Gam(Tn) = inf{ Al < oo} .

Pierwsza z nich postuzy do okreslenia seminormy w £( X, Y') zwigzanej z wlasnoscia
ABS, druga ma charakter pomocniczy.

oraz

Stwierdzenie 2.1 (|[K1, Prop.2.3|). Niech (x,) bedzie ograniczonym ciggiem w
przestrzeni Banacha X. Wtedy dla kazdego € > 0 istniejg ciqgi (y,) svsm dla (x,,)
oraz (v,) sam dla (x,) takie, zZe dla wszystkich skoniczonych podzbiorow A C N i
wszystkich ciggow znakow (€,),

AT e

neA

A7 Y v,

neA

< Gusm(Yn) + €, < Pam(vy) + €.

Dowod tego rezultatu wykorzystuje zwigzek miedzy normami przestrzeni X i
modelu rozszerzajacego zbudowanego na (z,). Korzystamy w czesci z usredniania
ciagow zastosowanego przez Beauzamy’ego |8, Thm. I1.2] w dowodzie réwnowazno-
Sci warunkow (1.1) i (1.2), ktore opiera sie na elementach dowodu twierdzenia Ja-
mesa [42| o dystorsji przestrzeni [;. Twierdzenie Brunela—Suchestone’a [13] umozli-
wia taki podzial zbioru A, przy ktérym zaburzenia normy Sredniej > _ . €,yn/ |A]
moga by¢ dowolnie ograniczone przez odpowiednie wydtuzanie blokéw, na ktoérych
zbudowany jest ciag (yy).

Pierwsze zastosowanie Stwierdzenia 2.1 pojawia sie w dowodzie subaddytywno-
$ci seminormy

P 4ps(T) = sup {Gvsm(Tx,) : (v,) C B(X)}
okreslonej dla dowolnego operatora 7' € £(X,Y) pomiedzy przestrzeniami Bana-
cha X iY. Wykazujemy, ze ® 4ps(T") = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy T' € ABS(X,Y)
[K1, Prop. 2.5].

Kolejnym etapem prowadzacym do gléwnego rezultatu jest twierdzenie doty-
czace zachowania odchyleni od wlasnosci ABS przez pewng klase operatoréw dzia-
lajacych pomiedzy przestrzeniami [,(X). Operatory tej klasy wystapia zar6wno
w interpolacji jak i ekstrapolacji. Twierdzenie to mozna uznaé za ilosciowy od-
powiednik dla wtasnosci ABS rezultatu Partingtona |58, Thm. 3|, ktory wykazat,
ze suma prosta ciagu (X, ) przestrzeni Banacha, zbudowana na przestrzeni z wita-
sno$cia BS i baza hiperortogonalna, ma wtasnosé¢ BS wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie przestrzenie X, maja wlasno$¢ BS.
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Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a (e;) baza jednostkowa przestrzeni [,
dla 1 < p < oco. Przez [,(X) oznaczamy przestrzen Banacha wszystkich ciagow
x = (z(7)) takich, ze (i) € X dla kazdego i € N oraz

Z ()]l x e
=1 l

W interpolacji rozwazaé¢ bedziemy przestrzenie [,(X) ciagow (z(7));ez indeksowa-
nych liczbami catkowitymi.

Twierdzenie 2.2 ([K1, Thm. 3.2|). Niech 1 <p < oo i X, Y bedq przestrzeniami
Banacha. Jesli T € L(X,Y) i operator T € L(I,(X),1,(Y)) dany jest wzorem
Tx = (Tx(i)) dla kazdego x = (x(i)), to Paps(T) = Paps(T).

Dowod tego twierdzenia poprzedza lemat, ktory pozwala ograniczy¢ rozwazania
do skonczenie wielu wspotrzednych przestrzeni [,(X). W dowodzie tego lematu
wykorzystujemy wlasno§¢ BS przestrzeni [, dla 1 < p < oo, wspomniany juz
wynik Erdosa—Magidora [32| oraz stabilno$é¢ ¢, wykazang w Stwierdzeniu 2.1.

W zasadnicze] czesci dowodu wykonujemy pewng procedure usredniania, ktora
ma na celu ustabilizowanie wahan na pozostatych skoniczenie wielu wspotrzednych.
Procedura ta jest jednym z kluczowych elementéw catego cyklu prac [K1|-[K5] i
pojawia¢ sie bedzie w r6znych formach w dowodach innych twierdzer.

Wniosek 2.3 (|K1, Cor.3.3]). Niech 1 < p < co. Przestrzen 1,(X) ma wtasnosé
ABS wtedy 1 tylko wtedy, gdy X ma wlasnosé ABS.

||x”zp(X) = < 00.

Przypomnijmy, ze przestrzenie Banacha Ay i A, ktére mozna liniowo i w sposob
ciagly zanurzy¢ we wspolnej topologicznej przestrzeni Hausdorffa V, nazywamy
para interpolacyjna lub para Banacha. Taka pare oznacza¢ bedziemy przez A=
(Ao, A1). Wtedy przestrzenie A(A) AgN Ay, E(A) Aog + Ay z normami

lallagzy = maxtllall, s lalla}s lallsycz = mt{llaolla, + llarlla, = a0 +ar = a}

sg przestrzeniami Banacha.
Rozwazamy rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne Lionsa—Peetrego [49]

49y ={aeS(A): fal,,, < oo}
dla parametrow 0 < 0 < 1i1 < p < oo, wyposazone w dyskretna norme

lall a,,, = inf max {[[(2%ao () ll1, (a0, 12" a1 (@) li,ca0) }
gdzie infimum przebiega po wszystkich rodzinach (ag(i)) C Ag, (a1(2)) C A; takich,
ze ao(i) + a1(i) = a dla wszystkich i € Z.

Niech Ay, By, bgdq przestrzeniami interpolacyjnymi wzgledem par odpowied-
nio A = (Ay, 4,), B = (BO,Bl) Niech T': £(A) — X(B) bedzie operatorem
liniowym. Piszemy T': A B jesli operator T'|A; jest ograniczony i ma wartosci
w Bj dlaj =0,1.
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Glownym wynikiem pracy [K1] jest logarytmicznie wypukla (z doktadnoscia do
stalego czynnika) nieréwnosé dla seminormy ® 455 bedaca odpowiednikiem naste-
pujacej klasycznej nieréwnosci dla normy operatora interpolowanego:

IT: Agp — Byl < collT: Ao — Bol|" || T: Ay — By|°.

Zasadniczy ciezar dowodu ponizszego wyniku spoczywa na Stwierdzeniu 2.1 oraz
Twierdzeniu 2.2.

Twierdzenie 2.4 (|[K1, Thm.4.1]). Niech Ag,, By dla 0 <0 <1 i1 <p<
oo bedg rzeczywzstymz przestrzeniamsi mterpolacyjnymz wzglgdem par odpowiednio
A= (Ao, A1), B= (Bo, By). Wtedy dla kazdego T': A B

Dups(T: Agp — Boyp) < 20070 (D upg(T: Ay — Bo))' ™’ (Paps(T: Ay — By)).

Dzieki zastosowanej metodzie jako wniosek otrzymujemy wynik o dziedziczeniu
wlasnosci ABS bez ograniczeni na pary interpolacyjne.

Wnhniosek 2.5 (|[K1, Cor.4.2]). Jesli T: Ay — By lub T': Ay — By ma wtasnosé
ABS, to ma jg rowniez T': Ag,, — By, dla wszystkich0 <0 <1il<p<oo. W
szczegdlnosci, jesli Ay lub Ay ma wtasnosé ABS, to ma jg rowniez Ag,,.

Analogiczny wynik Beauzamy’ego [8, Prop.IV.1| dotyczy dziedziczenia wlasno-
sci ABS przez przestrzenie interpolacyjne wzgledem par Banacha (Ag, A1) przy
zalozeniu ciagtej iniekcji Ay — A;. Takie zalozenie bylo wystarczajace w dowo-
dzie faktoryzacji wlasnosci ABS [8, Thm.IV.2|.

3. INTERPOLACJA ODCHYLEN OD WLASNOSCI BS

W pracy [K2| badamy odchylenia od wtasnosci BS, stosujac technike podobna do
tej wypracowanej w [K1]. Decydujace znaczenie ma sformutowanie odpowiedniego
geometrycznego warunku odchylenia od wtasnoéci BS i powiazanie go z pewna
relacja pomiedzy ciggami, ktora umozliwiataby wielokrotne usrednianie ciagu z
zachowaniem stabilnosci odchylenia. Beauzamy [8, Prop. I11.2] wykazal, ze prze-
strzen Banacha X nie ma wtasnosci BS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 6 > 0 i
ograniczony ciag (z,) w X taki, ze dla wszystkich podciagow () ciagu (x,,) oraz
wszystkich km e Nz 1 <k <m,

(559

n=1 n=k+1

> 0.

Wprowadzamy pewna modyfikacje tego warunku, dzieki ktorej postugiwaé be-
dziemy sie $rednimi arytmetycznymi zbudowanymi na réwnolicznych blokach ciagu
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Definicja 3.1 (|K2, Def.2.2]). Niech (z,) bedzie ograniczonym ciagiem w prze-
strzeni Banacha X. Arytmetyczne rozseparowanie ciagu (x,) okreslamy jako

(5

neA neB

asep(z,) = inf ,

gdzie infimum przebiega po wszystkich m € N i wszystkich podzbiorach A, B C N
z |A| = |B] = m imax A < min B.

Arytmetyczne rozseparowanie asep(x, ), ktorym szerzej zajmiemy sie w omowie-
niu pracy [K4|, jest wartoscia posrednig pomiedzy rozseparowaniem

sep(zn) = T}géfn |Zm — @],

stosowanym w statej Kottmana [46] i separacyjnej mierze niezwartosci zbiorow 3
(zob. [1, 6]), a opartym na warunku Jamesa [43] wypuklym rozseparowaniem

csep(xy,) = inf dist{conv{z, },_,, conv{z, }o i},

ktore opisuje staba zwarto$é zbiorow i refleksywnosé przestrzeni.

Stwierdzenie 3.2 (|K2, Prop.2.3|). Niech X, Y bedg przestrzeniami Banacha.
Operator T € L(X,Y) nie ma wlasnosci BS wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje
ograniczony ciqg (x,) w X taki, ze asep(Tx,) > 0.

Jesli T' nie jest slabo zwarty, to dodatnie arytmetyczne rozseparowanie ciggu
(T'z,) jest konsekwencja warunku Jamesa i nieréwnosci csep(T'z,) < asep(Tx,).
Jesli T jest stabo zwarty i nie ma wtasnosci BS, to T' nie ma wlasnosci ABS. Wy-
korzystujemy wtedy istnienie modelu rozszerzajacego z ciagiem fundamentalnym
rownowaznym bazie jednostkowej przestrzeni [;.

Z powyzszego stwierdzenia wynika (zob. [K2, Cor.2.4]), ze przestrzen Banacha
X nie ma wiasnosci BS wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera ograniczony ciag ()
taki, ze asep(z,) > 0. Seminorma okreslona dla kazdego T' € L£(X,Y) wzorem

D ps(T) = sup {asep(T,) : (2,) C B(X)}

zeruje sie w BS(X,Y). Subaddytywnosé¢ ®pgs dowodzimy korzystajac ze nastepu-
jacego wyniku stabilizacyjnego.

Stwierdzenie 3.3 (|[K2, Prop.3.1|). Niech (x,) bedzie ograniczonym ciggiem w
przestrzeni Banacha X. Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje cigg (y,) sam dla (x,)
taki, ze dla kazdego m € N i wszystkich podzbioréw A,B C N z |A| = |B| =m i
max A < min B,

< asep(yn) + .

T

neA neB
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Jako wniosek otrzymujemy odpowiednik rezultatu Beauzamy’ego [8], ze prze-
strzeii Banacha X nie ma wtasnosci ABS wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje ograniczony ciag (r,) w X taki, ze dla wszystkich skonczonych
podzbiorow A C N i wszystkich ciagoéw znakow (e, ),

1
W Z Endn

neA

<1l+e

Whiosek 3.4 (|K2, Cor. 3.2|). Przestrzeni Banacha X nie ma wtasnosci BS wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje ograniczony cigg (x,) w X taki,
ze dla kazdego m € N i wszystkich podzbioréw A,B C N z |A] = |B| = m i
max A < min B,

1—e< <1l+e.

(5

neA neB

Interpolacje odchyleri od wtasnoéci BS przeprowadzamy podobnie jak w przy-

padku seminormy ®4pg opierajac sie na analogicznym rezultacie dla przestrzeni
[,(X) [K2, Thm. 4.4].

Twierdzenie 3.5 ([K2, Thm.5.1]). Niech Ag,, By, dla 0 < 6 <171 <p<
0o bedq rzeczywistymi przestrzeniami interpolacyjnymi wzgledem par odpowiednio

A= (Ay, Ay, B = (By,By). Wtedy dla kazdego T: A — B,
Dpg(T: Agp — Byp) < 20070 (pg(T: Ay — By))' " (®ps(T: Ay — By))”.

Do przeniesienia wlasnosci BS na operator T: Ay, — By, wystarczy zatem
wlasnosé BS operatoraT: Ay — BylubT: Ay — B;. Pierwszy jakosciowy rezultat
o dziedziczeniu wlasnosci BS uzyskal Beauzamy [10, Thm. IT1.3.3] dla operatorow
dziatajacych pomiedzy przestrzeniami interpolacyjnymi wzgledem par Banacha
(Ao, A1) z ciagta iniekcja Ay — A;. Dziedziczenie wlasnosci BS przez przestrzenie
interpolacyjne wzgledem dowolnych par Banacha wynika ze wspomnianego juz
rezultatu Heinricha [41].

4. INTERPOLACJA ODCHYLEN OD WELASNOSCI BS 1 ABS DLA METOD
WIELOWYMIAROWYCH

W pracy [K4] badamy odchylenia od wlasnosci BS i ABS operatoréw inter-
polowanych wielowymiarowa metoda Cobosa—Peetrego [26]. Metoda ta nie jest
tak bezposrednim uogoélnieniem metody Lionsa—Peetrego jak chociazby metody
Yoshikawy [67] czy Sparra [63]| dla skonczonych rodzin interpolacyjnych. Para-
metrem metody Cobosa—Peetrego sa wewnetrzne punkty wypuklego wielokata na
plaszczyznie. Jak sie przekonamy, zwigzanie juz czterech przestrzeni Banacha z
punktami ptaszczyzny powoduje, ze dziedziczenie wlasnosci przez uzyskane w ten
sposOb przestrzenie interpolacyjne istotnie zalezy od potozenia parametru wzgle-
dem wierzchotkow wielokata.
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Zachowanie miary niezwarto$ci Hausdorffa dla metody Cobosa—Peetrego zba-
dano w [19]. JakoSciowe rezultaty o dziedziczeniu stabej zwartosci uzyskano w
[18]. Tosciowe wyniki dla miary stabej niezwartosci v opartej na warunku Ja-
mesa zawiera praca |[K3|, gdzie wykazane zostaly kluczowe dla rozwazan prowa-
dzonych w pracy [K4| oszacowania norm. W pracy [K4| podajemy oszacowania
miar odchylenia od wlasnosci BS i ABS dla trzech typéw operatoréw rozwazanych
w literaturze.

Rodzine przestrzeni Banacha A, ..., Ay, liniowo i w sposéb ciaggly zanurzona
w topologicznej przestrzeni Hausdorffa E, nazywamy N-tka Banacha i oznaczamy
przez A = (A1,...,Ay). Niech N >3 i1l = P, ... Py bedzie wypuklym wieloka-
tem o wierzchotkach P; € R?, j = 1,..., N. Dla kazdego z € Z?, J-funkcjonal w

-

A(A) i K-funkcjonal w $(A) okreslamy wzorami
Y (P;.2)
J(za) = max {257 a] , |
oraz

N N
K(z;a) = inf {22<Pj’z> ||ajHAJ_ taj € Aj, a= Zaj} :
j=1

j=1

Funkcjonaty te wprowadzaja rownowazne normy odpowiednio w przestrzeniach
A(A) = A;n---NAyiX%(A) = A + -+ + Ay, ktore okreslamy analogicznie
jak dla par Banacha. Niech 1 < ¢ < oco. Dla kazdego wewnetrznego punktu P
wielokata II, J-przestrzen Ap,; sklada sie ze wszystkich a € Z(%T), dla ktorych
istnicje rodzina u = (u(z2)).ez2 C A(A) taka, 7e > .ez2 U(2) zbiega do a w S (A)
oraz

1/q
lall ., = inf (Z (2<P»z>J(z;u(z)))q> ta= Y u(z)p < oo
o 2€72 2€72

—,

Na K-przestrzen Ap,r sktadaja sie wszystkie a € 3(A), dla ktorych

1/q
Ha||AP’q;K = (Z (2_<P’Z>K(z;a))q) < 00.

2€72

W pracach [K3, K4| uzywamy norm réwnowaznych opartych na przestrzeniach
X(j)=1,(P-Pj,A;)dlaj=1,...,N. W przestrzeni Ap, ; wprowadzamy norme

|||a|||AP,q;J = inf {122(\, Hu”X(j)} 5
gdzie infimum przebiega po wszystkich reprezentacjach

(4.1 u= @) € VX6, a= Y ul) wZ(A)

2€72
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a w przestrzeni Ap,x norme

llalllap,, . = inf {1%2?% H“J'HX(JJ} ’

gdzie infimum przebiega po wszystkich rozktadach
N

(4.2) a; = (0j(2)sezz € X(j), j=1,...,N,  a=> a;z2), z€Z
j=1

Jesli P € Il = P,...Py, to dowolne nieujemne liczby 6y,...,60, takie, ze
2?21 0; = 1 oraz P = > 7" | 0;P; nazywamy wspotrzednymi barycentrycznymi
punktu P wzgledem II. Wspolrzedne barycentryczne wzgledem trdojkata wyzna-
czone s3 jednoznacznie, a dla wewnetrznych punktéw dowolnego wielokata istnieja
dodatnie wspotrzedne barycentryczne.

Zhiér wszystkich trojek {ji,ja2,j3} takich, ze P nalezy do trojkata Pj, Pj,Pj,
oznacza¢ bedziemy przez Pp. Aby uja¢ w jednym oszacowaniu przypadki, gdy P
lezy we wnetrzu trojkata lub na jego boku (przekatnej wielokata II), przyjmujemy
konwencje, ze 0° =1 (zob. [K3, Lem.4.1]).

Dla ¢ € (1,00) 1 wewnetrznego punktu P wielokata II, operatory T': Ap,.; —
Bp’q;J, T: AP,q;K — BP,q;K; T: AP’q;J — BP,q;K 171 Aj — Bj oznaczat deZ1emy
odpowiednio przez T, 7, Tk, Ty-k 1 Tj. Ponizszy wynik postuzy do oszaco-
wania odchylen od wtasnosci BS i ABS dla operatorow 17,71 Tk ..

Stwierdzenie 4.1 (K3, Prop.4.2|). Niech A = (Ai,..., Ay) bedzie N-tkg Ba-
nacha. Niech 11 = Py... Py bedzie wypukliym wielokgtem, P € IntIl ¢ niech
X(j)=1,(P—PF;,A;) dlaj=1,...,N.

(i) Jesli reprezentacja u elementu a € Apg.y spetnia (4.1), to

9
|HG|HARQ;J <Cp max{ H ||u||Xf(j) A ePp } .

jeA
i) Jesli rozktad aq, . ..,an elementu a € Ap,.x spetnia (4.2), to
7q7
19,
|Ha|||AP’q;K < CPmaX{ H ||a]||)g(]) A= Pp } .
jeA

Stata Cp zalezy jedynie od P i 11, a 9;, 7 € A, sq wspotrzednymi barycentrycz-
nymi punktu P wzgledem trojkgta o wierzchotkach P, j € A.

W oszacowaniach rozwazanych odchyleri dla operatorow T';_, i, zasadnicze zna-
czenie maja oszacowania K-normy elementéw z J-przestrzeni przez normy ich
reprezentacji w przestrzeniach (P — P;, A;). Ze wzgledéw rachunkowych, w ko-
lejnym stwierdzeniu ograniczamy zakres polozenia wierzchotkéw wielokata. Prze-
strzenie interpolacyjne uzyskane metoda Cobosa—Peetrego wzgledem wielokatow
zwigzanych afinicznym izomorfizmem sa rownowazne (zob. [22, Rem. 4.1]). Zatem
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oszacowania podane w ponizszym stwierdzeniu oraz w Twierdzeniu 4.3 dla ope-

ratoréw 1y, zachodza rowniez w ogblnym przypadku z dokladnosciag do stalej
Ch.

Stwierdzenie 4.2 ([K3, Prop.5.1]). Niech A = (A;,..., Ay) bedzie N-tkq Bana-
cha. Niech Il = Py ... Py bedzie wypuktym wielokgtem o wierzchotkach P, = (0,0),
P. = (1,0), P, = (0,1) dla pewnych k,l € {2,..., N} i niech 6,,...,0xn bedg do-
wolnymi dodatnimi wspotrzednymi barycentrycznymi punktu P € IntII wzgledem
Py,...,Py. Jeslia € Ap,.y i u jest reprezentacjq a spetniajgeq (4.1), to

N
9,
Nalllap, .« < Co[Tlul% -

j=1
gdzie X (j) = 1,(P — Pj, A;), a Cy zalezy jedynie od 04, ...,0N.

Dowo6d powyzszej nierownosci jest kilkuetapowy. Bezposrednie obliczenia, po-
dobne do tych przeprowadzonych przez Cobosa, Kiihna i Schonbeka w pracy [22,
Thm. 4.3] dla norm operatoréow, prowadza do oszacowan z zaburzonymi wspolrzed-
nymi barycentrycznymi punktu P w wykladnikach. Przy czym, im bardziej zbli-
zamy sie do wspotrzednych barycentrycznych, tym wieksza jest stata oszacowania.
Aby unikna¢ obu tych probleméw wykorzystujemy fakt, ze przestrzei Ap,.; za-
warta jest w J-przestrzeni Sparra a przestrzen Ap, i zawiera K-przestrzen Sparra
(oba zawierania sa ciagle [22]). Dla wygody, zamiast przestrzeniami Sparra, po-
stugujemy sie rownowaznymi przestrzeniami Yoshikawy [67].

Twierdzenie 4.3 (|[K4, Thm. 14]). Niech ® bedzie rowne ®Ppg lub Paps. Niech
A= (A,...,An) i B = (By,...,By) bedg N-tkami Banacha, 11 = P, ... Py
wypuktym wielokgtem, P € Int1l i1 < g < oo. Jesli T: A — B, to

N
O(Ty-k) < Co [ [ (2(T))”
j=1
oraz

max { ®(T)_,;), ®(Tx_x)} < Cp max{ [T @@)” :aePp }
jeA
z Cy, Cp, 0;, V; jak w Stwierdzeniach 4.1 © 4.2.

W dowodzie nier6wnosci dla seminormy ® g stosujemy stabilizacje arytmetycz-
nej separacji ciagébw oparta na Stwierdzeniu 2.1 w dwoch wariantach: dla ope-
ratoréw T, 1 osobno dla operatorow Tk . Dowod dla operatorow T';_,; jest
kompozycja dowodow dla pozostatych dwoch typow. Dowody dla seminormy ® 455
przebiegajg analogicznie.

Whiosek 4.4 ([K4, Col. 15]). Jesli T; ma wtasnosé BS dla przynajmniej jednego
Jje{l,...,N}, to Ty x ma wlasno$é BS dla wszystkich wewnetrznych punktéw P
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wielokgta 11 1 wszystkich q € (1,00). Taka sama zalezno$é zachodzi dla wtasnosci
ABS.

Jesli II jest trojkatem, to powyzszy wniosek jest prawdziwy réowniez dla opera-
torow Ty, ;1 Tk _, . Dziedziczenie wtasnosci BS i ABS przez operatory tego typu
dla N-katow z N > 4 ogélnie zalezy od polozenia punktu P i rozktadu operato-
row odpowiednio z wtasnoscig BS lub ABS pomiedzy wierzchotkami I1. Wtasnosci
BS i ABS przypisane do wierzchotkéw o zerowej wspotrzednej barycentrycznej sa
pomijane. Zatem to przekatne wielokata II decyduja o rozktadzie, przy ktérym
dziedziczenie zachodzi niezaleznie od potozenia punktu P wewnatrz II.

Whniosek 4.5 ([K4, Col.16]). Jesli T; ma wtasnosé BS dla wszystkich indeksow
J€A{L,....NY\{j1,72}, gdzie P, i Pj, sq sqsiednimi wierzchotkami II, to T)_;
1 Tk i majg wtasnosé BS dla wszystkich wewnetrznych punktow P wielokgta 11
i wszystkich q¢ € (1,00). W szczegolnosci, jesli A; ma wtasnosé BS dla indeksdw
J okreslonych poprzednio, to majq jg takze Apgy @ Apgx. Taka sama zaleznosé
zachodzi dla wtasnosci ABS.

5. ARYTMETYCZNE ROZSEPAROWANIE I ZBIORY BANACHA-SAKSA

Pierwsza czesé pracy |K4| poswiecona jest miarom odchylenia zbiorow od wta-
snosci BS i ABS. Niech M(X) oznacza rodzine wszystkich niepustych i ograni-
czonych podzbioréw przestrzeni Banacha X. Rodzine wszystkich ograniczonych
cilagébw w zbiorze D C X, ktore nie majg podciggu Cauchy’ego, oznaczaé¢ be-
dziemy przez N(D). Zbior D € M(X) nazywamy zbiorem Banacha—Saksa (BS),
jesli kazdy ciag w D zawiera podciag (z,) taki, ze ciag sum m™'> "  x, jest
zbiezny w X. Jesli natomiast kazdy ciag w D zawiera podciag (z,) taki, ze sumy
m~tY " (—1)"x, sa zbiezne w X, to moéwimy, ze D jest zbiorem Banacha—Saksa
z naprzemiennymi znakami (ABS).

Punktem wyjécia naszych rozwazan jest wspomniana juz charakteryzacja wta-
snosci ABS przestrzeni Banacha podana przez Beauzamy’ego [8] z uzyciem modeli
rozszerzajacych. Analiza dowodow Twierdzen I1.2 i 111.1 z pracy [8] wskazuje, 7e
mozemy je zaadaptowaé¢ do ograniczonych podzbioréw przestrzeni Banacha X.

Zatem D € M(X) nie jest zbiorem ABS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taki ciag (z,,) € N(D), ze ciag fundamentalny (e,) modelu rozszerzajacego F w
X zbudowanego na (x,) jest rownowazny w F' bazie jednostkowej przestrzeni ;.
Na podstawie Twierdzenia 11.2.2 z [11], rownowazno$¢ ta zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja 6 > 0 i taki podciag (z,) ciagu (z,), ze HzneA en:p;H > 4§ |A|
dla wszystkich skonczonych podzbioréw A C N i wszystkich ciagéow znakow (e,).

Wniosek 5.1 (|K4, Cor.3|). Zbior D € M(X) jest zbiorem ABS wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢(z,) =0 dla kazdego ciggu (x,) w D.

Wtasnosci BS i ABS dla refleksywnych przestrzeni Banacha pokrywaja sie. Wy-
nika to z tego, ze ciag fundamentalny (e, ) modelu rozszerzajacego F' zbudowany
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na stabo zbieznym do zera ciagu (z,) w X jest bezwarunkowy w F' [8, Lem.I.2].
Adaptujac bezposrednio dowod z [11, Prop.11.4.1], mozna wykaza¢, ze jesli zbior
D € M(X) jest relatywnie stabo zwarty, to D jest zbiorem BS wtedy i tylko wtedy,
gdy D jest zbiorem ABS. Fakt ten wykorzystujemy w dowodzie nastepujacej cha-
rakteryzacji zbiorow BS.

Stwierdzenie 5.2 (|K4, Prop. 5|). Zbior D € M(X) jest zbiorem BS wtedy i tylko
wtedy, gdy asep(z,) = 0 dla kazdego ciggu (z,) w D.

Punktami odniesienia dla arytmetycznego rozseparowania ciagu sa wspominane
wczedniej rozseparowanie i wypukte rozseparowanie ciggu. Rozseparowania te w
naturalny sposob ukladaja sie w cigg nier6wnosci:

csep(z,) < asep(wy,) < sep(2y).

Staba zwartos¢ i wltasnos¢é BS majag zatem zblizone opisy geometryczne. Co
wiecej, w dalszym ciagu przekonamy sie, ze w wielu klasycznych przestrzeniach
Banacha miary odchylenia od tych wtasnosci pokrywaja sie. Ro6znice pomiedzy
arytmetycznym a wypuklym rozseparowaniem ciggu dostrzezemy w przestrzeni
Baernsteina [4], ktora jest refleksywna, ale nie ma wlasnosci BS.

Niech Q oznacza zbior wszystkich ciagow (w,) skoriczonych niepustych zbiorow
w, C N takich, ze |w,| < minw, i maxw, < minw,; dla kazdego n € N. Niech
B,, 1 < p < oo, bedzie przestrzenia wszystkich ciagow rzeczywistych = = (z,,)
takich, ze

0o p\ 1/p
||| = sup (Z (Z |xL|> ) : (wn) €Q p < 0.

n=1 1EWn
Dla p = 2 otrzymujemy przestrzeri wprowadzong przez Baernsteina w [4]. Niech
en=1(0,...,0,1,0,...) z 1 na n-tym miejscu. Wtedy dla kazdego m € N i wszyst-
kich podzbiorow A, B C Nz |A| = |B| =m i max A < min B,

LZa-sa)| 2 ise

p
= + 1.
neA neB neA

Zatem asep(e,) > 11 B(B,) nie jest zbiorem BS. Poniewaz zbiér B(B,) jest stabo
zwarty, wiec csep(e,) = 0, co z pewnym wysitkiem zaobserwowaé¢ mozna réowniez
bezposrednio.

Rozseparowanie i wypuktle rozseparowanie ciggu wykorzystuje sie do okreslenia
odpowiednio miar niezwartosci (3 i stabej niezwartosci v zbioru D € M(X), gdzie

B(D) = sup {sep(x,): (x,) C D} i ~(D) =sup{csep(x,): (x,) C D}.
Miara 7 zostata wprowadzona w |K7] z supremum po wszystkich ciagach w conv(D).
Na mocy Twierdzenia 13 z [33] w polaczeniu z Twierdzeniem 2.5 z [K7|, zakres
supremum mozna ograniczy¢ do ciagdéw w D.

Odchylenie zbioru od wlasnosci BS lub ABS mozna mierzy¢ w podobny sposéb.
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Definicja 5.3 (|[K4, Def. 7]). Niech D € M(X). Okreslmy
©(D) = sup{asep(z,): (x,) C D} oraz @(D) = sup{dvsm(zn): (z,) C D}.

Whniosek 5.4 (|[K4, Cor.8|). Niech D € M(X).

(i) p(D) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy D jest zbiorem BS.
(i) @(D) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy D jest zbiorem ABS.
(iii) v(D) < (D) < B(D) oraz 2p(D) < (D).

Nieréwnosé¢ v(D) < ¢(D) mozna potraktowaé jako ilosciowy odpowiednik dla
zbiorow wyniku Nishiury i Watermana [57|, ktorzy wykazali, ze kazda przestrzen
Banacha z wlasnoscig BS jest refleksywna.

Interesujacym zagadnieniem jest stabilno$¢ danej wtasnosci zbioru po przejéciu
do jego otoczki wypuklej. Zaroéwno zwartosé jak i staba zwartosé (twierdzenie Kre-
ina) sa stabilne po tym wzgledem. Zasada ta ma takze swoj ilosciowy odpowiednik:
B(D) = B(conv(D)) [1, 2] oraz v(D) = y(conv(D)) [33, Thm. 13].

Pytanie o to, czy wypukla otoczka zbioru BS jest zbiorem BS pojawia sie w pracy
Gonzéaleza i Gutiérreza [38]. Negatywnej odpowiedzi udzielit niedawno Kalton,
ktorego przyklad podaje Tradacete w swojej rozprawie doktorskiej [65, s. 114].

Stwierdzenie 5.5 (|[K4, Prop.9|). Niech D, E € M(X).
(i) Jesli D C E, to p(D) < ¢(F) oraz o(D) < p(E).
(ii) p(tD) = |t| p(D) oraz p(tD) = |t| p(D) dla kazdej liczby t.
(i) (D U E) = max{w(D), p(E)} oraz 3(D U E) = max{@(D), (E)}.
(iv) Jesli D, E sq wypukte, to p(D+ E) < o(D)+@(E). Jesli D, E sq wypukte
i symetryczne, to (D + E) < p(D) + §(E).

Wartos¢ ¢ na kuli jednostkowej przestrzeni X okresla jednoznacznie, czy X ma
wlasno$¢ BS. W niektorych przypadkach wartosé ta wskazuje réwniez na wlasnosé
ABS przestrzeni X.

Stwierdzenie 5.6 (K4, Prop. 10]). Jesli przestrzen Banacha X nie ma wlasnosci
ABS, to (B(X)) = 2. Przestrzeri Banacha X nie ma wlasnosci BS wtedy i tylko
wtedy, gdy 1 < p(B(X)) < 2.

Oczywiscie ¢(B(l1)) =21 ¢(B(B,)) =2 dla 1 < p < co. Wartosci pomiedzy 1
i 2 dla ¢ uzyskujemy dla kul jednostkowych przestrzeni Jamesa J,, 1 < p < oo,
sktadajacej sie ze wszystkich ciagow rzeczywistych = (z(k)) zbieznych do zera,
ze skoriczona norma

n—1 1/p
(5.1) |#]| = sup <Z |2(kig1) — iﬂ(klﬂp) ,

=1

gdzie supremum przebiega po wszystkich skoriczonych ciagach liczb catkowitych
O<k<--<k,zn=>2.
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Stwierdzenie 5.7 ([K4, Prop.11]). Jesli D € M(J,) i 1 < p < o0, to (D) =
(D).

W [K11, Thm. 3.2| wykazalismy, ze

(D) = 2" sup { 1im | (k)| }
k—o00
gdzie supremum przebiega po wszystkich ciagach (z,) w D i wszystkich w*-
punktach skupienia z** = (z**(k)) € J;* ciagu (z,). Stad ¢(B(J,)) = 27 . Na
mocy Stwierdzenia 5.6 przestrzen J, ma wlasnos¢ ABS dla kazdego 1 < p < oc.
Inny dowod wiasnosci ABS dla przestrzeni Jamesa J = J; podaly Fetter i Gamboa
de Buen [36, Prop. 2.h.5].

Modyfikujac dowody Twierdzen 2.8 z [K7| oraz 3.4 z [K11| mozna wykazaé, ze
@ iy pokrywaja sie zarowno w przestrzeni ¢y rzeczywistych ciagéw zbieznych do
zera jak i w przestrzeni c rzeczywistych ciggéw zbieznych. Stad ¢(B(co)) = 1 i
¢(B(c)) = 2. Wynik Pelczynskiego przytoczony w [13, Prop. 3.1] pokazuje, ze ¢,
ma wtasnos¢ ABS. W ten sam sposob mozna wykaza¢ wtasnosé ABS dla ¢. Wynika
stad, ze pierwszej implikacji w Stwierdzeniu 5.6 nie mozna odwrocic.

Miary ¢ i v pokrywaja sie rowniez w przestrzeni Lebesgue’a Ly ([0, 1]). Mozna to
zauwazy¢ wykorzystujac zalezno$¢ pomiedzy miara v a miara stabej niezwartosci
w wprowadzong przez De Blasiego [28] dla kazdego D € M(X) wzorem

w(D) = inf{t >0: D C K +tB(X), K jest zbiorem stabo zwartym}.

W [K8, Thm. 2.5] wykazano, ze v(D) = 2w(D) dla kazdego D € M(L([0,1])).
Jesli zbior K jest stabo zwarty w L ([0, 1]), to jego otoczka wypukla jest relatywnie
stabo zwarta i na mocy wyniku Szlenka 64| jest zbiorem BS. Przestrzen L, ([0, 1])
nie ma wlasnosci ABS. Jesli wiec D C K +tB(Ly([0,1])) dlat > 0, to ze Stwierdzeri
5.5 1 5.6 wynika, ze ¢(D) < p(conv(K)) 4 tp(B(Li(1)) = 2t co ostatecznie daje
o =2w=2vyw L([0,1]).

6. INTERPOLACJA I EKSTRAPOLACJA SREDNICH ROZSEPAROWAN
W PRZESTRZENIACH BANACHA

Jednotematyczny cykl publikacji zamyka praca [K5|, w ktorej uzyskujemy osza-
cowania miar odchylenia od wybranych wtasnosci dla abstrakcyjnych metod inter-
polacyjnych. Zarys takich metod pojawia sie juz w pracy Peetrego [59]. Metody te
rozwijali p6zniej miedzy innymi Brudnyi i Krugljak [12], a w wersji dyskretnej—
Nilsson [56].

Zasadnicza idea abstrakcyjnej interpolacji jest zastapienie przestrzeni [,(X,),
wystepujacych w okresleniu rzeczywistych przestrzeni interpolacyjnych Lionsa—
Peetrego, ogodlniejszymi przestrzeniami E(X,) zbudowanymi na ciagowej kracie
Banacha E. Przez ciaggowa krate Banacha rozumiemy tutaj taka przestrzen Ba-
nacha F funkcji rzeczywistych na Z, z naturalnym czesciowym porzadkiem, ze
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wszystkie funkcje na Z o skonczonym nosniku naleza do E oraz jesli x = (z(v)) € E
ily(w)| < |z(v)] dla kazdego v € Z, to y = (y(v)) € E i [lyllp < [l p-

Wtedy dla ciagu (X,),ecz przestrzeni Banacha, F(X,) oznacza przestrzeri Bana-
cha skladajaca sie ze wszystkich x = (x(v)),ez takich, ze x(v) € X, dla kazdego
v € Z oraz ||z| gy, ) < 00, gdzie

Izl pex,) = el 5 -

W pracy [K5| dokonujemy pewnej syntezy wprowadzajac pojecie sredniego roz-
separowania ciggu. Jednym warunkiem geometrycznym obejmujemy w ten sposdb
miary odchylenia od wtasnosci BS i ABS rozpatrywane w poprzednich pracach
cyklu.

Niech X 1Y beda przestrzeniami Banacha. Niech Gy oznacza zbiér wszystkich
ciagow (€, )neq znakow e, = +1 nad wszystkimi skonczonymi zbiorami G C N.
Przyjmijmy, ze G C Gy i ustalmy ¢ rowne 1 lub 2. Wspolezynnik 6 umozliwia
rozpatrywanie rozseparowania miedzy srednimi badz odseparowania Sredniej od
zera.

Definicja 6.1 (|[K5, Def.1]). Niech (z,) bedzie ograniczonym ciagiem w prze-
strzeni Banacha. Srednie rozseparowanie ciagu (x,) nad G okreslamy wzorem

SIGITHY  entn

neG

o(xy,) = inf {

: (en)neG € g} )

a odpowiednia wielkosé¢ dla operatora T € L(X,Y) jako
O(T) = sup {(Ta): () < B(X)}.

Rozpatrujemy teraz tylko takie podzbiory G C Gy, z ktérymi mozna stowarzy-
szy¢ pewng relacje usredniania na rownolicznych blokach, zapewniajaca stabiliza-
cje wielkosci ¢. W tym celu rozwazamy zbior H, skladajacy sie ze wszystkich
ciggow znakow ((;)icym,, gdzie (H,) jest ciggiem réwnolicznych zbioréw H,, C N
z max H, < min H, ;. Niech H C H,. Dla ciagow (x,) i (y,) W przestrzeni
Banacha, piszemy (y,) > (), jesli istnieje ((;)ieym, € H takie, ze

gdzie m = |H,| dla wszystkich n.
Pare (G,H) bedziemy nazywaé stabilng dla ¢ w przestrzeni Banacha X, jesli
spelnione sg nastepujace warunki:

(s1) H zawiera wszystkie (G)icym, € Ho takie, ze ¢; = 1 dla wszystkich i €

Uns1 Hn-
(s2) Jedli (€n)nec € G, (Glieyn, € H, G' = U, e Hn oraz ¢ = ,¢; dlan € G,
i € Hy, to (()iecr € G.
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(s3) Dla kazdego ograniczonego ciagu (z,,) w X, istnieje (y,) =% (x,) takie, ze
dla wszystkich (e,)neq € G,

S1GI™Y  enn

neG

< O(yn) + €.

Warunek (s1) oznacza, ze relacja >4, obejmuje wszystkie przejscia do ciaggow kolej-
nych érednich arytmetycznych zbudowanych na rownolicznych blokach. W szcze-
golnosci (z)) =4 (z,,) dla kazdego podciagu (z),) ciagu (z,,). Z (s2) wynika, ze jesli
(Yn) =n (Tn), to O(yn) = &(z,). Kolejny wniosek, bedacy kombinacja warunkow
(s2) i (s3), gwarantuje mozliwos¢ wielokrotnego usredniania z uzyciem relacji =y
przy zachowaniu ograniczonego wahania ¢. To z kolei wykorzystujemy w dowodzie
subaddytywnosci seminormy ® w £(X,Y) zaktadajac, ze para (G, H) jest stabilna
dla o wY.

Wnhniosek 6.2 ([K5, Col.2|). Niech (G, H) bedzie stabilng parg dla ¢ w X. Jesli
(Yn) =n (1) spetnia warunek (s3) oraz (y8) =« (yi ') dlai = 1,2,...,k, gdzie
keNi(y°) = (yn), to dla wszystkich (€,)nec € G,

SIGITHY ey,

neG

<oyn) +e, i=1,2,... k.

Rozpatrujemy pary (G, H), ktore sa stabilne dla ¢ w kazdej przestrzeni Banacha.

Takimi parami sa:

(1) (Go, Ho)-

(2) (G1,H1), gdzie Gy 1 H; sktadaja sie odpowiednio ze wszystkich (e,)necq € Go i
(Glieyn, EHozen=1dlan€ Goraz GG =1dlaie,., Hn.

(3) (Ga, Hz), gdzie Ho = Hy i Gy sklada sie ze wszystkich (e,)neq € Go takich, ze
G=FEUF z|E|=|F|orazmaxE <minF, ¢, =1dlan € E, ¢, =—1dla
n e F.

Kolejne twierdzenie pokazuje z grubsza biorgc, ze jesli £ ma wtasnosé¢ BS, to
maksymalne $rednie rozseparowanie dla ciagow w kuli przestrzeni E(X,) nie jest
sumg rozseparowan na poszczegdlnych wspotrzednych X, lecz jest osiggane na
jednej z nich.

Twierdzenie 6.3 (|[K5, Thm.4|). Niech (X,)vez @ (Yy)vez bedqg ciggami prze-
strzeni Banacha i niech (T,),ez bedzie takim ciggiem operatorow, ze T, € L(X,,Y))
dla kazdego v € Z i sup,gy ||T0|] < oo. Jesli ciggowa krata Banacha E ma wta-
snoéé BS i operator T € L(E(X,), E(Y,)) dany jest wzorem Tx = (T,x(v)),ez dla

kazdego v = (x(v))yez € E(X,), to ®(T) = sup,cz ©(1),).

Srednie rozseparowania ciagéw nad Gy i G» odpowiadaja rozwazanym wezesnie]
charakteryzacjom wtasnosci odpowiednio ABS i BS. Daje to nastepujacy wynik
jakosciowy.
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Wnhniosek 6.4 (|[K5, Cor.5|). Przestrzen E(X,) ma wltasnosé ABS wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie X, majg wltasnosé ABS. Taka sama zaleznosé zachodzi dla
wtasnosci BS.

Jesli za F przyjac¢ przestrzen Banacha z wlasnoscig BS i baza hiperortogonalna,
to powyzszy wniosek zawiera rezultat Partingtona [58, Thm. 3| o dziedziczeniu
wtlasnosci BS przez sumy proste.

Interpolacja wtasnosci operatorow ogélnymi metodami rzeczywistymi badana
byta zaréwno z punktu widzenia jakoSciowego jak i ilosciowego. Stabg zwar-
tos¢ operatorow dla abstrakcyjnej K-metody badali Aizenstein i Brudnyi [12,
Thm 4.6.8] oraz Mastylo [52], ktory w pracy [51] zbadal réwniez wlasnosé Rosen-
thala dla przestrzeni interpolacyjnych. Zachowanie zwartosci dla abstrakcyjnych
J- 1 K-metod w dyskretnej wersji Nilssona [56] badali Cobos, Fernandez-Cabrera
i Martinez [18]. Ogdlne rezultaty dla idealow operatorow zawieraja prace [20, 50].
[losciowe rezultaty obejmuja interpolacje miary niezwartosci [17] oraz miar zwia-
zanych z domknietymi ideatlami operatoréow [34].

Glowny wynik pracy [K5| dotyczy $redniego rozseparowania dla abstrakcyjnych
J- 1 K-metod rozwazanych przez Nilssona [56].

Twierdzenie 6.5 (|[K5, Thm. 6]). Niech E bedzie ciggowq kratq Banacha z wtasno-

$cig BS. Niech A = (Ao, A1) i B = (By, By) bedg parami Banacha orazT: A — B.

(1) Jesli krata E jest J-nietrywialna i Ap.j, Bg.y sa J-przestrzeniami odpo-
wiednio dla ff, E, to

@(T AE;J — BE;J> < maX{CD(T: AO — Bo),@(TZ Al — Bl)}

(2) Jesli krata E jest K-nietrywialna i Ap.x, Bp.x sq K-przestrzeniami odpo-
wiednio dla A, B, to

(D(T AE;K — BE;K) < maX{CD(T: AO — Bo), (I)(T A1 — Bl)}

Wniosek 6.6 ([K5, Cor.7]). JesliT: Ay — By i T: A1y — By majg wtasnosé ABS,
toT: Ap,y = Bp.y iT: Ap.x — Bp,x majg wtasnosé ABS. W szczegolnosci, jesli
Ay i Ay majg wtasnosé ABS, to majq jg rowniez Ap,y i Ap.kx. Taka sama zaleznosé
zachodzi dla wtasnosci BS.

Jesli norma w FE spelnia nierownosé¢ logarytmicznie wypukly (z dokladnoscia
do statego czynnika), to dana wtasno$¢ moze by¢ przeniesiona na interpolowany
operator przez jedno ograniczenie: T: Ag — By lub T: Ay — B;. W kolejnym
wniosku, biorac ¢ nad Gy i Gy, dostajemy odpowiednio Twierdzenie 2.4 dla wta-
snoéci ABS i Twierdzenie 3.5 dla wlasnosci BS.

Whiosek 6.7 (|[K5, Cor.8|). Jesli E=1,27) 21<p<ocil<l<1,to
O(T: Ap.x — Bpx) < 2°079(O(T: Ay — By))' P (®(T: A1 — By))’.
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Na zakoniczenie pracy [K5] badamy kwestie dziedziczenia wtasnosci przez opera-
tory i przestrzenie ekstrapolacyjne. Taka tematyka rowniez wystepuje w literatu-
rze. Przywolajmy wazniejsze wyniki zaczynajgc od konkretnych przestrzeni loga-
rytmicznych. Triebel [66] oszacowal liczby entropii dla wlozen przestrzeni utam-
kowych Besova—Soboleva w przestrzenie Orlicza L, (log L),(€2). Podobny problem
dla wlozen w przestrzenie L,(log L),(£2) z 1 < p < oo byl badany przez Edmundsa i
Triebla [30]. Szacujac modut jednostajnej wypuktosci, Nikolova i Zachariades [53|
wykazali, ze jednostajna wypuklos¢ jest zachowywana przez abstrakcyjne prze-
strzenie logarytmiczne. Zbadali oni réwniez wraz z Perssonem [55] typ i kotyp
takich przestrzeni, wykorzystujac przy tym nieréwnosci Clarksona.

Abstrakcyjne metody ekstrapolacyjne rozwijane byly miedzy innymi przez Ja-
wertha i Milmana [44]. Podobna konstrukeje zastosowali Edmunds i Triebel [29] w
okregleniu abstrakcyjnych przestrzeni logarytmicznych. W pracy [K5| korzystamy
z ogblnych definicji przestrzeni ekstrapolacyjnych podanych ostatnio przez Cobosa
i Kiihna |21].

Niech I C [0, 1] bedzie przedziatem. Uporzadkowana rodzine (Ay)ges przestrzeni
Banacha nazywamy kompatybilng, jesli istniejg przestrzenie Banacha Aj i A, takie,
ze Ay — Ag — A, — Ay dla wszystkich 0 < 7, przy czym wszystkie zanurzenia —
sa ciagle i jednostajnie ograniczone. Niech (Ag)ge; bedzie kompatybilng rodzina
przestrzeni Banacha, b > 011 < p < oo. Ustalmy 0 € I tak, ze (0,0 +¢) C I
dla pewnego € > 0. Przestrzen ekstrapolacyjna Ag(log A), = Ay,  skltada si¢ ze
wszystkich elementow a € [, <n<t Ay ze skoticzong norma

€ , p dt 1/p
lallasorn, = ([ (#lolla.) F)

Ustalmy teraz 6 € I tak, ze (6 —e,0) C I dla pewnego ¢ > 0. Przestrzen

ekstrapolacyjna Ag(log A)yp = Agy, sklada sie ze wszystkich elementow a € Ay,

ktore mozna przedstawi¢ jako catke a = [ v(t)% zbiezng w Ay z v(t) € Ag_y,

t
majacych skoriczong norme

€ 1/p
. b P dt
lolags g, =0t ([ (100, ) )

gdzie infimum przebiega po wszystkich reprezentacjach a jak wyzej. Przestrzenie
Agyp 1 Agy,, nie zaleza od wyboru & > 0.

Aby moc skorzysta¢ z Twierdzenia 6.3, postugujemy si¢ réwnowaznymi dyskret-
nymi normami odpowiednio w Ay, i Ay, . Dla J € N takiego, ze 27/ < e idla
wszystkich v > J, kladziemy o, =0 +27"1i )\, =60 — 27". Niech

0 , »\ /P
lols,, = (£ (2 lall,)’)
el v=J
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oraz

00 , »\ /P
o, =it (£ (2 Il )')

gdzie infimum przebiega po wszystkich reprezentacjach a = > 7 ja(v), a(v) € A,,,
zbieznych w A,. Zastepujac J liczba J' € N taka, ze 277 < &, generujemy
rownowazne normy zarowno w Ag, jak iw Ay, .

W szezegolnym przypadku, jesli Ag = [Ag, Ai]p, 0 < 0 < 1, sa przestrzeniami
interpolacyjnymi uzyskanymi metoda zespolona wzgledem zespolonych przestrzeni
Banacha Ag i Ay, gdzie przestrzen Ag jest zanurzona w sposob gesty i ciggly w
Ay, to A;b,p 1 Ay, odpowiadaja abstrakcyjnym przestrzeniom logarytmicznym
Ag(log A)p, Edmundsa i Triebla [29] dla b € R\{0}. Z kolei, jesli Ay = Loo(12)
i Ay = Li1(92) dla ograniczonego otwartego podzbioru  C R", to Ag(log A)p,
pokrywa si¢ z przestrzenia Zygmunda L 9(log L),(£2).

Niech (Ag)gesr i (Bg)ger beda kompatybilnymi rodzinami przestrzeni Banacha
takimi, ze Ay — Ay — A; and By — By — B dla kazdego 6 € I. Dla operatora
liniowego T: Ay — By piszemy T': (Ag)ger — (By)oer, jesli T|Ap dla kazdego
0 € I jest ciaglym operatorem o wartosciach w By, a normy operatorow T'|Ag sa
jednostajnie ograniczone na I.

Twierdzenie 6.8 ([Kb, Thm.9]). Niech (Ag)oer i (Bp)oer bedq kompatybilnymi
rodzinami przestrzeni Banacha i niech 1 < p < oo. Jesli T: (Ag)oer — (Bg)oer, to

O(T: Ay, — By,,) < SGEII)@(T: Ap — By)

oraz

O(T: Ayy,, — Byy,p) <sup®(T: Ag — By).
” 7 el

Dowod tego rezultatu jest w zasadzie bezposrednim zastosowaniem Twierdzenia
6.3. Jako wniosek otrzymujemy wynik jakosciowy. Dodajmy, ze tego typu jako-
Sciowy rezultat dla domknietych ideatéw operatorowych otrzymali ostatnio przy
uzyciu innych metod Fernandez-Cabrera i Martinez |35].

Wnhiosek 6.9 (|K5, Cor.10]). Jesli T': Ay — By ma wtasnosé ABS dla wszystkich
0el, toT: A;,b,p — B(j,b,p 0T Agy,, — By, maja wlasno$é ABS. W szczegdl-
nosci, jesli Ag ma wltasnosé ABS dla wszystkich 0 € I, to majq jg rowniez A;hp 7
Ae_@p' Taka sama zaleinos$é zachodzi dla wtasnosci BS.
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INNE OSIAGNIECIA NAUKOWO—BADAWCZE

Pozostale prace koncentruja sie przede wszystkim na geometrycznych warunkach
opisujacych zwartos¢ w roznych topologiach oraz na ich zastosowaniach w teorii
punktow stalych, teorii interpolacji i geometrii przestrzeni Banacha.

[K6] A. Kryczka, T. Kuczumow, The Denjoy-Wolff-type theorem for compact kp,,-nonexpan-
sive maps on a Hilbert ball, Ann. Univ. Mariae Curie-Sktodowska (1997) 179-183.

[K7] A. Kryczka, S. Prus, M. Szczepanik, Measure of weak noncompactness and real interpo-
lation of operators, Bull. Austral. Math. Soc. 62 (2000) 389-401.

[K8] A. Kryczka, S. Prus, Measure of weak noncompactness under complex interpolation, Stu-
dia Math. 147 (2001) 89-102.

[K9] A. Kryczka, S. Prus, Separated sequences in nonreflexive Banach spaces, Proc. Amer.
Math. Soc. 129 (2001) 155-163.

[K10] A. Kryczka, Seminorms related to weak compactness under real and complex interpolation
for finite families of Banach spaces, Nonlinear Analysis and Applications, Vol. I, (eds. R.P.
Agarwal and D. O’Regan), Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 2003, 727-740, ISBN:
1-4020-1688-3.

[K11] A. Kryczka, Weak noncompactness in Banach sequence spaces and its extrapolation pro-
perties, Math. Inequal. Appl. 11 (2008) 297-306.

[K12] A. Kryczka, Deviation from weak Banach—Saks property for countable direct sums, Ann.
Univ. Mariae Curie-Sklodowska (2014), w druku.

Glownym wynikiem pracy [K6| jest twierdzenie typu Denjoya—Wolffa dla zwar-
tych nieoddalajacych przeksztatcen f: B — B, wyposazonej w metryke Kobay-
ashiego, otwartej kuli jednostkowej przestrzeni Hilberta. Wykazujemy, ze jesli f
nie ma punktu stalego, to istnieje punkt brzegowy £ € 0B taki, ze ciag (f") iteracji
f dazy lokalnie jednostajnie na B do stalego przeksztalcenia o wartosci £&. Poka-
zuje to w szczegblnosci, ze analogiczny wynik dla przeksztatcen holomorficznych,
ktory uzyskali Chu i Mellon w [16], ma charakter metryczny.

Prace |K7, K8| zwiazane sa z tematem rozprawy doktorskiej i dotycza zasto-
sowan miar stabej niezwartosci w teorii interpolacji. W [K7] wprowadzamy nowa
miare stabej niezwartosci vy dla ograniczonych podzbioréw przestrzeni Banacha i se-
minorme I['(T") = v(T(B(X))) dla operatoréw T' € L(X,Y). Wprowadzona miara
opiera sie na geometrycznym opisie stabej niezwarto$ci podanym przez Jamesa
[43], wykorzystujacym wypukte rozseparowanie ciggu (zob. str. 17). W og6lnym
przypadku, miara < nie jest rOwnowazna mierze stabej niezwartosci w podanej
przez De Blasiego [28]|. Pokazujemy dwa dodatkowe wzory na miare . Pierwszy
z nich odwoluje si¢ do topologii stabej* |K7, Thm. 2.4]:

v(A) = sup dist(x™*, conv{z, }),

gdzie supremum przebiega po wszystkich ciagach (z,,) C conv(A) i wszystkich w*-
puntach skupienia ** € X** ciagu (z,). W drugim wzorze korzystamy posrednio
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ze stabej topologii [K7, Thm. 2.5]:
v(A) = sup{ lim lim F,,(z,) — lim lim Fm(xn)},

m—00 N—r0o0 n—r0o0 M—>00
gdzie supremum przebiega po wszystkich ciggach (x,,) C conv(A) i (F,) C B(X*)
(X* wzgledem X nad cialem R) takich, ze wszystkie granice istnieja.
Glownym wynikiem pracy jest logarytmicznie wypukta (z doktadnoscia do sta-
tego czynnika) nier6wnosé¢ dla seminormy I' i operatorow poddanych rzeczywistej
interpolacji Lionsa—Peetrego:

T(T: Ag, — Byp) < o (D(T: Ay — By)) " (D(T: Ay — By))’

dla wszystkich 0 <0 <1i1 < p < o0.

W pracy |[K8| wprowadzamy miare stabej niezwartosci 7, ktora jest rownowazna
mierze v, ale w ogélnym przypadku od niej rézna. Dla ograniczonego podzbioru
A przestrzeni Banacha X miara 7(A) pokazuje odchylenie stabych* punktow sku-
pienia ciagéw (x,) w conv(A) od przestrzeni X C X**. W przestrzeni Lebesgue’a
Lq(p) ze skoniczona miara p wykazujemy zaleznosci pomiedzy miarami v, 7% a miara
De Blasiego: v = 2w i 7% = w. Pokazujemy réwniez, ze seminormy I'i I’ w £(X,Y),
gdzie T'(T) = 7(T(B(X))), sa rtéwnowazne rozwazanej w [39] wielkosci || R(-)||, za-
danej wzorem:

|R(T)|| = sup{dist(T™"*z™,Y): dist(z™, X) < 1}

dla R(T): X*/X - Y™/Y , R(T)(z* + X) =T"2" + Y.

Glownym wynikiem pracy [K8| jest ilosciowa wersja dla operator6w nastepuja-
cego rezultatu Calderona [14| dla przestrzeni: jesli jedna z przestrzeni Banacha
Ag, Ay jest refleksywna, to refleksywne sa rowniez wszystkie zespolone przestrze-
nie interpolacyjne Ap dla 0 < 6 < 1. Rezultat, ktory wykazujemy ma postac
logarytmicznie wypuktej nieréwnosci dla seminormy I':

T(T: A — Bg) < (T(T: Ay — By))" *(T(T: A, — By))"

dla kazdego 0 < 6 < 1.

Praca [K9| odnosi sie do znanego problemu maksymalnego rozseparowania ele-
mentow ciagu (z,,) w kuli jednostkowej przestrzeni Banacha. Elton i Odell [31] wy-
kazali, ze dla kazdej nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni unormowanej X istnieje
takie € > 0, ze kula jednostkowa przestrzeni X zawiera ciag (z,) o rozseparowaniu
sep(xy) = inf,,2, ||€m — || nie mniejszym niz 1+e. W pracy [K9| pokazujemy, ze
kula jednostkowa dowolnej nierefleksywnej przestrzeni Banacha zawiera ciag (z,,)
taki, ze sep(x,) > v/4 ~ 1,32. Dowdd, ktory podajemy wykorzystuje twierdze-
nie Ramseya i jedna z charakteryzacji refleksywnosci podana przez Jamesa [43].
Pokazujemy ponadto, ze separacyjna miara niezwartosci 8 kuli jednostkowej prze-
strzeni Jamesa J, z norma (5.1) dla 1 < p < oo wynosi (1 + 2P~1)Y/P. Jesdli ¢
jest najwiekszg staly taka, ze 5(B(X)) > ¢ dla kazdej nierefleksywnej przestrzeni
Banacha X, to oba te wyniki daja oszacowanie v/4 < ¢ < 1,71. Z drugiej strony,
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dla kazdego 1 < p < oo konstruujemy nierefleksywna przestrzen Banacha Y, kto-
rej kula jednostkowa nie zawiera ciggu (x,) o rozseparowaniu wiekszym niz 2'/?
i otoczce wypuktej conv{z,} dowolnie bliskiej sfery jednostkowej. Wyniki pracy
[K9] podaja rozwiazania dwoch probleméw postawionych w [7].

W artykule [K10] badamy zachowanie sie roznych seminorm operatorowych
zwiazanych ze staba zwartoscig pod wplywem wielowymiarowej interpolacji. Cho-
dzi tu miedzy innymi o seminormy—rozwazane réwniez w rozprawie doktorskiej—
okreslone w [1| przez stabe k-kontrakcje. Wykazujemy nierownosci dla operato-
row poddanych rzeczywistej interpolacji Yoshikawy [67] (rownowaznej K-metodzie
Sparra [63]) dla skoriczonych rodzin Banacha (Ao, ..., A,).

Analogiczny problem dla interpolacji zespolonej rozpatrujemy dla metody po-
danej przez Coifmana i in. w [27]. Parametrami tej metody sa punkty ¢ tukowo
spojnego obszaru D w C, ktorego brzeg 0D jest domknieta krzywa prostowalng z
miara harmoniczng P;. Rozwazania prowadzimy dla skoriczonych rodzin interpo-
lacyjnych przestrzeni Banacha przypisanych do brzegu 0D = (€, ..., €,) podzie-
lonego w ten sposob, ze zbiory Q; C 0D sa rozlaczne, Pe-mierzalne i Pr(€;) > 0
dla 7 =0,1,...,n. Kluczowa role w dowodach nieréwnosci odgrywaja twierdzenia
o zachowaniu seminorm dla pewnych klas operatoréw nalezacych do przestrzeni
L(1,(&,X),1,(€,Y)) w przypadku interpolacji rzeczywistej 1 L(Loo (v, X), L1(v,Y))
dla interpolacji zespolonej. Wykazujemy nieréwnosé [K10, Thm. 3.2]:

D(T: A = Big) < [[@(T: A; = By))©
=0
gdzie (; = Pr(£2;) dla kazdego j =0,1,...,n.

W pracy |[K11] podajemy bezposrednie wzory na miary stabej niezwartosci w
wybranych ciagowych przestrzeniach Banacha. Dla przestrzeni tych wykazujemy
zaleznosci pomiedzy miara stabej niezwartosci «y, oparta na warunku Jamesa [43],
a miarg De Blasiego w. W niektorych klasycznych przestrzeniach Banacha, np. w
o, 11 1 L1([0,1]), miary v i w sa réwne z doktadnoscia do stalego czynnika. Wy-
kazujemy, ze w przestrzeni c rzeczywistych ciggdéw zbieznych z norma supremum,
miary v i w sg rOwnowazne, ale nie istnieje stala « taka, ze v = aw. Podajemy
roOwniez oszacowania odchylenia od stabej zwarto$ci dla operatoréw liniowych i
ograniczonych, ekstrapolowanych metodami 3, i A, Jawertha-Milmana [44] dla
1 <p<oo.

W pracy [K12] wprowadzamy seminorme dla ograniczonych operatoréw linio-
wych miedzy przestrzeniami Banacha, ktéra pokazuje odchylenie operatora od
stabej wlasnosci Banacha-Saksa. Definicja seminormy oparta jest na dychotomii
Rosenthala [61] i wyniku Partingtona [58]. Wykazujemy, ze jesli (X)) jest ciagiem
przestrzeni Banacha i ciagowa krata Banacha F ma wlasno$¢ BS, to odchylenie
od wlasnosci WBS operatora pewnej klasy, miedzy sumami prostymi F (X)), jest
rowne supremum takich odchylen osigganych na poszczegédlnych wspotrzedny X,.
Jest to ilosciowa wersja dla operatoréw wyniku mowiacego, ze jesli £ ma wlasnos¢
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BS, to ciagowa przestrzenn Kéthego-Bochnera E(X) ma wtasnos¢ WBS wtedy i
tylko wtedy, gdy X ma wlasnos¢ WBS.

BIBLIOGRAFIA

[1] R.R. Akhmerov, M.I. Kamenskii, A.S. Potapov, A.E. Rodkina, B.N. Sadovskii, Measures
of noncompactness and condensing operators, Birkhduser Verlag, Basel, 1992.
[2] J. Arias de Reyna, On r-separated sets in normed spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 112
(1991) 1087-1094.
[3] J.M. Ayerbe Toledano, T. Dominguez Benavides, G. Lopez Acedo, Measures of noncom-
pactness in metric fixed point theory, Birkhduser Verlag, Basel, 1997.
[4] A. Baernstein II, On reflexivity and summability, Studia Math. 42 (1972) 91-94.
[5] S. Banach, S. Saks, Sur la convergence forte dans les champs LP, Studia Math. 2 (1930)
51-57.
[6] J. Banas, K. Goebel, Measures of noncompactness in Banach spaces, Marcel Dekker Inc.,
New York, 1980.
[7] M. Baronti, E. Casini, P.L. Papini, On average distances and the geometry of Banach
spaces, Nonlinear Anal. 42 (2000) 533-541.
[8] B. Beauzamy, Banach—Saks properties and spreading models, Math. Scand. 44 (1979)
357-384.
[9] B. Beauzamy, Propriété de Banach—Saks, Studia Math. 66 (1980) 227-235.
[10] B. Beauzamy, Espaces d’interpolation réels: Topologie et géométrie, Lecture Notes in
Mathematics, 666, Springer, Berlin, 1978.
[11] B. Beauzamy, J.-T. Lapresté, Modéles étalés des espaces de Banach, Hermann, Paris, 1984.
[12] Yu. Brudnyi, N.Ya. Krugljak, Interpolation functors and interpolation spaces, Vol. L
North-Holland, Amsterdam, 1991.
[13] A. Brunel, L. Sucheston, On B-convex Banach spaces, Math. Systems Theory 7 (1974)
294-299.
[14] A.-P. Calderon, Intermediate spaces and interpolation, the complex method, Studia Math.
24 (1964) 113-190.
[15] P. Cembranos, The weak Banach-Saks property on LP(u, E), Math. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 115 (1994) 283-290.
[16] C.-H. Chu, P. Mellon, Iteration of compact holomorphic maps on a Hilbert ball, Proc.
Amer. Math. Soc. 125 (1997) 1771-1777.
[17] F. Cobos, L.M. Fernandez-Cabrera, A. Martinez, Abstract K and J spaces and measure
of noncompactness, Math. Nachr. 280 (2007) 1698-1708.
[18] F. Cobos, P. Fernandez-Martinez, A. Martinez, On reiteration and the behaviour of weak
compactness under certain interpolation methods, Collect. Math. 50 (1999) 53-72.
[19] F. Cobos, P. Fernandez-Martinez, A. Martinez, Measure of non-compactness and interpo-
lation methods associated to polygons, Glasg. Math. J. 41 (1999) 65-79.
[20] F. Cobos, L.M. Fernandez-Cabrera, A. Manzano, A. Martinez, Real interpolation and
closed operator ideals, J. Math. Pures Appl. 83 (2004) 417-432.
[21] F. Cobos, T. Kiihn, Extrapolation estimates for entropy numbers, J. Funct. Anal. 263
(2012) 4009-4033.
[22] F. Cobos, T. Kiihn, T. Schonbek, One-sided compactness results for Aronszajn-Gagliardo
functors, J. Funct. Anal. 106 (1992) 274-313.
[23] F. Cobos, A. Manzano, A. Martinez, Interpolation theory and measures related to operator
ideals, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 50 (1999) 401-416.



29

[24] F. Cobos, A. Martinez, Extreme estimates for interpolated operators by the real method,
J. London Math. Soc. (2) 60 (1999) 860-870.

[25] F. Cobos, A. Martinez, Remarks on interpolation properties of the measure of weak non-
compactness and ideal variations, Math. Nachr. 208 (1999) 93-100.

[26] F. Cobos, J. Peetre, Interpolation of compact operators: the multidimensional case, Proc.
London Math. Soc. 63 (1991) 371-400.

[27] R.R. Coifman, M. Cwikel, R. Rochberg, Y. Sagher, G. Weiss, A theory of complex inter-
polation for families of Banach spaces, Adv. Math. 43 (1982) 203-229.

[28] F.S. De Blasi, On a property of the unit sphere in a Banach space, Bull. Math. Soc. Sci.
Math. R. S. Roumanie (N.S.) 21(69) (1977) 259-262.

[29] D.E. Edmunds, H. Triebel, Logarithmic spaces and related trace problems, Funct. Approx.
Comment. Math. 26 (1998) 189-204.

[30] D.E. Edmunds, H. Triebel, Logarithmic Sobolev spaces and their applications to spectral
theory, Proc. London Math. Soc. 71 (1995) 333-371.

[31] J. Elton, E. Odell, The unit ball of every infinite-dimensional normed linear space contains
a (1 4+ €)-separated sequence, Colloq. Math. 44 (1981) 105-109.

[32] P. Erdos, M. Magidor, A note on regular methods of summability and the Banach-Saks
property, Proc. Amer. Math. Soc. 59 (1976) 232-234.

[33] M. Fabian, P. Hajek, V. Montesinos, V. Zizler, A quantitative version of Krein’s theorem,
Rev. Mat. Iberoamericana 21 (2005) 237-248.

[34] L.M. Fernandez-Cabrera, A. Martinez, Interpolation of Ideal Measures by Abstract K and
J Spaces, Acta Mathematica Sinica, English Series 23 (2007) 1357-1374.

[35] L.M. Fernandez-Cabrera, A. Martinez, Extrapolation properties of closed operator ideals,
Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 38 (2013) 341-350.

[36] H. Fetter, B. Gamboa de Buen, The James forest, Cambridge University Press, Cambridge,
1997.

[37] F. Galvin, K. Prikry, Borel sets and Ramsey’s theorem, J. Symbolic Logic 38 (1973)
193-198.

[38] M. Gonzalez, J.M. Gutiérrez, Polynomials on Schreier’s space, Rocky Mountain J. Math.
30 (2000) 571-585.

[39] M. Gonzalez, E. Saksman, H.-O. Tylli, Representing non-weakly compact operators, Stu-
dia Math. 113 (1995) 265—282.

[40] S. Guerre, La propriété de Banach Saks ne passe pas de E & L?(E) [d’aprés J. Bourgain],
Seminar on Functional Analysis, 1979-1980, Exp. No. 8, Ecole Polytech., Palaiseau, 1980.

[41] S. Heinrich, Closed operator ideals and interpolation, J. Funct. Anal. 35 (1980) 397-411.

[42] R.C. James, Uniformly non-square Banach spaces, Ann. of Math. 80 (1964) 542-550.

[43] R.C. James, Weak compactness and reflexivity, Israel J. Math. 2 (1964) 101-119.

[44] B. Jawerth, M. Milman, Extrapolation theory with applications, Mem. Amer. Math. Soc.
89 (440) (1991).

[45] S. Kakutani,Weak convergence in uniformly convex spaces, Tohoku Math. J. 45 (1938)
188-193.

[46] C.A. Kottman, Packing and reflexivity in Banach spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 150
(1970) 565-576.

[47] S.G. Krein, Yu.l. Petunin, E.M. Semenov, Interpolation of linear operators, Translations
of Mathematical Monographs, 54. American Mathematical Society, Providence, R.I., 1982.

[48] P.-K. Lin, Kéthe-Bochner function spaces, Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, 2004.

[49] J.-L. Lions, J. Peetre, Sur une classe d’espaces d’interpolation, Inst. Hautes Etudes Sci.
Publ. Math. 19 (1964) 5-68.



30

[50] A. Manzano, M. Mastylo, Generalized Lions—Peetre methods of constans and means and
operator ideals, Collect. Math 58 (2007) 45-60.

[51] M. Mastylo, Interpolation spaces not containing !, J. Math. Pures Appl. 68 (1989) 153
162.

[52] M. Mastylo, On interpolation of weakly compact operators, Hokkaido Math. J. 22 (1993)
105-114.

[53] L.Y. Nikolova, T. Zachariades, The uniform convexity of the Edmunds—Triebel logarithmic
spaces, J. Math. Anal. Appl. 283 (2003) 549-556.

[54] L. Nikolova, T. Zachariades, On Edmunds-Triebel spaces, Banach J. Math. Anal. 4 (2010)
146-158.

[55] L.Y. Nikolova, L.E. Persson, T. Zachariades, On Clarkson’s inequality, type and cotype
for the Edmunds—Triebel logarithmic spaces, Arch. Math. (Basel) 80 (2003) 165-176.

[56] P. Nilsson, Reiteration theorems for real interpolation and approximation spaces, Ann.
Mat. Pura Appl. (4) 132 (1982) 291-330.

[57] T. Nishiura, D. Waterman, Reflexivity and summability, Studia Math. 23 (1963) 53-57.

[58] J.R. Partington, On the Banach-Saks property, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 82
(1977) 369-374.

[59] J. Peetre, A theory of interpolation of normed spaces. Notas de Matematica, No. 39
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 1968.

[60] F.P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proc. London Math. Soc. S2-30 (1930) 264-
286.

[61] H.P. Rosenthal, Weakly independent sequences and the Banach-Saks property, in Durham
symposium on the relations between infinite-dimensional and finite-dimensional convexity,
Bull. London Math. Soc. (1976) 1-33.

[62] W. Schachermayer, The Banach-Saks property is not L2-hereditary, Israel J. Math. 40
(1981) 340-344.

[63] G. Sparr, Interpolation of several Banach spaces, Ann. Mat. Pura Appl. 99 (1974) 247-316.

[64] W. Szlenk, Sur les suites faiblement convergentes dans l’espace L, Studia Math. 25 (1965)
337-341.

[65] P.P. Tradacete, Factorization and domination of operators on Banach lattices, Doctoral
Thesis, Universidad Complutense de Madrid, 2010.

[66] H. Triebel, Approximation numbers and entropy numbers of embeddings of fractional
Besov—Sobolev spaces in Orlicz spaces, Proc. London Math. Soc. 66 (1993) 589-618.

[67] A. Yoshikawa, Sur la théorie d’espaces d’interpolation—Iles espaces de moyenne de plusieurs
espaces de Banach, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 16 (1970) 407-468.

A.kﬁ(ﬂk%



