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1. WPROWADZENIE

Niech H oznacza zbiér funkeji analitycznych w kole jednostkowym U = {z : |z| < 1}
na plaszczyznie zespolonej C. Zbior ten, wyposazony w topologie jednostajnej zbieznosci
na zbiorach zwartych jest liniowa, metryzowalna i lokalnie wypukta przestrzenia topolo-
giczna. Teoria funkcji analitycznych na plaszczyznie zespolonej zaczela sie intensywnie
rozwija¢ na poczatku XX wieku. Poczatkiem teorii mozna uznaé prace Koebego [42] z
1907 roku. Podstawowe pojecia i twierdzenia tej teorii mozna znalez¢ w licznych monogra-
fiach, ktérych autorami sa na przyktad Duren [18], Goluzin [29], Hayman [33], Hallenbeck
i MacGregor [31], czy Pommerenke [61]. Takze w innych ksiazkach z analizy zespolonej
mozna réowniez znalezé rozdzialy o funkcjach analitycznych, w szczegdlnosci o geome-
trycznej teorii funkcji, jak na przyktad w Ahlfors [8], Nehari [54], Sansone i Gerretsen
[72], czy w Schober [77]. Jest tez kilka polskich ksiazek o podobnym charakterze. Bi-
bliograficzna ksiazka Bernardiego [13] jest bardzo obszernym wykazem prac poswieconych
geometrycznej teorii funkcji, od poczatku XX wieku do lat osiemdziesiatych. Dwutomowa
monografia Goodmana [27], powiazana Scisle z [13], encyklopedycznie opisuje liczne wy-
niki dotyczace gtéwnie funkeji jednolistnych. Nowe wyniki dotyczace waznych zastosowan

podporzadkowan rézniczkowych mozna znalez¢é w monografiach [17] i [52].
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Niech A oznacza podzbiér H sktadajacy sie funkcji unormowanych warunkami f(0) = 0,
f'(0) = 1. Niech H, oznacza podzbiér ‘H ztozony z funkcji jednolistnych w kole jednost-
kowym U. Oznaczmy rowniez S = H, N .A. Przypomnijmy, ze zbiér £ C C nazywamy
gwiazdzistym wzgledem punktu wy € E wtedy i tylko wtedy, gdy odcinek taczacy wy z
dowolnym punktem w € FE lezy calkowicie w zbiorze E. Podobnie, zbiér E jest nazy-
wany wypuktym, wtedy i tylko wtedy, gdy jest on gwiazdzisty wzgledem kazdego swojego
punktu, czyli gdy odcinek laczacy dowolne dwa punkty E zawiera sie w E. Niech funkcja
f bedzie analityczna i jednolistna w kole jednostkowym U z normalizacja f(0) = 0. Taka
funkcja f odwzorowuje U na obszar gwiazdzisty wzgledem punktu wy = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy [55]

(1.1) Re {Z]{(/S)} >0 (zel),

ponadto f odwzorowuje U na obszar wypukly E wtedy i tylko wtedy, gdy [86]

2f"(2)

0 } >0 (ze€l).

Taka funkcje f nazywamy gwiazdzista w U wzgledem punktu wy = 0 (krétko gwiazdzista)
oraz, odpowiednio, nazywamy wypukta w U (krétko wypukta). Wiadomo, ze jezeli anali-
tyczna funkcja f spetnia (1.1) oraz f(0) =01 f'(0) # 0, to f jest jednolistna i gwiazdzista
w U. Zbiér (klase) funkcji f € A gwiazdzistych bedziemy oznaczaé przez S*. Zbiér (klase)
funkeji f € A, ktére sa wypukle oznaczaé bedziemy przez K. Robertson wprowadzit w [64]
klasy Sk i K, funkcji gwiazdzistych i wypuklych rzedu o < 1, ktére mozna zdefiniowaé
nastepujaco

(1.2) S;::{feA:%e{zf,<z)}>a, zeU},

D‘ie{1+

f(2)
(1.3) ICa::{fEA:%e{1+zj{/;i§)}>a, zEU}.

Jezeli o € [0;1), to funkcje w obu klasach sa jednolistne. W szczegélnosci otrzymujemy
S; = 8§ oraz Ky = K. Nie udalo sie, jak dotad, poda¢ wystarczajaco dobrej tzw.
geometrycznej interpretacji funkeji w klasach (1.2) i (1.3).

2. PODPORZADKOWANIE W GEOMETRYCZNEJ TEORII FUNKCJI

Moéwimy, ze funkcja f € H jest podporzadkowana funkcji g € H w kole jednostkowym
U, co zapisujemy f < g, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja analityczna w € ‘H taka,
ze |lw(z)| < |z| i f(z) = glw(z)] dla z € U. Nadrzedna funkcja g nie musi by¢ jednolistna.
Zatem f < g w U implikuje f(U) C ¢g(U). W szczegdlnosci jezeli g jest jednolistna w U,
to (zasada podporzadkowania)

(2.1) f<geH, < [f(0)=g0) i f(lz]<r)Cyg(lz]<r)dlad<r<1].

Typowym problemem, w ktorym mozna z powodzeniem te zasade zastosowac, jest zbadac,
dla zadanej funkcji F', wiasnosci klasy funkcji f takich, ze f < F. Teoria podporzadko-
wania, ktéra jest bezposrednim uogdlnieniem zasady maksimum, jest waznym dzialem



3

w teorii funkcji ananlitycznych. Pomyst podporzadkowania w zasadzie pochodzi od Lin-
delofa [45] i (2.1) zwykle nazywa sie ”Lindel6f’s principle”. Bardziej formalnie pod-
porzadkowanie bylo wprowadzone i badane w pracach Littelwooda [46] i p6iniej przez
Rogosinskiego [66] i [67].
Littlewood pokazal w [46], ze jezeli f € H, g € Hy 1 f < g, f(2) = g(w(2)), to dla
0<p<oo
1 2
2 Jo

T 2m
‘f(rew)|p dg < ! / ‘g(rew)|p dgd 0<r<l,

21 Jy
i ostra nier6wnos¢ zachodzi dla 0 < r < 1 poza przypadkiem gdy g jest stala lub w(z) =
az, |a| = 1. Przy uzyciu zasady podporzadkowania Littlewood [46] otrzymat dla f € S,
f(2) = 2+ azz* + - - -, nastepujaca nieréwnosé

(2.2) la,| < E111(7'$L><;|f(7“e"0)] <en, r=1-1/n,
r

utwierdzajaca wysitki w dowodzeniu hipotezy Bieberbacha. Oznaczmy h(z) = byz+byz?+

- g(2) = Biz + By2? + - -+ . Mozemy rozwazaé zaleznosci miedzy wspélezynnikami b, i
B, funkcji wystepujacych w podporzadkowaniu h < g. Prosta zaleznoscia tego typu jest
znana nierownosé¢ dla wspolczynnikéw

o] < [Bul,
ktéra wynika bezposrednio z (2.1). Jednakze f < g nie implikuje |b,| < |B,| dla wszyst-

kich n. Mimo to, wspétczynniki b, dominuja wspétczynniki a, w pewnym usrednionym
sensie. Podstawowe twierdzenie tego typu udowodnit Rogosinski [67]. Mdéwi ono, ze

SOl < > B n=1,2,....
k=1 k=1

Pokrewnym problemem rozwazanym czesto w geometrycznej teorii funkcji jest oszaco-
wanie wspoOlczynnikéw funkcji f € A w réznorodnych klasach definiowanych warunkiem

2f'(2)
f(2)
z pewna ustalona funkcja p. Tego typu zagadnieniem zajmujemy sie miedzy innymi w
pracy [1]. Oszacowania wspélezynnikéw funkeji z réznorodnych klas funkeji definiowanych
przez podporzadkowanie mozna znalezé w [31, Rozdz. 6]. Dla uproszczenia dalszych

wzoréw wprowadzmy oznaczenie Q(f,z) = zf'(z)/f(z). W pracy [1] rozwazamy klase
SL*:

(2.3) <p(z) (z€D),

SC={feA:|Q*(f,z)—1] <1}.
Latwo zauwazy¢, ze f € SL* wtedy i tylko wtedy, gdy Q(f,2) < qo(2) = V1 + 2, q(0) =
1. Zauwazmy, ze L := {w € C : Re {w} > 0, |w? — 1| < 1} jest wnetrzem prawe] petli
lemniskaty Bernoulliego v, : (z24y?)?—2(2?—3?) = 0. Ponadto £ C {w : |Arg w| < 7/4},
zatem SL* C §*. Dowodzimy w [1] nastepujacych oszacowan wspélezynnikéw dla funkeji
z tej klasy.

Twierdzenie 2.1. [1] Jezeli funkcja f(2) = z+ ag2® + a3z + - -+ nalezy do klasy SL*, to

o0

> (K =2)a* < 1.

k=2
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Twierdzenie 2.2. [1] Jezeli funkcja f(z) = > o, axz® nalezy do klasy SL*, to
lag| < 1/2; as| < 1/4, a4 < 1/6.
Powyzsze oszacowania sa dokladne.

W dowodach istotna role odgrywa zasada podporzadkowania. Jak wspomnielismy,
rézniczkowe podporzadkowanie (2.3) moze by¢ uzyte do definiowania ciekawych podklas
‘H. Wiecej o innych podporzadkowaniach rézniczkowych jest w rozdziale trzecim. Na
przyklad, funkcja f € A jest gwiazdzista jezeli ona spetnia warunek

(2.4) Q(f,2) <p(z) (2€T),
gdzie p(z) = (1 + 2)/(1 — 2). Jezeli p(z) = [(1+ 2)/(1 — 2)]?, to (2.4) definiuje klase
SS* () mocno gwiazdzistych funkeji rzedu

(2.5) SS*(B) ={feA:|Arg Q(f,2)| < 0n/2, z€ U}, 0<p<1,

wprowadzona w [15] i [83] . Dla § =1 ta klasa staje sie klasa S*. Wiele innych podklas
S* byto zdefiowanych warunkiem (2.4) z stosownie dobrana wypukla i jednolistna funkcja
p. Warto wspomnie¢ takze inne przypadki, gdy obszar p(U) ma ciekawe geometryczne
whasnosci. W pracach [35, 36], funkcja p jest tak dobrana, ze p(U) jest pewnym kotem.
W [28, 49, 65] zbiér p(U) jest parabolicznym obszarem. W [38, 39, 40] zbiér p(U) ma
brzeg bedacy parabola, elipsa lub galtezia hiperboli. Przypadek gdy p(U) jest wnetrzem
prawej petli lemniskaty Bernoulliego rozwazany byt w [81, 82], a gdy p(U) jest pewnym
owalem, w [58]. Ciekawy przypadek gdy obszar p(U) jest wypukly ale funkcja p nie jest
jednolistna byt rozwazany w [37]. Trudniejszy przypadek, kiedy klasa funkcji jest zwiazana
poprzez (2.4) z funkcja p, ktéra nie jest jednolistna i nie jest wypukla i odwzorowuje
okrag jednoskowy na tréjsieczna Maclaurina byl rozwazany w [19], [20] i [21]. Klasa SL*
zwiazana z lemniskata Bernoulliego jest takze rozwazana w [2]. W tej pracy wyznaczamy
promienie a-wypuklosci, a-gwiazdzistosci, etc. w klasie SL*. Definicje a-gwiazdzistej i
a-wypuklej funkcji sa podane w (1.2) i (1.3); definicja funkcji mocno gwiazdzistej rzedu
B jest w (2.5); f € A jest M-gwiazdzista, M > 1/2, [35], jezeli ona spelmia warunek

Q(f.2) = M| < M (= € U);
natomiast, funkcja f € A jest k-gwiazdzista, k > 0, [39], jezeli spelnia ona warunek
Twierdzenie 2.3. (2| Jezeli f € SL*, to

(1) f jest a-wypukta w |z| < r(«), gdzie r(a) oznacza najmniejszy dodatni pierwiastek
rownania

41 =7 =r* +4ra(l —r) +4a*(1 —7)%, a € (0,1),

(2) f jest a-gwiaZdzista w |z| <1 —a?, «a € (0,1),
(3) jest M-qwiaZdzista w |z| < r(M), gdzie

(4) f jest mocno gwiaZdzista rzedu  w |z| < sin fr, 5 € (0,1],
(5) f jest k-gwiaZdzista w |z| < r(k), k >0, gdzie

r(k) =1—k/(k+1)%



Wszystkie wyniki sa doktadne.

W dowodach powyzszych relacji istotna role odgrywa zasada podporzadkowania. Po-
dobnie metody stosujemy w pracy [3], gdzie wprowadzamy klase SK(«), a € (-3, 1]:

SK(a) :=={f € A:Q(f,2) < 4a(2)},

- ' 3

Ga(z) = 3+ (a—3)z —az?
Funkcja g, jest jednolistna w U gdy a € (—3,1], [3], ale nie jest wypukla, co znacznie
komplikuje badanie klasy. Nazwa klasy bierze sie od ksztaltu krzywej ¢, (e?), 6 € (0,27),
przypominajacego konchoide, rys.1. Oprécz ciekawych wiasnosci, ta klasa postuzy ona
takze do wyznaczania rzedu gwiazdzistosci f gdy f jest wypukia ustalonego rzedu.

(z € U).

Twierdzenie 2.4. 3] SK(a) C S3, gdzie v = %, oznacza to, ze jezeli f € SK(a),
to jest ona gwiaZdzista rzedu . Jezeli —1 < « < 1, to f nalezqca do klasy SK(«) jest

funkcja gwiaZdzista, a zatem jest jednolistna w kole jednostkowym U.

Ponadto, poniewaz funkcja q,, o € (—3,1], jest jednolistna w U, wiec zasada pod-
porzadkowania (2.1), prowadzi nas do nastepujacych wynikéw.

Twierdzenie 2.5. [3] Funkcja f € A nalezy do klas SK(a), o € (—3;1], wtedy i tylko
wtedy, gdy dla z € U iloraz zf'(2)/ f(2) przyjmuje wartosci lezace na prawo od krzywej
9(1 + ) 54

(26) m: (p=a)(@*+y)—h(z—1/2)° =0, gdsie a=gmms k= mg a0

A

M (o - a)(a? + ) — k(r—1/2)2 =0

_ 9(1+4a)
4= 3037a)2
k= 54
T (3+)%(3-q)
: _ 3
€= 2(3—a)

a, \e ~
Re

Rys.1. qa(e™).

Twierdzenie 2.6. [3] Jezeli —3 < a3 < s <1, to
e = SK(0) D SK(a1) D SK(az) D SK(1) C 9/16"
Niech niech §*[B] bedzie podklasa S* zdefiniowana nastepujaco
S Bl ={fe€A:Q(f.2) <1/(1+ Bz)},

gdzie —1 < B <1, B # 0. Zauwazmy, ze dla B = 1 funkcja p(z) = 1/(1 + Bz) odwzoro-
wuje kolo jednostkowe U na pélplaszczyzne Rew > 1/2, oraz na kolo D(C(B), R(B)) ze
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$rodkiem C(B) = 1/(1 — B?) i promieniem R(B) = |B|/(1 — B?), gdy B # 1. Stosujac
wzér strukturalny dla f € SK(«), [3, str. 614], otrzymujemy nastepujaca reprezantcje
dla f € SK(«).
Twierdzenie 2.7. [3] Jezeli funkcja f nalezy do klasy SK(«), a € (=3, 1]\{0}, to istnieje
funkcja g € S}y i funkcja h € S*[a /3] taka, ze
_3 _a
f(z) = lg(2)]7= [h(2)]5e (2 € U).

Jezeli oo =0, to SK(0) = &7 .
Twierdzenie 2.8. [3]| Jezeli istnieje funkcja g € 81y 1 funkcja h € S*|a/3] taka, ze

zg'(z) 1 zh'(z) 1

g(z)  1—w(2)” h(z) 1+aw(z)/3
dla pewnej analitycznej funkcji w z |w(z)| < |z|, z € U, to funkcja

£(2) = [g(2)]5= [h(2)]75=

(z €l),

nalezy do klasy f € SK(«).

Powyzsza reprezetacja moze stuzy¢ do konstrukeji przyktadéw funkeji w klasie SK(«):

f(z)—(—z >+( . )M— : € SK(a)
* 1+az/3 1-z (1+ az/3)5 (1 — z)5%a '
Ponaddto, w [3] dowodzimy nastepujace wlasnosci klasy SKC(«).

Twierdzenie 2.9. [3] Jezeli f € SK(a), a € (=3,1] i|z|=7,0<r <1, to

<1+r) <1+m~/3) §|f(z>|§(1—r) <1—ar/3) ‘

W pracy [3] rozwazamy takze rzad gwiazdzistosci dla klasy wypuktych funkeji ujemnego
rzedu, w oparciu o whasnosci klasy SK(«). Wiadomo, ze funkcja wypukla rzedu zero
jest gwiazdzista rzedu 1/2; [50, 85]. Dokonano wielu réznorodnych oszacowan rzedu
gwiazdzistosci w klasie wypuktych funkcji rzedu . MacGregor w [48] pokazal, ze jezeli
feA ael0,1), to

< q(2),

2 wefin LN, L S

f'(2) f(2)
gdzie

= 1
G—Dlog(1—2) dla a=3

(1-2c0)z 1
i) = { Toan oz da aFg
Dokladna warto$¢ min {Re {q(z)} : |z| = 1}, podana zostala w [52, str. 115], zgodnie z
hipoteza z pracy [48]. Ta wartos¢ wyraza rzad gwiazdzistosci w klasie funcji wypuktych

dodatniego rzedu « € [0, 1) i jest ona dana wzorem

_22-1 _ Jla « £ 1
- 2—22(1-a) 2
(28) o(a) { 1/log4 dla a=1

W pracy [3] prezentujemy rozszerzenie wyniku z (2.7) na funkcje wypukle ujemnego rzedu
na podstawie wlasnosci klasy SK(«).



Twierdzenie 2.10. [3| Niech —3 < o < 1. Jezeli a funkcja [ nalezy do klasy A i
zf"(2) 3a
Reql >
{5 s

Whniosek 2.11. Niech —3 < a < 1. JezZeli a funkcja f nalezy do klasy A i

e {1 y J{(())} > a

dla z € U, to f € SK(«).

9(+a)

dla z €U, to f €S S, gdzie y = 2(3+a)2"

Zatem Wniosek 2.11 podaje relacje miedzy rzedem wypuklosci 5 :_;:)’O‘ funkcji f i jej

. , +a)
rzedem gwiazdzistosci - 2Gra)? . W ponizszej tabeli podane sa przyklady tej zaleznosci.
— 3 9| 3| L1y 11 101
a 3 2 2| 3|1 2 3 1101 52 |1
3o 3L 3Ly 3 _3|_3|_3 gl 3| 32|33
2(3—a) 4 22 5 2 8 14 20 26 22 | 16 |10 | 4
90+a) | _ o7 |9 1| o | & | 2 | 54 [1|90 |54 2|9
2(3+a)? 2 25 64 | 120 [ 2| 169 | 100 | 49 | 16

Mozemy zauwazy¢, ze jezeli f jest wypukla rzedu —3/8; to f jest gwiazdzista. Gdy
f jest wypukla rzedu 0, to f jest gwiaZdzista rzedu 1/2 co bylo pokazane wczesniej w
(2.8). Inny wystarczajacy warunek na gwiazdzisto$é rozwazamy w [6]. Jest on opisany w
rozdziale trzecim.

3. ILoCcZYN HADAMARDA

Dla dwéch funkeji: f analitycznej w |z| < Ry i g analitycznej w |z| < Rs i posiadajacych
tamze nastepujace rozwiniecia w szereg

2) =Y az, g(z) =) b,
k=0 k=0

przez f * g rozumiemy funkcje

[e.9]

(f*xg)(z) = Zakbkzk.

k=0

Prosty rachunek pokazuje, ze f * g jest analityczna w kole |z| < RjRs. Ten iloczyn
jest nazywany iloczynem Hadamarda funkcji f i ¢ na pamiatke waznego twierdzenia J.
Hadamarda dotyczacego punktow osobliwych f g w zaleznosci f i g. Hadamard stosowatl
alternatywne przedstawienie iloczynu w postaci:

(f*g)(z) = — /u: 9e/MIMA - p < Ry

o7 t
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Zatem, f x g jest tez nazywany krétko splotem funkcji f i g. Ponadto definiuje sie splot
catkowy f ® g przez

. > akbk
k=0
Jezeli X, Y C 'H, to uzywamy takze wygodnego oznaczenia

XY ={fxg:feX, geY}.

Splot funkcji posiada algebraiczne wlasnosci zwyktego mnozenia . Klasa A jest zamknieta
ze wzgledu na splot, a nawet A x A = A, poniewaz 1/(1 — z) € A.
Jednym z tematéw w geometrycznej teorii funkeji jest to badanie wlasnosci operatorow

Or:B—H, Of(g)=fxg, gebB,

gdzie f € Hi B C H. W szczegdlnosci poszukuje sie operatoréw, ktore przeksztalcaja
zadany zbiér B C ‘H w siebie. Waznym klasycznym przyktadem takiego zagadnienia jest
nastepujace twierdzenie, ktére pokazal Szegd (wniosek z innego twierdzenia Gracea [30],
patrz réwniez [69, str.12]).

Twierdzenie 3.1. [90] Dla n € N niech funkcje

) =) Maz g(z) =) ()b
k=0 k=0
beda niezerujace sie w kole jednostkowym U. Wtedy
(Z) akbkzk
k=0
tez niezeruje sie w U.

Chociaz nie jest to doktadnie iloczyn Hadamarda, to zachowuje on wlasno$é¢ niezero-
wania si¢ pewnych wielomianéw ustalonego stopnia. Inne operatory splotowe jakie sie
rozwaza to takie, ktore zachowuja obszar, jednolisnos¢, geometryczne wiasnosci zbiorow,
pewne normy, itd. Jedna z inspirujacych motywacji do takich rozwazan bylo nastepujace
twierdzenie Robertsona [63] dla funkeji typowo rzeczywistych (tj. funkeji f € A takich,
ze Jmf(z) - Jmz > 0w U).

Twierdzenie 3.2. [63] Niech n € N. Jezeli f i g sa funkcjami typowo rzeczywistymi , to
splot catkowy f ® g jest funkcja typowo rzeczywistq.

Stara hipoteza przypisywana do Mandelbrojta i Schiffera stawia przypuszczenie, ze
jednolisnos¢ jest zachowywana w splocie catkowym: f® g € S. Jezeli f € Sig €
S. To implikowaloby prawdziwos¢ hipotezy Bieberbacha, poniewaz jezeli pewna funkcja
f € § ma wspdlezynnik |a,| > n dla pewnego n, to splot catkowy funkcji f ze soba,
stosowna liczbe razy, mégltby dostarczy¢ funkcji z n-tym wspdtezynnikiem wiekszym niz
en, podczas gdy twierdzenie Littlewooda (2.2), méwi, ze |a,| < en dla n = 2,3,....
Jednakze, hipoteza Mandelbrojta-Schiffera nie jest prawdziwa. Pierwsze kontrprzyklady
podali Hayman [34], Epstein i Schoenberg [22] oraz Loewner i Netanyahu [47]. Ponadto,
te kontrprzyktady pokazuja, ze f ® g nie musi by¢ nawet lokalnie jednolistna. Znacznie
stabsza hipoteza, ze f ® (z/(1 — 2)) € S dla kazdej f € S jest takze falszywa. Postawit
ja Biernacki w [14] jako twierdzenie, z bledem w dowodzie. Bshouty [16] pokazal, ze
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funkcja f ® ¢ nie musi by¢ jednolistna nawet jezeli f i g sa funkcjami jednolistnymi
z rzeczywistymi wspélczynnikami. Jednakze, jak wczesniej podaliSmy w Twierdzeniu
3.2, Robertson w [63] pokazal, ze klasa funkcji typowo rzeczywistych jest zamknieta ze
wzgledu na splot catkowy. Ponadto Pdlya i Schoenberg [60] postawili hipoteze, ze klasa
funkeji gwiazdzistych S* jest zamknieta ze wzgledu na splot catkowy. Poniewaz zf'(z)
jest gwiazdzista wtedy i tylko wtedy, gdy f jest wypukla, réwnowazna hipoteza jest, ze
f € Kige K implikuje f % g € K; innymi slowy, ze klasa funkcji wypuktych IC jest
zamknieta ze wzgledu na splot funkcji. Polya i Schoenberg potwierdzili te hipoteze w
szczegblnych przypadkach. Robertson [63] pokazal, ze jezeli f i g sa wypukte jednolistne i
maja rzeczywiste wspolczynniki, to fx*g jest jednolistna i wypukta w kierunku osi urojonej,
tj. dowolna prosta pozioma przecinajaca obraz kota jednostkowego poprzez f * g, przecina
go wzdhuz odcinka. Suffridge [87] pokazal, ze splot funkcji wypuklych jest funkcja prawie
wypukla (close-to-convex), opis tychze jest podany nizej w (3.4). Ostatecznie, Ruscheweyh
i Sheil-Small [70] potwierdzili prawdziwos$¢ hipotezy Pdélya-Schoenberga. Poniewaz ten
fakt ma wiele zastosowan, wsrdd nich proste rozwiazania probleméw dla wspétczynnikow
funkcji, pojawilo sie przypuszczenie przesiakniete nadzieja, ze ktoras z podklas klasy S
unormowanych jednolistnych funkcji w ‘H tez jest zamknieta ze wzgledu na splot funkcji.
Wrysiltki podjete w celu rozwiazania tych problemow doprowadzily do wyznaczenia wielu
waznych i zaskakujacych wlasnosci iloczynu Hadamarda. Tego typu intensywne badania
przedstawil Ruscheweyh w [69]. Stale publikuje sie nowe rezultaty dotyczace splotéw
funkcji i ich zastosowan w innnch zagadnieniach.

W tym rozdziale przedstawimy wyniki taczace splot i podporzadkowanie. Dotycza one
gléwnie podporzadkowania funkcjom wypuklym jednolistnym. Pélya i Schoenberg [60]
opublikowali jeden z pierwszych rezultatéw tego typu. Pokazali, ze jezeli f € H jest
wypukta i jednolistna, to V,, x f < f, gdzie

Va(2) = {(} Z (F1a) 2% n €N,

Ciekawym problemem jest: czy splot zachowuje podporzadkowanie? Dokladniej, chcemy
znalez¢ warunki dla F, G aby implikacja

(3.1) fRF i g<G = fxg=<FxG.

zachodzita dla wszystkich f € Hig € H.

Jezeli F''i G sa funkcjami wypuktymi i jednolistnymi, to dla dla dowolnych funkcji
f,g € H implikacja (3.1) jest prawdziwa. Jest to wynik dowiedziony przez Ruscheweyha
i Stankiewicza w [71]. Ten rezultat znalazt wiele ciekawych zastosowan. Zauwazmy, ze w
(3.1) nie ma zadnych zatozen co do normalizacji funkcji F' i of G. Ciekawym pytaniem jest,
czy (3.1) zachodzi przy innych zatozeniach co do F', czy G zamiast wypuklosci. Warto
dodaé, za (3.1) staje sie falszywe jezeli zatapimy zalozenie, ze G jest wypukta jednolistna,
zatlozeniem, ze G jest funkcja gwiazdzista jednolistna. Biorac funkcje gwiazdzista jedno-
listna G, ktéra nie jest wypukla, mozemy rozwazyé¢ dla 0 < t < 1,1 || < 1, |y| < 1,
funkcje - "

flz)=(1 t)l — —|—t1 — zeU.
Poniewaz e {f(z)} > —1/2 mamy f(z) < z/(1 — z). Biorac g = G i F(z) = z/(1 — 2)
do (3.1) otrzymujemy f * g < F'xG = G, czyli

(f*xg)(z)=(1—-0)G(zz) +tG(yz) < G(z).
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Poniewaz liczby x,y byly dowolne otrzymalibysmy, ze G jest wypuklia, co prowadzi do
sprzecznosci. Ponadto, to rozumowanie pokazuje, ze jezeli G jest dowolna niewypukia
jednolistna funkcja, to (3.1) staje sie falszywe. Uogdlnienie (3.1) podane zostato w [78] lecz
bez dodatkowych zalozen o jednolisnosci jest nieprawdziwe. Podobne problemy, dotyczace
splotu i podporzadkowania, sa rozwazane w [59].

Jezeli operator I : ' H — 'H spelnia

f(2) < g(2) = I[fl(z) < I[g](2)

dla wszystkich f,g € H, to jest nazywany operatorem zachowujacym podporzadkowanie
w klasie H. W pracy [4] prezentujemy nowe wyniki o takich operatorach, ktére uogélniaja
wezesniejsze 1 sa zwiazane z hipoteza Wilfa. W [4] prezentujemy takze kilka zastosowan
takich operatoréw zachowujacych podporzadkowanie. Miller i Mocanu dowiedli w [52,
str. 66], ze jezeli f jest w klasie A i

2f"(z 3

N

A TE

dla z € U, to funkcja
2 z
Lfi(z)=— | f(@t)dt
<z Jo

nalezy do klasy K funkcji wypuktych jednolistnych.

Powyzsza wlasno$é operatora Libery L poprawia wynik z pracy [44] pokazujacy, ze
LIK] € K. Warto zaznaczy¢, ze L mozna rozpatrywaé w calej klasie H. Przyjmijmy za
Ruscheweyhem [69], nastepujace oznaczenia. Niech v > 0, a > 0.

_ (0 — 29'(2) _ o
(3.2) K(O,v)—{geH.g(O)—l, Re e > =5 ZGU},

oraz

H* = {h* € H:h*(0) =1, Re (e"'h(z)) >0, z € U, dla pewnego v € R}.
Ponadto oznaczmy

K(a,B) = H - K(0,5—a), 0<a<p,
i
(3-3) Ko, 8) ={1/f: f e K(B,a)}, 0<P<q,
gdzie X - Y jest prostym iloczynem XY C 'H
X-Y={f:f=gh,geX, heY}.

Klasa K(a, 3) jest nazywana klasa Kaplana typu «, 3, poniewaz K(1,3) jest klasa, do
ktorej naleza pochodne funkcji z klasy C, tak zwanych funkcji prawie wypuktych (close-
to-convex), po raz pierwszy wprowadzonych przez Kaplana w [41]. Lewandowski w [43]
pokazal identycznosé klasy funkceji C z klasa funkeji liniowo osiagalnych. Mozliwe jest wiec
uzywanie takze tej polskiej nazwy nawiazujacej do geometrycznych wtasnosci. Bedziemy
jednak uzywaé tutaj nazwy prawie wypukta dla funkcji z klasy C. Klasa C stanowi wazna
podklase klasy S. Klasa K(«, f) Kaplana staje sie dla odpowiednich parametréw «, 3
innymi geometrycznie opisanymi klasami funkcji. Z (3.2) wynika na przyktad, ze klasa
S funkcji gwiazdzistych rzedu o < 1, wprowadzona w (1.2), moze by¢ zdefiniowana w
nastepujacy sposéb
fes — f/lzeK(0,2—-2a).
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Podobnie mozna zdefiniowaé klase C, funkcji prawie wypuktych rzedu a < 1
(3.4) f €l f €K(1,3-2a).
Przypomnijmy, ze f € A nalezy do klasy C,, a < 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
g € SkipeR takie, ze
/
ERQ €i<p Zf (Z)
9(2)

Uzywajac powyzszych oznaczen klas mozemy wspomniany wynik Millera i Mocanu o

operatorze Libery zapisa¢ w nastepujacym wniosku.

Whiosek 3.3. [52, str. 66] Jezeli f'(0) # 0 ¢ f'/f'(0) € K(0,3), to L[f] jest wypuktq
funkcja jednolistna i (L[f] — 2£(0)) /f'(0) € K.

Miller, Mocanu i Reade pokazali w [53], ze jezeli f" € K(0,3)ig < f, to
(3.5) Llg] < L[f].

Ten rezultat poprawia wezesniejszy z [32] majacy mocniejsze zalozenie f' € K(0,2), z
taka sama konkluzja.

>0, zeU.

Jezeli f(2) = a1z + agz® + azz® + - - -, to mozemy zauwazyé, ze
2 [* . 2a
L == t) dt = =2
NE@ =7 10 ;HH

Oznaczmy przez L' operator ”odwrotny”

e = 3 ey = 3 D

n=1
Wtedy
Lf](2) * L7'[g] = L{g)(2) * L' [f] = f * g.

Zasadniczym celem pracy [4] jest uogélnienie (3.5). W gléwnym twierdzeniu pracy [4]
zastepujemy operator Libery (3.5), innym operatorem stosownie dobranym. Przypo-
mnijmy, ze (3.5) stwierdza, ze operator Libery jest operatorem zchowujacym podporzadko-
wanie. Wiele réznorodnych wynikéw o operatorach zachowujacych podporzadkowanie
mozna znalez¢ w ksiazce [17], gdzie poswiecono im caly rozdzial. Giéwne twierdzenie [4]
jest tez pewnym uogdlnieniem wyniku (3.1). Warto dodaé, ze stabszy wynik, gdy g = G
w (3.1), jest nazywany hipoteza Wilfa [93], ktéra zostala udowodniona w [70].

Twierdzenie 3.4. [4] Niech f'(0) # 0, f'/f'(0) € K(0,3) i niech L™[h] bedzie wypukla
funkcja jednolistng . Jezeli g < f, to

gxh < fxh.
W pracy [4] pokazujemy kilka zastosowan powyzszego twierdzenia.

Whiosek 3.5. [4] Jezeli

N A _ = (n+1)c,
—z" (0,3 — 2"
E nalz € K(0,3) CO+7§1 5~

n=1
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jest wypukta funkcja jednolistna, to

Z b,z" < Zanz" = ancnz” < Zancnz”.
n=0 n=0 n=0 n=0
Whiosek 3.6. [4] Jezelige H i ¢'(z) < 1/(1 — 2)?, to

z — 1
/ 9(t) —t dt < log —,
0 1

t2 —
1 [%g(t)—t 1 1
R I
z Jo t z 1-—
1 [? 1 1 1
— t)—t)dt < — (1 —z—=22).
[0 z2(0g1_2 . 22)

Warto zauwazy¢, ze funkcja 1/(1 — 2)? odwzorowuje U w jednolistny sposéb koto jed-
nostkowe na paraboliczny obszar Q = {z + iy : y* > —z + 1/4}. Zatem, z (2.1), zalozenie
g'(2) < 1/(1 — 2)? jest réwnowazne warunkom ¢'(U) C Qi ¢'(0) = 1.

Wnhniosek 3.7. [4] Jezelig € H i ¢'(z) < z/V1+ 22, to
fg(t)—t VIt —-1-—t
/ 9 dt</ - g dt,
0 0

t

1 [Fgt)—t 1 [FV1+t2—-1—1¢
—/&dt<—/ + dt,
z Jo t z Jo t

1 [~ 1 [
(g(t) —1) dt%;

- (m—l—t> dt.
0 0

Niech r(z) = Tz Lbidr r(U) jest obszarem © ograniczonym przez hiperbole x? —
y? = 1/2 i zawierajacym poczatek ukladu wspéhzednych stad ¢'(z) < z/v1+ 22 jest
réwnowazne temu, ze ¢'(U) C © i ¢'(0) = 0.

Ruscheweyh w [69] wprowadzil pojecie zbioru dualnego i zasady dualnosci. Niech H,
bedzie ztozony z funkcji f € H z f(0) = 1. Wtedy dla zbioru V C Hy definiujemy zbiér
dualny jako

Vi={g€Ho:VfeV;(fxg)(z)#0wU},

i V=™ = (V*)*, jako drugi dualny. Wazna ”zasada dualnosci”méwi, ze pod pewnymi
nie zawsze silnymi zalozeniami o V, wiele liniowych(i innych) extremalnych probleméw
dla V** mozna rozwiaza¢ w V. W wielu ciekawych przypadkach zbiér V** jest znacznie
obszerniejszy niz zbiér V.

Niech U C ‘H. Wtedy T jest nazywany zbiorem testowym dla U (co zapisujemy T' ~>
U)jezei T C U C T*.

Wiadomo, ze [69, str. 33| dlaa > 1, 5> 1

(3.6) 7 (o, B) ~> K(e, 9),
gdzie K(a, 3) jest klasa Kaplana zdefiniowana w (3.3) oraz

(1 + 22)ld(1 4 yz)o~lel
Tle,8) = { (1+ uz)g

:x,y,zeﬁ}.
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7 kolei, funkcje f zwiazane ze zbiorem testowym w ten sposob, ze

/ €7(1,3—2a)"

z

stanowia wazna klase zwana klasa pregwiazdzistych funkcji rzedu oo < 1 1 oznaczana przez
Ra. Przez zwiazek (3.6) klasa R, jest takze mocno powiazana z klasa IC(a, 3). Mozna

sie przekonaé, ze f € R, jesli tylko f € Ai f spemia

Z *
f*mESa gdy a <1,
oraz
1
zﬁe{f(z)}>— dla a=1.
z 2

Pregwiazdziste funkcje odgrywaja wazna role w rozwiazaniu kilku probleméw. Dla wartosci
a=0,1/2ildaja Ry =K, Rijp = 875 1 R1 = ok, odpowiednio. Ponadto,

KCRyCRsgCceok dla 0<a< <1

Zatem, klasa pregwiazdzistych funkcji daje jedno z mozliwych ciagltych przejsé od klasy
wypuktych funkeji do jej wypuklej otoczki. Warto tu zaznaczy¢, ze funkcje pregwiazdziste
rzedu « sa jednolistne jesli tylko o < 1/2, w przeciwnym wypadku moga nie byé¢ nawet
lokalnie jednolistne [75].

Wiadomo, ze [88]

(3.7) Re * Ra C Ra

i, ze [69, str. 63]
Ra xCq C Cq,

gdzie C, oznacza klase funkcji prawie wypuklych rzedu «, zdefiniowana wczesniej w (3.4).
Odnotujmy, ze Ry = K, zatem dla a = 0, zaleznosé (3.7) staje si¢ wezesniejszym rezulta-
tem, K x IC C K, stawianym jako hipoteza przez Pdlya i Schoenberga [60] i dowiedzionej
w [70] przez Rusheweyha i Sheil-Smalla. Jednakze fakt, ze IC, jest zamknieta ze wzgledu
na splot z R, wydaje si¢ by¢ pominiety iw literaturze. Te luke wypelni wynik z pracy
[59]: Niech v < 11 niech f € R,, g € Ko Wtedy

fxge K.
Ponadto,

Rox Ky = Iy

Warto wspomnie¢ na zakonczenie, nastepujace uogdlnienie (3.1).

Twierdzenie 3.8. [59] Niech o« < 1, g € R,, F € Ko i f € A. Jeieli f < F, to
gxf <gxF.

Twierdzenie 3.8 z a« = 0 przybiera posta¢ nastepujacej implikacji
lg. F ek, feA f<F|l=lg*f=<gxF],

stawianej jako hipoteza w [93] przez Wilfa i dowiedzionej przez Ruscheweyha, [69, str. 86].
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4. PODPORZADKOWANIA ROZNICZKOWE

Poczatku podporzadkowan rézniczkowych w geometrycznej teorii funkcji mozna do-
patrywacé sie znacznie wczesniej, jednakze tej nazwy zaczeto na stale uzywacé¢ poczawszy
od pracy "Rézniczkowe podporzadkowania i jednolistne funkcje”[51] z 1981 roku napisa-
nej przez Millera i Mocanu. Ci autorzy zastapili tam nieréwnosci rézniczkowe zmiennej
rzeczywistej przez ich zespolone odpowiedniki. W 2000 roku wydali oni podstawowa mo-
nografie [52] na ten temat zbierajac w niej zasadnicze rezultaty i pomysty. Staly sie one
fundamentem dla bardzo licznych prac w tej dziedzinie. Powstaly tez nowe zagadnienia
i préby ich rozwiazywania. Nowe wyniki tego typu mozna znalezé w ksiazce [17]. Zasto-
sowan i rozszerzen tej teorii podporzadkowan rézniczkowych mozna sie doparzy¢ w wielu
dziedzinach takich jak réwnania rézniczkowe, funkcje harmoniczne, operatory catkowe,
rownania rézniczkowe czastkowe, funkcje meromorficzne, przestrzenie Banacha i funkcje
wielu zmiennych zespolonych. Podporzadkowanie rézniczkowe jest zespolonym analogo-
nem nieréwnosci rézniczkowej w zbiorze liczb rzeczywistych. Uzyskiwanie informacji o
wiasnosciach funkcji na podstawie zachowania sie jej pochodnej jest klasycznym tematem
dla funkcji zmiennej rzeczywistej. W teorii funkcji zespolonych wystepuja réznorodne
implikacje pokazujace wtasnosci funkcji na podstawie rézniczkowych warunkéw. Prostym
przykladem jest twierdzenie, ktére podali Noshiro i Warschawski [56], [92]: jezeli f jest
analityczna w wypuktym obszarze D i Re {f'(z)} > 0 w D, to f jest jednolistna w D.
Pokazano wiele innych ciekawych implkacji w teorii podporzadkowan rézniczkowych do-
starczajacych informacji o geometrycznych witasnosciach funkcji f. Postawmy jedno z
takich zagadnienn. Mianowicie, jezeli ¥ : H — H, to pytamy o istnienie najmniejszego w
stosownym sensie zbioru €2 C C takiego, ze

(4.1) UiflU)cQ = febks,

gdzie B jest zadana podklasa H. W pracach [5], [7], [6] 1 [79] dowodzimy wlasnosci typu
(4.1). W [5] rozwazamy zbidr

(4.2) Q(ﬂ,C):{wGC: ‘w—?ﬁ+f|>\9‘iew—ﬁ]},

gdzie 8 < 1i ¢ € C sa dane. Mozna zauwazy¢, ze zbiér ((3,¢) jest zbiorem punktéw
plaszczyzny takich, ze odlegltosé od ogniska 25— ( jest wieksza od odleglosci od kierownicy
Re{w} = 3, czyli Q(, () jest wklestym obszarem lezacym na prawo od paraboli

7:|w—25+a=|9‘iew—ﬁ|
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gdy 8 < Re{(}, oraz na lewo, gdy 3 > Re {(}, rys.2.

+ Im

7w =28+ (| = |Rew — 3
f=fi(=1-i N
kierownica [ : Rew = %; ognisko F' =1 QE.,,LA
A=1+4, , % /

——

ER B Re
(=1-—1
Rys.2. Q(3,1—1). = :
l

Zastosowanie metod z teorii podporzadkowan rézniczkowych pozwala na wykazanie
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. [5] Niech k < 1 i € C, Re( > k i niech
Qk, () ={w e C: |w—2k+ (| > |Rew — &} .

Jezelih € A i
Ch'(2) € Q(k,¢) (2 €1,
to

h(z
Re {CQ} >k (z2e€l).
z
Przy przyjetych zatozeniach to oszacowanie jest optymalne.

Dla ¢ = 1 Twierdzenie 4.1 upraszcza sie do nastepujacego wniosku dowiedzionego
wezesnie] w [80].
Whiosek 4.2. [80] Niech o < 1. Jezeli h € A i
R'(U) C Qo,1) ={w € C: |w —2a+ 1| > |Rew — o},
to

h(z
Re [%] >a (ze€l).

Twierdzenie 4.1 i Wniosek 4.2 stosujemy w [5] do rozwiazywania pewnych zagadnieri
dotyczacych wspétezynnikéw funkeji. T'Ns-otoczenie (§ > 0) funkcji f(z) = 2+ 2, ap2"
jest definiowane jako

TNy(f) = {g<z> S bt e A Tla, b < 5} |
n=2 n=2

gdzie T jest pewnym ciagiem liczbowym T = {T,,} ~, liczb nieujemnych. Jezeli T =
{n}>2,, to T Ns-otoczenie staje sie d-otoczeniem Nj(f) wprowadzonym przez Rusche-
weyha w [68], ktéry uzyl je do uogdlnienia wezesniejszego wyniku z [26], ze Ni(z) C S*,
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przez pokazanie, ze jezeli f € K, to Nyu(f) € §*. Tego typu wyniki mozna znalezé
takze w [23], [24], [25], [84]. T'Ns-otoczenie po raz pierwszy zostalo zdefiniowane w pracy
[73], gdzie autorzy rozwazali problem znalezienia wystarczajacego warunku dla f € A
implikujacego istnienie T'Ns(f) zawartego w zadanej klasie. Udowodnione wtedy zostaly
wazne zwiazki iloczynu Hadamarda 7T'Ng-otoczeniami. Jezeli funkcja f ma inna normali-
zacje niz w klasie A, to rozwaza sie zmodyfikowane d-otoczenie. W pracy [5] rozwazamy

d-otoczenie funkeji p(z) =1+ 07 | p,2", oznaczane przez Ny(p), zdefiniowane przez

Ni(p) = {Q(Z) =14 gu2": > o —ul < 6} :
n=1 n=1
Oznaczmy dwie klasy funkcji dla o < 1:
Pla)={p:2p(z) € AiRep(z)] > a dla z € U}

i klase

P(a) ={p:2p(z) € Ai[zp(2)] € Qa) dla z € U},
gdzie

Qa) =, 1) ={w e C:|w—2a+1] > [Rew — af}.
Whiosek 4.3. [5] Jezeli f < a <1, to
P'(a) C Pla) C P(B).

Chociaz P'(a) C P(«), to klasy P'(«) 1 P(«) sa rézne . Aby to uzasadni¢ rozwazmy
funkcje p(2) =1+ (1 — a)z. Wtedy p € P(a) i

z2p(2)] o= 1+ 2(1 —a)z],_ | =2 — 1.
Widaé, ze w = 2a — 1 & cl[Q(a, 1)] wiec p € P'(«).
Whiosek 4.3 moze sugerowaé nastepujacy problem. Dla zadanych § < a < 1iq € P'(«)

znalezé wystarczjace warunki na 8, ktére implikuja istnienie Nj(q) zawartego w P(3).
Dla rozwiazania tej kwestii wyznaczamy najpierw w [5] warunek wystarczajacy na
przynaleznos¢ do klasy P () w postaci wlasnosci splotu i pewna wiasciwosé klasy P’(«):

(4.3) q€P(B) < lq(z) xhg(z)] #0 Vt € (0,2r) Vze U,
gdzie
[ 1 1+ (1—28)e] et —1
hﬁ(z) 12 - 1 — eit 2(1 _ ﬁ)ez‘t'
Jezelia < < 1iqeP(a), to
(4.4) IC(g*xhg)(z)] >a—pF VzelU Vte(0,2n),

odzie ¢ = & Lt1 o1 ﬁ—}—lﬁsmt.

cost

W oparciu o fakty (4.3) i (4.4) dowodzimy nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 4.4. [5] Niech a < < 1iqg¢€ P(a), to

Ns(g) € P(B)
jesli tylko 6 < a — f3.
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Problemy dotyczace T Ns-otoczenn w réznych klasach funkcji rozwazamy takze w [10],
[11] i [12].

Innym problemem typu (4.1) jest znalezienie najmniejszego « takiego, ze dla wszystkich
feA

Rel[f'(z) +azf"(2)] >0= feS"

R. Singh i S. Singh [76] pokazali, ze jezeli f € AiRe{f'(2) +2f"(2)} > —1/4 (2 € U),
to f € S8*. Ponnusamy [62] poprawil ten wynik poprzez zastapienie stalej —1/4 przez
—0.308... . Ostatnio R. Szasz i L.—R. Albert [89] sprawdzili przy pomocy komputera, ze

é < dnf {Vf € A [Relf () +azf"(2)] > 0= f € S} < %

W [6] rozwazamy podobne wystarczajace warunki na przynalezno$¢ funkcji do klasy S
funkcji gwiazdzistych rzedu . Wprowadzmy oznaczenie

14~z >
po(2) = 1_72 =1+(1+7)> 2 (zeD).
k=1

Jezeli v # —1, to funkcja p, odwzorowuje U na pélplaszczyzne Rew > (1 —v)/2 i tatwo
sie przekonaé, ze dla v € (—1, 1]

{f €A: Z;(ij) <py(2) W U} = S(1)/2
Twierdzenie 4.5. [6] Niecha >0, v € R\{—1}. Jezeli f € Ai f'(2)+2f"(2)/a < p,(2),
to
f(2) - 2* - ,
e 1—1—04(14—7)2 R H(a,v;2)

k=1
i H(a,7; 2) jest najlepsza dominanta w senste, ze jezeli f(z)/z < G(z), to H(a,v;2) <
G(z).

Dla o > 01+ > —1 funkcja H(a,7; z) jest wypukla jednolistna i posiada dodatnie
wspdlezynniki, zatem H(U) jest wypuklym obszarem symetrycznym wzgledem osi rzeczy-
wistej, ponadto

H(a,y; —1) < Re[H (v, 7; 2)] < H(e,7;1),
stad otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.6. [6] Niech o >0, v > —1. Jezeli f € A i f'(2) + 2f"(2)/a < py(2), to

H(a,v;—1) < Re [@] < H(a,v;1) (2 €0).
Dla obliczenia H(«,v; —1), < H(«a,~;1), zauwazmy, ze
f: F W +1)+C) e dla =1,
p k(k+z) | [Blx+1)—In2]/x dla L= —1,
gdzie
1 tzfl 0 1
B<Z):/o 1+tdt:2(z+2kz)(z+2k+1) (Rez > 0)

k=0
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jest funkcja Beta oraz ¢(z) = [InI'(z)]’, gdzie I jest gamma-funkcja i C jest stala Eulera.
Zatem otrzymujemy

. [ 14+ai21-B(1+a)—In2 dla  a € (0,400)\ {1},
H(O"%_D_{ 1+ (1+79)(% - 1) da  a=1,
o [ 1+a2[1-9y(l+a)—C] dla a€(0,+00)\ {1},
H(O"%l)_{ L+ (190 - 1) dla  a=1.

Powyzsze wyniki stosujemy w dowodzie gtéwnego twierdzenia pracy [6].

Twierdzenie 4.7. [6] Niech o € (0,1] i f € A. Wtedy [ € S,_,), jesti tylko dla z € U

2
, Z . —a® 4+ da — 2 ‘
— =—1
Te |J/(2) + 2 0"(2)] > (@) =~ e s () < gle)
gdzie
- 1) —[1-B(1 —In2] dl 0,1
PO S - R
—~ (1+k)(k+a) 5 dla a=1,
oraz
o(a) = -1- —%[6(2)1—_g(1+a)] dla  « € (0,+00) \ {1},
5= = 4.6327. .. dla a =
W [6] podajemy kilka zastosowan tego twierdzenia.
Jezeli = 1, to otrzymujemy (1) = W;—j; =—045...17(1) < g(1) = 4,63.... Zatem

Twierdzenie 4.7 prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whiosek 4.8. [6] Jezeli f € A, to f € S*, oile

(4.5) Re[f'(z) + 2f"(2)] > =-045... (z€0).

412
To poprawia wynik Millera i Mocanu podany w formie catkowej [52, str. 309], gdzie
zamiast liczby =2 jest liczba 6_;22 = —0.273.... Ponadto stata dana w (4.5) jest nieco

T2+12 24
lepsza od —0.308 ... podanej przez Ponnusamyego w [62].

Whiosek 4.9. [6] Jezeli f € A, to f € 87y 0 ile

2
! 22 f" —1 —0.86... :
Re [f'(2) +22f"(2)] > +2+7(7r—1n4) 0.86 (z € U)
Whiosek 4.10. [6] Jezeli f € A, to [ € S})3, o ile
3
Re[f'(z)+32f"(2)] > 11— ——F+—=-125... (z€0).
F) 430 > -1 = = e
Whiosek 4.11. [6] Jezeli f € A, to f € S g, Jesli tylko
2 1
Re [2f"(z)] > =— = —0.61969... (z€U).

4+ 2B(0) 3—In4



19

Wnhiosek 4.11 jest pokrewny dokladnemu wynikowi postaci

: 7 - 3 _ *
feAi Relzf"(2)] > Sma = 0.721... = fes§

otrzymanemu przez Ali, Ponnusamy i Singh w [9], inne pokrewne wyniki sa w [52, pp.
275-277).

W [74] Silverman rozwazat pewnien iloraz wyrazen zwiazanych z funkcjami wypukltymi
i gwiazdzistymi. Mianowicie, dla 0 < b < 1, on wprowadzit do rozwazan klase

" /
o= {7 e, [ L1
2f'(2)/ f(2)
1 pokazal, ze G, C S} J(14/TTED)" Obradovié¢ i Tuneski w [57] poprawili ten rezultat poka-
zujac, ze jezeli f € Gy, to Q(f, z) < h(z), gdzie h(z) = 1/(1+bz). Tuneski w [91] podal wy-
starczajace warunki dla funkcji f € G, na to aby Q(f, z) < }Igz, gdzie -1 < B< A<1.
W [7] podajemy uogdlnienie gléwnego twierdzenia zawartego w [91]. W [7] podajemy
rowniez réznorodne zastosowania tego uogdlnienia.

—1

<bdlaze U}

Twierdzenie 4.12. [7] Niech h € H, h(0) = 1, bedzie jednolistna i niezerujgca sie w U i

b e 14 ] o [10) (e v

Jezelip € H, h(0) =1, i spetnia
'(z)  2W(z)
P*(z)  h*(2)

= H(z) (z€U),

to
p(z) < h(z) (z€U).

Whiosek 4.13. [7] Niech h € H, h(0) = 1, bedzie jednolistna i niezerujaca sie w U 1
taka, zZe
zh (2)
2 — .
N
Jezeli f € A i spelnia

L42f"()/ 1) | )

zh"(2)
h(z)

Re [1+

2f'(2)/1(2) h*(2)

2f'(2)
) =< h(z).

Jak pokazano w [7], przy odpowiednio dobranej funkcji h powyzsze rezultaty staja sie
wczesniej uzyskanymi przez Silvermana, oraz w pracy Obradovi¢a i Tuneskiego.

(z €U),

to
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5. OMOWIENIE PRAC Z OSTATNICH 10 LAT, KTORE NIE WCHODZA W SKLAD
JEDNOTEMATYCZNEGO CYLKU PUBLIKACJI OMOWIONEGO WYZEJ

W tym omdéwieniu stosujemy oznaczenia z autoreferatu, wprowadzone poprzednio.
W pracach [1], [2] [3] rozwazamy klase
1+ Az }

(5.1) P(A,B):{feH:f(z)< B

gdzie liczby A, B sa zespolone i takie, ze A+ B # 0, |B| < 1. W pracy J. Stankiewicz i
Z. Stankiewicz, Convolution in some classes of functions, Folia Sci. Univ. Tech. Resov.
48(1998), 93-101, pokazano, ze iloczyn Hadamarda takich klas spehia

(5.2) P(A,B) x P(C,D) C P(AC + AD + BC, BD)
oraz
(5.3) P(A, B) x P(C, D) = P(AC + AD + BC, BD),

oile |[B| =1 lub |D| = 1. Pokazujemy, ze inkluzji w (5.2) nie mozna zastapi¢ réwnoscia
jak w to jest w szczegblnym przypadku (5.3). Ponadto dowodzimy, ze Q % Q # Q, gdzie
Q={weH:|wkx)| <|z|, z€ U} jest klasa funkcji Schwarza. W pracy [3] poprawiamy
poprzednie wyniki z [1] dowodzac, ze poza przypadkiem (5.3) nie istnieja liczby zespolone
X,Y takie, ze X +Y #0, [V <1i

P(X,Y) C P(A,B) % P(C, D).

W pracy [4] uogdlniamy réznorodne wlasnosci operatora Choi-Saigo-Srivastavy I ,.
Wprowadzony on zostat w pracy J. H. Choi, M. Saigo i H. M. Srivastava, Some inclusion
properties of a certain family of integral operators, J. Math. Anal. Appl. 276(2002),
432-445, w nastepujacy sposéb

Dt A=A Lof(2) = hu(2) « f(z) (A>—=1,u>0),
gdzie B z
(1 _ z))\Jrl * f)\,u(z) = (1 _ Z)'u‘
W tejze pracy [4] podane sa tez uogdélnienia niektérych wynikéw z pracy K. I. Noor, M.
A. Noor, On integral operators, J. Math. Anal. Appl. 238(1999), 341-352, dotyczace tego
operatora.

W pracy [5] podajemy uogdlnienie wyniku z pracy S. Ruscheweyh i J. Stankiewicz,
Subordination under convex univalent functions, Bull. Polish Acad. Sci. Math. 33(1985),
499-502, mowiacego, ze jesli F, G sa réoznowartosciowe i wypukle oraz f < F', g < G, to
f*g < FxG. Jednakze to uogdlnienie okazauje sie by¢ nieprawdziwe bez dodatkowego
zalozenia jednolistnosci.

W pracy [6] dowodzimy, ze jesli Re {f'(2)} > (72 — 6)/(7x* — 24) w kole jednostkowym,
to funkcja (Alexander operator),

B(z) = / ) dt

nalezy do klasy funkcji gwiazdzistych S*.

W pracy [7] poprawiamy roznorodne wyniki podane w pracy J.-L. Liu, H. M. Srivastava,
Certain properties of the Dziok-Srivastava operator, Appl. Math. Comp. 159(2004),
4485-493. Operator Dzioka-Srivastavy H,, wystepujacy w tytule, jest bardzo znany i
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zostal zdefiniowany w pracy J. Dziok, H. M. Srivastava, Classes of analytic functions
associated with generalized hypergeometric function Appl. Math. Comput. 103(1999),
1-13, ktéra ma dziesiatki cytowan. Jezeli f(z) = 2P +a,112PT + - -, ten operator mozna
zdefiniowa¢ nastepujaco

H,f(z) ={z" (Fs(an,...,aq B, ..., 0 2)} = f(2),

gdzie funkcja ,F; ma postaé (przy stosownych zalozeniach nalozonych na parametry)

o0

qu(ala'"7aq;ﬁla---7ﬁs;z)_Z%j&? (ZEU)‘

n=0
W pracy [8] rozwazamy klase
1—22a—-1
P, = {fEH:f(O)zl,f(z)<%}.

Dowodzimy, ze jezeli f,g € A, a, 8 <1 oraz f' € Py, ¢ € Psi®(2) = (f *g)(2), to
d'(2) < P(z) (2 €U)

oraz
"8 L) Gew),
gdzie
P(2) =144(1—a)(1—f) [gﬁ;ﬁg@}
oraz 9 3
Q@) =1+4(1 - a)(1- ) {%+%+%+]

sa wypuklymi funkcjami jednolistnymi. Wynik ten ma kilka ciekawych wnioskow zawar-
tych w [8]. Ponadto dowodzimy w [8], ze jezeli f,g € A, o, < 1oraz f' € P,, ¢ € Ps i
O(z)=(f*g)(2), to P eS*oile

(1-0)(1-5) < gy
Jezeli f,g,h € A, o,B,v < 1oraz f' € Py, g € Pg, ' € P,i((2) = (f*gxh)(z), to
(e, oile

~ 0.6369.

(5.4) 1-a)(1-08)1 -9 < ﬁ ~ 0.31846.

Ostatni rezultat poprawia wczesniejszy z pracy A. Y. Lashin, Some convolution properties
of analytic functions, Appl. Math. Lett. 18(2005), 135-138, gdzie zamiast ostatniej
nieréwosci (5.4) jest

3

1= =007 < grs g

W pracy [9] rozwazamy pewna klase funkcji wielolistnych w kole jednostkowym zdefi-
niowana za pomoca liniowego operatora o dos¢ ogdlnych witasnosciach. Jak sie okazuje
wyniki uzyskane w [9] uogélniaja wiele wezesniejszych wynikéw uzyskanych dla konkretnie
zadanych operatorow.

W pracy [10] kontynuujemy badanie whasnosci splotu funkcji, podobnie jak w oméwieniu
pracy [8], uzyskujac nowe rezultaty dotyczace jego wypuklosei.

~ 0.31557.
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W pracy [11] poprawiamy roznorodne wyniki podane w pracy N. E. Cho, O. S. Kwon
oraz H. M. Srivastava, Inclusion relationships and argument properties for certain sub-
classes of multivalent functions associated with a family of linear operators, J. Math.
Anal. Appl. 292 (2004), 470483, a ktére dotycza funkcji wielolistnych. Poprawienie
poprzednich wynikéw stalo sie tutaj mozliwe dzieki elastycznemu potaczeniu metod pod-
porzadkowan rézniczkowych z ciekawymi wlasnosciami iloczynu Hadamarda.

W pracy [12] poprawiamy niektére rezultaty z pracy N. E. Cho, O. S. Kwon, H. M. Sriva-
stava, Inclusion and argument properties for certain subclasses of meromorphic functions
associated with a family of multiplier transformations, J. Math. Anal. Appl. 300(2004),
505-520, dzieki zastosowaniu bardziej efektywnych metod dowodowych. Kilka nowych
wlasnosci badanej klasy funkcji meromorficznych jest tez wykazane w tej pracy.

W pracy [13] kontynuujemy badanie wlasnosci klas funkcji wprowadzonych w pracy
K. I. Noor, On classes of analytic functions defined by convolution with incomplete beta
functions, J. Math. Anal. Appl. 307 (2005), 339-349. Podajemy pewne nowe zaleznosci
dotyczace wspdtczynnikow i promien wypuklosci w jednej z rozwazanych klas.

W pracy [14] dowodzimy nowych wilasnosci klasy V,(a;; A, B) funkcji p-listnych zdefi-
niowanych warunkiem

Hy(o; +1)f(2) e 1+ Az
H(a)f(z) PN

w pracy J. Dziok, H. M. Srivastava, Classes of analytic functions associated with the
generalized hypergeomertic function, Appl. Math. Comput. 103(1999), 1-13. W pod-
porzadkowaniu (5.5) H,, oznacza operator Dzioka-Srivastavy podany wyzej. Ta klasa
Vp(ai; A, B) jest uogdlnieniem klasy rozwazanej w pracy Y. C. Kim, H. M. Srivastava,
Fractional integral and other linear operators associated with the Gaussian hypergeometric
function, Complex Var. Theory Appl. 34(1997), 293-312, oraz w kilku innych pracach.

W pracy [15] dowodzimy wilasnosci klasy funkcji V;”(H; A, B) zdefiniowanej podobnym
warunkiem do (5.5). Pokazujemy, miedzy innymi, ze klasy V;”(H; A, B) sa dla odpowied-
nich parametréw powiazane operatorem Bernardiego, S. D. Bernardi, Convex and starlike
univalent functions, Trans. Amer. Math. Soc. 135(1969), 429-446.

W pracy [16] zajmujemy sie klasa funkcji mocno gwiazdzistych rzedu 3, to jest klasa

cun-fres: i1 5}

gdzie § € (0,1]. Oznaczmy réwniez

R={feA: Re[f(2)] >0}
tzw. klase funkcji o ograniczonym obrocie. Opreator calkowy Libery L : A — A, L[f] :=
F, gdzie

(5.6) Fz) =2 / ) dt,

byt badany wezesniej pod réznymi wzgledami. W pracy [15] badamy mocna gwiazdzistosé
Lif]dla f € R. W pracy P. T. Mocanu, On starlikeness of Libera transform, Mathematica
(Cluj), 28(51)(1986), 153-155, pokazano, ze

LIR] € §* = S*[1],
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a w pracy P. T. Mocanu, New extensions of a theorem of R. Singh oraz S. Singh, Mathe-
matica (Cluj), 37(60)(1995), 171-182, poprawiono wynik na

LIR| C §*[8/9].

W pracy S. S. Miller, P. T. Mocanu, Libera transform of functions with bounded turning,
J. Math. Anal. Appl., 276(2002), 90-97, podano wynik

LIRN Ay C 8*[2/3],
gdzie A, C 'H oznacza klase funkcji postaci f(2) = 2z + @, 112" + @pyo2™™ + . W
pracy [15] zajmujemy sie podobnym problemem uzyskujac nieco lepszy wynik:

LR N As] € §*[3/5].
Mozna powyzsza inkluzje zapisa¢ bardziej bezposrednio jako

Arg [zF’(z)H _ s

fedy i Melf(2)] > 0= |Arg| ST | < 7

lub réwnowaznie, wykorzystujac (5.6), jako

FeA, i Re {F’(z) + %ZF”(Z):| > 0=

Arg [ZF'(;,«)] ' 37

W pracy [17] dowodzimy nastepujacej zaleznosci:

Jeli f e A, to

Zf”(z)} {Zf’(Z)} 3 ()

Re <Re | —/—~5| —- = <V1+z.

{ f'(z) fz) ] 4 f(z)
Powyzszy warunek jest $cisle zwiazany z przynaleznoscia funkeji f do klasy SL*, oma-
wianej na poczatku autoreferatu. Wezesniej w pracy M. S. Robertson, Certain classes of
starlike functions, Michigan Math. J. 76, no.1, (1954), 755-758, pokazano geometrycznie
pokrewny wynik: Jezeli f € A, f(2)/z# 01k € (0,2], to
S| G |HQ) L 0 2
f'(2) f(2) flz) 2+ kz

W pracy [18] dowodzimy nastepujacej zaleznosci. Niech o < 1. Jesli h € A i
R'(U) C Qa)={weC:|w—-2a+1] > |Rew — al},

to

h
ﬂ%e[ (z)] >a (zel).
z
Jeden z wnioskow z powyzszej zaleznosci jest twierdzeniem z wczesniejszej pracy S. S.
Miller, P. T. Mocanu, Marz—Strohhdacker differential subordination systems, Proc. Amer.
Math. Soc. 99(1987), 527-534.

W pracy [19] rozwazamy splot catkowy

z

Tege - [0y,

0
funkcji z klasy k — 87, 0 < k < o0,

2f'(2)
f(2)

(5.7) k:—ST:{fGS: Re [z]{f(;)] >k

—1’, (zGU},
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badanej w pracy S. Kanas, A. Wisniowska, Conic regions and k-uniform convexity, J.
Comput. Appl. Math. 105(1999), 327-336. Podajemy, miedzy innymi, warunki impli-
kujace zawieranie typu

Ns(k — ST) @ N5(K) C k — ST,

gdzie Ns(k — ST) oznacza d-otoczenie klasy k — ST, a K klase funkcji wypuklych. Sa to
wyniki sprowadzajace sie dla k = 0 do znanego wyniku z pracy St. Ruscheweyh, Neigh-
borhoods of univalent functions, Proc. Amer. Math Soc. 49(1975), 109-115, méwiacego,
ze N1/4(IC) C 8*. W pracy rozwazany jest tez tzw. promien stabilnosci splotu catkowego
dla pary klas funkcji.

W pracy [20] dowodzimy wlasnosci klasy V}”(H; A, B) funkcji zdefiniowanej podobnym
warunkiem do (5.5), z p = 1.

W pracy [21] badamy T'Ns otoczenia funkcji f(z) = 2 + agz? + - - -

TNs(f) = {g(z) = z+anz” cA: ZTn|@n —b,| < 5}.
n=2 n=2

wprowadzone w pracy T. Sheil-Small, E. M. Silvia, Neighborhoods of analytic functions, J.
Analyse Math. 52(1989), 210-240. T, jest pewnym ciagiem liczbowym. W [21] rozwazamy
T, = 1/[(n — 1)n?]. Dowodzimy, miedzy innymi, ze jezeli f nalezy do klasy funkcji wy-
puklych, to TN.(f) D S, gdzie z = 3 — 7%/6 = 1,355.... Wyniki przedstawione
nawiazuja do wczedniej uzyskanych w pracach. R. Fourniera, On neighbourhoods of uni-
valent starlike functions, Ann. Polon. Math. 47(20(1986), 189-202; On neighbourhoods
of univalent convex functions, Rocky Mountain J. Math. 16(3)(1986), 579-589; A note
on neighbourhoods of univalent functions, Proc. Amer. Math. Soc. 87(1)(1983), 117-120.
W pracy [22] wprowadzamy liczbe

S(X,V,Z2) = min{seR:Z°(fxg) € Z VfeX Vge )}
= min{seR:Z°(Xx)) C Z},
gdzie X, Y i Z sa podklasami H, a

oo

If(z)=1° a,z" | = a—nz".
( ) <; ) n=1 ne
oznacza operator Salageana, St. G. Salagean, Subclasses of univalent functions, Complex
analysis—fifth Romanian-Finnish seminar, Part 1 (Bucharest, 1981), Lecture Notes in
Math., 1013, Springer, Berlin, 1983, pp. 362-372. Wyznaczamy wartosci liczby S dla
roznych tréjek sposrdod klas funkceji, jak na przyktad wypuktych, gwiazdzistych i tych
zdefiniowanych w (5.7).

W pracy [23] pokazujemy, ze jezeli f € A i

Re [e(f'(2) + 2f"(z/0) = B)] >0, z€T,

to pod pewnymi dodatkowymi warunkami na «, 3, ¢ funkcja f jest gwiazdzista rzedu
i zaleznego od «, 3, . Dowodzimy tego wyniku w oparciu o zasade dualnosci w teorii
iloczynu Hadamarda wprowadzona w pracy St. Ruscheweyh, Duality for Hadamard pro-
ducts with applications to extremal problems for functions reqular in the unit disc, Trans.
Amer. Math Soc. 210(1975), 63-74, ktéra zostala nieco przyblizona w rozdziale trzecim
autoreferatu.
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W pracy [24] uzupehliamy i poprawiamy rezultaty dotyczace operatora i zwiazanych
z nim klas funcji wprowadzonych w pracy M. K. Aouf, H. Silverman, H. M. Srivastava,
Some families of linear operators associated with certain subclasses of multivalent func-
tions, Comp. Math. Appl. 55(2008), 535-549. Uogdlnienia opieraja sie na zastosowaniu
bardziej skutecznych metod z teorii podporzadkowan rézniczkowych.

W pracy [25] rozwazamy wlasnosci klasy S*(¢.) funkcji f € A takich, ze

')/ fE) —1| <e, zel.

Badamy relacje S*(q.) z innymi znanymi klasami funkcji zdefiniowanymi geometrycznymi
warunkami. Miedzy innymi zostal wyznaczony promien wypukliosci rzedu o i promien
gwiazdzistodci rzedu « dla klasy S*(q.). Szczegdlne przypadki tych wynikéw podane
zostaly wcezesniej w pracy J. Sokdl, Radius problems in the class SL*, Appl. Math.
Comput. 214(2009), 569-573.

W pracy [26] wykorzystujemy rozniczkowo-catkowy operator Dzioka Qf z pracy J.
Dziok, Applications of the Jack Lemma, Acta Math. Hungar. 105(1-2)(2004), 93-102,
uzywajac go do zdefiniowania nowej klasy funkcji

A )
(ng(Z))/]Hl e

ktérej wlasnosci badamy w [26]. Symbol A(p) oznacza klase funkcji f € A, ktére sa
p-listne w kole jednostkowym.

W pracy [27] definiujemy klase SLM,, funkeji f analytitycznych w kole jednostkowym
takich, ze

j(J,Qa;h):{fEA(p):a 14

< ph(z), z € U} ,

2f"(2)
f'(2)

2f'(2)
f(2)

(5.8) [1 + ] +(1—-a) ep(U) dla z€U

gdzie

- Tz 4+ 7222

p(z) = (2 €U).

1—72—17222
Liczba 7 = (1 — +/5)/2 dzieli przedzial [0,1] w zlotym stosunku. Wyznaczamy relacje
wprowadzonej klasy z innymi klasami, w szczegdlnosci z klasa funkcji a-wypuktych wpro-
wadzonej w pracy P. T. Mocanu, Une propriété de convexité généralisée dans la théorie
de la représentation conforme, Mathematica (Cluj) 11(34) (1969), 127 133.

W pracy [28] badamy wlasnosci klasy KSL, zdefiniowanej warunkiem (5.8) z « = 1. Po-
dajemy, miedzy innymi, dokladne oszacowania wspotczynnikéw funkeji w tej klasie; tzw.
wzér strukturalny dla funkcji w tej klasie; dokladne oszacowania modutu funkeji i modutu
pochodnej; wyznaczamy rzad mocnej wypuktosci w sensie podanym w pracy J. Stan-
kiewicz, Quelques problemes extrémauzr dans les classes des fonctions a-angulairement
étoilées, Ann. Univ. Mariae Curie-Sktodowska, Sect. A 20(1966)(1971), 59-75.

W pracy [29] badamy wlasnosci operatora IZ;\ na klasie funkcji p-listnych wprowadzo-
nego w pracy X. Fu, M. Liu, Some subclasses of analytic functions involving the generali-
zaed Noor integral operator, J. Math. Anal. Appl. 323(2006), 190-2008. W szczegdlnosci
podajemy warunki na to by ][;nf(z)\ < 1 w kole jednostkowym.

W pracy [30] rozwazamy gtéwnie wystarczajace warunki dla funkeji z kilku znanych klas
funkcji na to by spetniaty warunek Breaza: Re(f'(z)) > [|zf"(z)| w kole jednostkowym
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dla ustalonej liczby 3, 0 < 5 < 1. W szczegdlnosei rozwazamy klase zdefiniowana w (5.7)
oraz klase funkcji f € A takich, ze

f(z) -1

f’(z)—i—l‘ <pB (2€0)

zdefiniowana i badana wczesniej w pracach K. S. Padmanabhan, On a certain class of
functions whose derivatives have a positive real part in the unit disc, Ann. Polon. Math.
23(1970), 73-81, oraz T. R. Caplinger, W. M. Causey, A class of univalent functions,
Proc. Amer. Math. Soc. 39(1973), 357-361.

W pracy [31] szacujemy cze$¢ rzeczywista ilorazu f(z)/z, gdy f nalezy do klasy funkcji
k-gwiazdzistych zdefiniowanej warunkiem (5.7). Gléwny wynik jest lepszy od uzyska-
nego w pracy A. Wisniowska-Wajnryb, Some extremal bounds for subclasses of univalent
functions, Appl. Math. Comput. 215(2009), 2634-2641, dzieki zastosowaniu bardziej
subtelnych metod.

W pracy [32] wyznaczamy nowe wlasnosci operatora

I'(k+1) k
=z+ Z k + = agz",
gdzie f(z) = z + azz® + ---. Operator zostal wprowadzony w pracy S. Owa, H. M.

Srivastava, Uniwvalent and starlike generalized hypergeometric functions, Canad. J. Math.
39(1987), 1057-1077.

W pracy [33] badamy wlasnosci funkcji poddanych dziataniu operatora Carlsona-Shaffera,
B. C. Carlson, D. B. Shaeffer, Starlike and pre-starlike hypergeometric functions, STAM
J. Math. Anal. 15(1984), 737-745, takich, ze wtedy speliaja warunek

/ /

(5.9) Re l1+ (Zf( ) 1)} >/c’l (Zf ) —1) ,
v\ f(z) T\ f(z)
gdzie k > 0, v € C\ {0}. Warunek (5.9) mozna spotka¢ juz w K. G. Subramanian, G.
Murugusundaramoorthy, P. Balasubrahmanyam, H. Silverman, Subclasses of uniformly
convex and uniformly starlike functions, Math. Japon. 42(3)(1995), 517-522, jednakze
dopiero pdzniej, z v = 1, stal sie on bardziej znany dzieki gruntownym badanim w pracy
S. Kanas, A. Wisniowska, Conic regions and k-uniform convezity, J. Comput. Appl.
Math. 105(1999), 327-336. W pracy [33] zajmujemy sie zastosowaniem wlasnosci pod-
porzadkowan rézniczkowych Briot-Boqueta do wyznaczania zaleznosci miedzy funkcjami
opisanymi w (5.9). Ponadto podajemy oszacowania ich wspélezynnikéw i pewne wlasnosci
iloczynu Hadamarda takich funkcji.

W pracy [34] zajmujemy sie wlasnosciami pewnej klasy funkcji meromorficznych w
U\ {0}, ktére byly intensywnie badane w latach 50-60-tych XX w. np. w pracy W.
C. Royster, Meromorphic starlike multivalent functions, Trans. Amer. Math. Soc. 107
(1963), 300-308. Funkcje meromorficzne wciaz sa badane w réznych aspektach. Praca
[34] nawiazuje do pracy M. L. Mogra, T. R. Reddy, O. P. Juneja, Meromorphic univalent
functions with positive coefficients, Bull. Austral. Math. Soc. 32 (1985), 161-176. Dzieki
dodatkowemu zalozeniu, ze badane funkcje meromorficzne maja dodatnie wspotczynniki
udalo sie uzyskac kilka ciekawych wynikéw. W pracy [34] badane funkcje meromorficzne
poddane sa dzialaniu zmodifikowanego operatora Dzioka-Srivastavy.

(z € V),
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W pracy [35] zajmujemy sie wlasno$ciami iloczynu Hadamarda. Méwimy, ze f € A
nalezy do klasy funkcji pregwiazdzistych R, jezeli
z

f*mES; gdy a <1,

lub
2)f{e@>1 gdy a=1.
z 2
Funkcje pregwiazdziste odgrywaja wazna role w rozwiazywaniu probleméw dotyczacych
iloczynu Hadamarda. Otrzymujemy na przyklad Ro = K, Rij2 = 875, czyli wazne klasy
funkcji. Ponadto,
KCRyCRsgCceok dla 0<a< <1

W pracy [35] pokazujemy, ze jezeli « < 1, g € R, oraz f € K,, to
(5.10) g% f e K.

Ponadto, R, * K, = K,. Jest to uzupemienie serii podobnych wynikéw z pracy St.
Ruscheweyh oraz T. Sheil-Small, Hadamard product of schlicht functions and the Polya-
Schoenberg conjecture, Comm. Math. Helv. 48(1973), 119-135. Ponadto w [35] pokazu-
jemy, ze jezeli a <1, g € Ry, FEK,, feAoraz f < F,togxf <g*xF. Gdy a =0
ten wynik staje sie rezultatem dowiedzionym wczesniej, St. Ruscheweyh, Convolutions in
Geometric Function Theory, Sem. Math. Sup. 83, Presses Univ. Montreal 1982, strona
86.
W pracy [36] zajmujemy sie badaniem nowych zaleznosci w klasie funkcji f € A takich,
ze
/ n
zf'(z) - 1+ Az s
f(2) 1+ Bz"
gdzie —1 < B < A < 1, ktéra zostata wprowadzona w pracy R. Jurasinska, J. Stan-
kiewicz, Coefficients in some classes defined by subordination to multivalent majorants,
Proceedings of Conference on Complex Analysis (Bielsko-Biata, 2001), Ann. Polon. Math.
80(2003), 163-170.
W pracy [37] metodami podporzadkowan rézniczkowych badamy whasnosci operatora

O e A O T ORI

z

€U,

gdzie f € A, a parametry sa stosownie dobrane. W szczegdélnosci badamy pod jakimi
warunkami podwdéjne podporzadkowanie

15 (91)(2) = I5,(f) =I5 ,(g2)
wynika z podporzadkowania g1 < f < go. Podobne zalezno$ci mozna znalezc w pracy
T. Bulboaca, Sandwich-type theorems for a class of integral operators, Bulletin of the
Belgian Math. Society-Simon Stevin, 13(3)(2006), 537-550, w ktérej powyzszy operator
byl badany w szczegdélnym przypadku gdy v = 0.
W pracy [38] badamy wlasnosci funkeji p-listnych takich, ze

(5.11) ((1 - A)LEJ;(Z) + ALZ“Z(Z)) < h(2),

z z

gdzie Lj jest dowolnym operatorem liniowym klasy funkcji p-listnych w siebie takim, ze

cLif(2) = 2(Li 1 f(2)) + (e = p) L1 f(2).
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W ten sposob unifikujemy wiele z wezesniej uzyskanych wynikéw, w ktorych zadany byt
konkretny operator i zadana byla konkretna funkcja h w definicji (5.11).

W pracy [39] dowodzimy nowych warunkéw wystarczajacych na wypuktosé i gwiazdzi-
stos¢. Na przyklad, jezeli f(z) = 2+ > 0" 4 an2" i 2f'(2)/f(2) sa analityczne w kole
jednostkowym D, zf'(2)/f(z) # 4/3 oraz

z2f"(z) 8+m
5.12 Re ¢ 1 < dl <1
to f jest gwiazdzista. Wczedniej w pracy R. Singh, S. Singh, Some sufficient conditions
for univalence and starlikeness, Collogium Mathematicum 47(1982), 309-314, pokazano
gwiazdzisto$¢ f pod warunkiem

2f"(2)1 _3
iﬁe{l—i— 702) } <3 dla |z <1,

zamiast (5.12).

W pracy [40] zajmujemy sie wlasnosciami iloczynu Hadamarda dla funkcji pregwiazdzistych
rzedu «, uogdlniajac wezesniejszy wynik podany w (5.10).

W pracy [41] zajmujemy sie gtéwnie szacowaniem wspotezynnikéw funkeji f € A takich,

ALY, [
%{ D) }” LG 1‘ (=€),

gdzie
= m!
]nf(Z) =z+ Z W(lmzm (Z c U),
m=2 m—1

jest operatorem Noora, K. I. Noor, On new class of integral operator, J. Natur. Geom.
16(1999), 71-80. Klase tych funkcji wprowadzono w pracy A. K. Mishra, P. Gochhayat,
Fekete-Szegi problem for a class defined by an integral operator, Kodai Math. J. 33(2010)
310-328. Praca [41] jest uzupelieniem zawartych tam wynikéw.

W pracy [42] gléwnym wynikiem jest, ze jezeli f jest funkcja gwiazdzista, to

(5.13) g=f = Lilg] = Li[f],

gdzie Rek > 01

1 k
+ ()Pt at

jest operatorem Bernardiego, S. D. Bernardi, Com;ex and starlike univalent functions,
Trans. Amer. Math. Soc. 135(1969), 429-446. Dowodzimy réwniez, ze jezeli f € H i
f(z) =z+a,z" + --- oraz k jest nieujemna liczba rzeczywista taka, ze

f/l( )
i } >
:{ —nk/2 dla 0<k<1,

med1s 2

—n/(2k) dla k> 1,

to Li[f] jest wypukla funkcja jednolistna.

W pracy [43] badamy wlasnosci klasy SL£, zdefiniowanej warunkiem (5.8) z o = 0. Po-
dajemy, miedzy innymi, dokladne oszacowania wspotczynnikéw funkcji w tej klasie; tzw.
wzor strukturalny dla funkcji w tej klasie; dokladne oszacowania modutu funkeji i modutu
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pochodnej; wyznaczamy rzad mocnej gwiazdzistosci w sensie podanym w pracy J. Stan-
kiewicz, Quelques problemes extrémauz dans les classes des fonctions a-angulairement
étoilées, Ann. Univ. Mariae Curie-Sktodowska, Sect. A 20(1966)(1971), 59-75.

W pracy [44] rozpatrujemy klase funkcji f € A takich, ze

S R AR AL
H}, (1) f(2) H},(n) f(2)
gdzie H! (aq) jest zmodyfikowanym operatorem Dzioka-Srivastavy. W [44] sa badane
roznorodne relacje tej klasy z innymi klasami funkcji. Na przyktad pokazalismy, ze splot
z funcja pregwiazdzista stosownego rzedu nie wyprowadza poza badana klase.

W pracy [45] badamy wiasnosci klasy zdefiniowanej warunkiem (5.8). Znajdujemy
funkcje jednolistne bliskie p w pewnym geometrycznym sensie by mozna bylo ostabié
nieco warunek (5.8) ale zapisa¢ ten ostabiony za pomoca podporzadkowania funkcji jed-
nolistnej, co umozliwia uzycie szeregu metod z teorii podporzadkowan rézniczkowych.
Niejednolistno$¢ funkeji p w warunku (5.8) stanowi duza trudnosé w badaniu tej klasy
funkcji.

W pracy [46] badamy klase funkcji wprowadzona w M. K. Aouf, T. M. Seoudy, Clas-
ses of analytic functions related to the Dziok-Srivastava operator, Integral Trans. Spec.
Func. 22(6) (2011), 423-430, ktéra jest zwiazana z operatorem Dzioka—Srivastavy. Tutaj
stosujemy operator Dzioka—Rainy zwiazanego z uogélniona funkcja hipergeometryczna
Wrighta z pracy J. Dziok and R. K. Raina, Demonstratio Math. 37(3)(2004), 533-542).
Uzywamy metod podporzadkowan rézniczkowych do uzykania nowych wynikéw.

W pracy [47] dowodzimy, miedzy innymi, nastepujacego uogdlnienia wyniku z pracy S.
Ponnusamy, V. Karunakaran, Differential subordinations and conformal mapping, Com-
plex Variables 11(1989), 79-86. Niech a« € C, Rea > nd > 01 3 < 1. Jedli f(z) € A,
f(z)=2"+a, 12" + -+ g(2) € A spehiaja

%e{o‘g('z)} ~5 (zel),

-1 (2 €U,

2g'(2)
ERVIOINAC) ok |f2) L[ .
9%%1 o) T y@}+2u—ﬁﬂma b >8 (=€l
to

iﬁe{%} >0 (ze€l),

gdzie By = (28 + 0k) /(2 + dk). W szczegdlnym przypadku, gdy f(z) = (19(z), powyzszy
wynik staje sie wynikiem z wspomnianej wyzej pracy.
W pracy [48] dowodzimy, miedzy innymi, nastepujacego warunku na gwiazdzistosc.
Niech f(2) = p(2) = 2+ amz™ + ami12™ ™+ -+ bedzie funkcja analityczna w U z a,, # 0.
zf”(z)

Zalézmy rowmiez, ze
d+m
<3/ —— dl <1
i | =V

Jesli zf'(2)/ f(2) jest analityczna w U i nie przyjmuje wartosci 3/2, to

Re {ZJ{(S)} >0 oraz me{;;gfz))} > g dla 2] < 1.

‘1+
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